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APRESENTACAO

Caro estudante,

o Ensino Médio, cada vez mais alinhado as exigéncias con-
temporaneas, tem objetivos gerais que podem ser resumidos
em formar cidaddos produtivos e criativos, com raciocinio
analitico e capazes de se antecipar a inovagdes, que busquem
novos conhecimentos em um processo de formacdo continua,
sendo conscientes de seus direitos e deveres e capazes de atuar
com protagonismo no mundo do trabalho e no convivio social.

Elaboramos esta obra nesse contexto, destacando que a Ma-
tematica no Ensino Médio, além de ter um carater formativo e
instrumental, deve ser compreendida como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas.

Assim, para atingir os objetivos gerais nesta obra, recorre-
mos a progressao do pensamento cientifico, ao pensamento
computacional, as relacdes interdisciplinares, a contextualizacao,
ao uso de tecnologias, aos aspectos histéricos e as mltiplas
representacdes de um mesmo objeto matematico.

Esperamos contribuir para a sua formacao, instigar seu espi-
rito critico e cientifico e despertar sua curiosidade para o vasto
universo do qual conhecemos uma minuscula parte.

Os autores



A

ORGANIZACAO DO LIVRO

Este livro foi elaborado para oferecer, de forma clara e objetiva,
conteldos matematicos fundamentais para o Ensino Médio.

Geometria analitica:
ponto e reta

A abertura pretende
estimular a reflexao sobre um
problema contextualizado
relacionado a contetidos do
capitulo.

Os Exercicios resolvidos
acompanham a teoria,
auxiliando na compreensao dos
conceitos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

O boxe Mentes
brilhantes apresenta
realizacdes de pessoas ou
povos que contribuiram
com o desenvolvimento da
Matematica ou da Ciéncia,
além de textos sobre a
Histéria da Matematica ou
Etnomatematica.

Os Exercicios propostos
tém o objetivo de verificar
o aprendizado, por meio
de uma aplicacdo mais
imediata dos conteudos,
além de conexdes com

o cotidiano.

O boxe Trabalho e
juventudes apresenta
situagdes relacionadas ao

1. Polindmios! Para qué?

=

O boxe Conectado
apresenta atividades
com o uso de
tecnologias como
softwares de Geometria
dindmica, planilhas
eletronicas entre outros.

TRABALHOE JUVENTUDES | [IRSTSSTPRY

mundo do trabalho ou as
culturas juvenis conectadas
ao contetdo do capitulo.

108
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¢ MATEMATICA SEM FRONTEIRAS o

Transformagdes geométricas e ladrilhamento do plano

RODRGUES, M.

a moldagem da agis
630 do esmale colo

O boxe Analise da
resolucao possibilita
refletir sobre erros comuns
na resolucdo de exercicios
e mostra sua corregdo.

ANALISE DA RESOLUGAD
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A secdo Educacao
midiatica apresenta
contextos e informacdes que
visam explorar a importancia
da analise critica de
informacdes veiculadas nas
midias digitais.

EDUCAGAO MIDIATICA

Bolhas informacionais.
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P
Altratiac.

Os Exercicios
complementares
oferecem questdes de
aprofundamento, com
fixacdo e revisao dos
assuntos abordados.

au

VI IQUE O QUE APRENDEU NO CAPITULO 6

oAl

y+10=0

150

A secdo Verifique o que
aprendeu no capitulo
traz exercicios e questdes
que possibilitam retomar
os principais conteddos do
capitulo por meio de uma
autoavaliacao.
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OBJETIVOS DE DESENVOLVIMENTO SUSTENTAVEL

Vocé ja ouviufalar da Agenda 2030? Em 2015, a Organizacao das Nacoes Unidas (ONU) lancou os Objetivos
de Desenvolvimento Sustentavel (ODS), com metas desafiadoras para acabar com a pobreza até 2030 e buscar
um futuro sustentavel para todos. Esses objetivos formam a base da chamada Agenda 2030.

Os 193 paises que assinaram o documento, incluindo o Brasil, comprometeram-se aimplementar esse plano
de acdo global, que envolve governos, empresas, instituicdes e sociedade civil. O monitoramento e a avaliacdo
da agenda sdo fundamentais nos niveis global, nacional e regional, exigindo cooperacao e engajamento de
todos os setores da sociedade.

A seguir, apresentamos os 17 Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.

oD 2

FOME ZERO E AGRICULTURA
(00 SUSTENTAVEL

ERRADICAGAO DA POBREZA

Acabar com a pobreza em todas as

formas e em todos os lugares. ' Erradicar a fome, alcancar a seguranca
alimentar, melhorar a nutricdo e
promover a agricultura sustentavel.

_oDs 3

SAUDE E BEM-ESTAR

Garantir o acesso a saude de qualidade
e promover o bem-estar para todos,
em todas as idades.

EDUCACAO DE QUALIDADE

Garantir educacéo inclusiva, de
qualidade e equitativa, promovendo
aprendizado continuo para todos.

_ops ¢ I

AGUA POTAVEL E
SANEAMENTO

Garantir a disponibilidade e a gestao
sustentdvel da 4gua potavel e do
saneamento para todos.

IGUALDADE DE GENERO

Alcancar a igualdade de género
e empoderar todas as mulheres e
meninas.

TRABALHO DECENTE E
CRESCIMENTO ECONOMICO

Promover crescimento econdmico
inclusivo e sustentdvel, com emprego
pleno e trabalho digno para todos.

ENERGIA LIMPA E ACESSIVEL

Garantir o acesso a fontes de energia
confidveis, sustentdveis e modernas
para todos.

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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_ops o

INDUSTRIA, INOVACAO E
INFRAESTRUTURA

Construir infraestruturas resilientes,
promover a industrializagao inclusiva e
sustentavel e fomentar a inovagao.

0Ds 11

CIDADES E COMUNIDADES
SUSTENTAVEIS

Tornar as cidades e comunidades
mais inclusivas, seguras, resilientes e
sustentaveis.

ACAO CONTRA A MUDANCA
GLOBAL DO CLIMA

Adotar medidas urgentes para
combater as alteragdes climéticas e os
seus impactos.

VIDA TERRESTRE

Proteger, restaurar e promover o uso
sustentdvel dos ecossistemas terrestres,
gerindo florestas, combatendo

a desertificacao, revertendo

a degradacao dos solos

e preservando a biodiversidade.

PARCERIAS E MEIOS DE
IMPLEMENTACAO

Reforcar os meios de implementacédo
e revitalizar a parceria global para o
desenvolvimento sustentével.

0DS 10 I

REDUCAO DAS
DESIGUALDADES

Reduzir as desigualdades no interior
dos paises e entre paises.

0Ds 12 I

CONSUMO E PRODUGAO
RESPONSAVEIS

Garantir padroes de consumo e de
producéo sustentaveis.

0Ds 14 I

VIDA NA AGUA

Conservar e usar de forma responsavel
05 0Ceanos, 0s Mares e 0s recursos
marinhos para o desenvolvimento
sustentdvel.

PAZ, JUSTICA E
INSTITUICOES EFICAZES

Promover sociedades pacificas e
inclusivas para o desenvolvimento
sustentavel, garantindo o acesso a justica
e construindo instituicdes eficazes e
responsdveis em todos os niveis.

Fonte: ORGANIZAGCAO DAS NACOES UNIDAS. Sobre

o nosso trabalho para alcancar os Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel no Brasil. Disponivel em:
https://brasil.un.org/pt-br/sdgs. Acesso em: 22 set. 2024.

Neste livro, vocé encontrard indicagées dos ODS
quando houver propostas, temas ou conceitos
com os quais eles podem estar relacionados.
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CAPITULO

Para facilitar a identificacdo de pessoas que estavam infectadas pelo coronavirus Sars-Cov-2

O conteudo da abertura possibilita realizar uma atividade interdisciplinar com a
area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, o TCT Saude e as competéncias
gerais 7 e 10. Incentive os estudantes a pesquisarem sobre a eficacia de diferentes
vacinas e a comentarem o que isso significa. Eles podem apresentar informagdes e
dados estatisticos a fim de argumentar acerca da importancia da vacinagao para o
individuo e para a sociedade.

A atividade pode ser moldada a fim de trabalhar o pluralismo de ideias que visem impedir
o reducionismo e o anticientificismo abordando, também, aspectos que tratem a pos-

-verdade, pois € importante perceber e combater falsas informagdes que tém finalidade
de moldar a opinido publica com apelo as emog¢des ou crengas pessoais em detrimento
a fatos objetivos e cientificos.

Probabilidade

durante a pandemia global da covid-19, foram desenvolvidos diferentes tipos de teste.

Um desses tipos de teste é chamado de teste rapido para covid-19, pode ser adquirido em far-
macias, com valor mais acessivel que testes laboratoriais, e o resultado é obtido minutos apds o

exame. Da pessoa testada, é coletada e depositada uma gota de sangue sobre uma fita com um
reagente, que detecta a presenca ou auséncia de anticorpos do virus no sangue.

Em casos positivos, o teste pode indicar se a pessoa esta ou esteve infectada recentemente, ou
se teve contato com o virus, mas nao esta atualmente doente.

Segundo o Ministério da Salde, nos estudos realizados para aprovacgédo e disponibilizacdo do
teste para as pessoas, foi identificada uma especificidade (chance de identificar um resultado ne-

gativo) de 94% e 6% para resultado falso-positivo (a pessoa ndo apresenta anticorpos da doenca,

mas mesmo assim o teste identifica que ela apresenta esses anticorpos). Ja a sensibilidade do teste
(chance de identificar resultados positivos) foi de 85% e para resultado falso-negativo, 15%. Por

isso, é preciso ter cautela com os resultados e, em casos de davida, procurar um profissional da
salde para fazer exames complementares que comprovem a presenca ou ndo da doenca.

Elaborado com base em: MINAS GERAIS. Secretaria do Estado de Saide. Guia covid-19. SES-MG, Belo

Horizonte: 2022. Disponivel em: https://coronavirus.saude.mg.gov.br/images/2023/03/Guia_Covid.pdf.

Além da teoria

1. Vocé ja fez um teste rapido de
covid-19 ou conhece alguém
que ja fez o teste? Comente
com os colegas e o professor
como foi.

2. Pesquise quais sdo os tipos de
testes para detectar o virus
causador da covid-19 e quais
sao as especificidades e sensi-
bilidades de cada um deles.

3. Suponha que em uma farmdcia
foram realizados 500 testes de
covid-19 em certo més, sendo
que 300 pessoas realmente
estavam infectadas com o
coronavirus. Considerando
as taxas de sensibilidade e de
especificidade apresentadas
no texto, determine quantas
dessas pessoas podem apre-
sentar resultado: positivo,
falso-positivo, negativo e falso-
negativo.

Além da teoria: 1. Resposta pessoal.

10 2. Resposta pessoal.

Acesso em: 9 set. 2024.

Simulacédo da realizacdo de um teste rapido para covid-19.

3. positivo: 255 pessoas; falso-positivo: 12 pessoas; negativo:
188 pessoas; falso-negativo: 45 pessoas

TILIALUCIDA/SHUTTERSTOCK

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.


https://coronavirus.saude.mg.gov.br/images/2023/03/Guia_Covid.pdf

Para que os estudantes entendam melhor a expressao “indenizado”, no texto introdutério, o professor pode substituir
o problema original pelo seguinte: Em uma festa junina, dois competidores disputavam um jogo em que langavam um
dado alternadamente. O vencedor seria aquele que acumulasse pelo menos 30 pontos nos langamentos.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

1. A origem da teoria das probabilidades

De acordo com o matematico Howard Eves, em 1654, em Paris, um jogador dos cha-
mados jogos de azar, Chevalier de Méré, propds ao matematico Blaise Pascal (1623-1662)
algumas questdes sobre possibilidades de vencer em jogos.

Uma das questdes foi a seguinte: Um jogo de dados entre dois adversarios chega ao
fim quando um dos jogadores vence trés partidas. Se esse jogo for interrompido antes
do final, de que maneira cada um dos jogadores devera ser indenizado?

As reflexdes sobre esse e outros problemas propostos por De Méré levaram Pascal a
se corresponder com o matematico Pierre de Fermat (1601-1665), o que desencadeou
discussdes a respeito dos principios de uma nova teoria, que mais tarde veio a ser cha-
mada de teoria das probabilidades. Outros matematicos, anteriores a Pascal, ja haviam
se dedicado a célculos probabilisticos; porém, sem aprofundamento ou formalizagéo.

2. O conceito de probabilidade

Nosso dia a dia é permeado de incertezas: a do meteorologista ao prever a ocorréncia
de chuva em determinada regido; a do candidato ao ponderar a possibilidade de sua
eleicdo, entre outras.

A necessidade de ter algum controle sobre as incertezas motivou a elaboracdo da
teoria das probabilidades, ferramenta capaz de medir a chance de um experimento alea-
tério produzir um resultado especifico. A situacdo a seguir € um exemplo de como se
pode medir essa chance.

Com o objetivo de angariar fundos para a festa de formatura, os estudantes promo-
veram a rifa de um notebook. Para isso, foram impressos 1.000 bilhetes, numerados de
1 a 1.000, dos quais apenas um seria premiado por sorteio. Carlos comprou 7 desses
bilhetes, e Helena comprou 1.

E possivel medir a chance de cada uma dessas pessoas ganhar o
notebook. Como Carlos concorre com 7 dos 1.000 bilhetes, indicamos

por % a medida da chance de Carlos ganhar; analogamente, a medi-

da da chance de Helena ganhar é Essas fracoes sdo chamadas de

1
1.000°
probabilidades de Carlos e Helena ganharem, respectivamente.

Esse exemplo ajuda a entender que probabilidade é um ndmero que
mede a chance de ocorréncia de um resultado em um experimento alea-
tério.

A seguir, vamos formalizar os conceitos de experimento aleatério e de
probabilidade.

Experimento aleatério

Todo experimento cujo resultado depende exclusivamente do acaso é chamado
de experimento aleatorio.

Exemplos
a. O lancamento de uma ou mais moedas, no qual se considera apenas a face que
ficar voltada para cima em cada moeda.

b. O lancamento de um ou mais dados, no qual se considera apenas a face que ficar
voltada para cima em cada dado.

c. O sorteio de um bilhete de um total de mil bilhetes numerados de 1 a 1.000.

d. O sorteio de cinco bolas, com um algarismo em cada uma, que formardo um nua-
mero premiado da loteria federal (cada bola é sorteada de um globo contendo
dez bolas numeradas de 0 a 9).

NEXUS 7/SHUTTERSTOCK

Quando um dos
jogadores tinha 24
pontos e o outro tinha
18 pontos, o jogo foi
interrompido. Como eles
deveriam dividir o bolo,
que era o prémio ao
vencedor?

Comente que a solugéo
desse tipo de problema
é tdo complexa que
provocou longas
discussoes entre

alguns dos maiores
matematicos da historia.
Dessas discussdes
nasceu a teoria das
probabilidades.

JULIA NIKITINA/SHUTTERSTOCK

Comente o conceito de
probabilidade por meio

de situagdes em que ele
aparece intuitivamente.
Por exemplo, quando um
jogador de um time de
futebol se prepara para
bater um pénalti, sabemos
que a probabilidade de o
gol ser marcado é maior
do que néo ser. Mas
como determinar essa
probabilidade?

Apresente uma

ideia dessa medida,
comentando a introducao
desse item (rifa do
notebook).

Peca outros exemplos aos
estudantes, discutindo a
viabilidade das medidas
que eles atribuem as
possibilidades das
ocorréncias.

1



Organize as ideias aefinindo  Fepyaco amostral e evento de um experimento aleatério

experimento aleatério, espaco
amostral de um experimento
aleatdrio e evento de um

espaco amostral. O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é cha-
Refaca alguns exemplos na el = rimento. Qual ¢ sulsEar e @

lousa e retome-os sempre ado de espago amostral desse experimento. Qualquer subconjunto do espaco
que possivel, pois eles amostral é chamado de evento desse espaco.

vao ilustrar aplicagdes da
definigdo de probabilidade.

Vamos analisar algumas situacoes.

a. No lancamento de uma moeda, temos como espaco amostral o conjunto
E = {C, K}, em que C indica a face cara, e K, a face coroa. Indicando por n(E) o
ndmero de elementos do espaco, temos n(E) = 2. O subconjunto A = {C} é um
evento de £, sendo n(A) = 1.

b. No lancamento de um dado, temos como espaco amostral o conjunto

E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, em que cada elemento indica o nimero de pontos de uma
face. Note que n(E) = 6.

O subconjunto B = {1, 4} é um evento de £, com n(B) = 2.

EDUARDO SANTALIESTRA/ARQUIVO DA EDITORA

c. No lancamento de duas moedas, temos como espaco amostral o conjunto
E={(C, C), (C,K), (K, C), (K, K)} e, portanto, n(E) = 4. O subconjunto
G ={(C, C), (C, K), (K, C)} é um evento de E, sendo n(G) = 3.

Nota:

E de fundamental importancia que vocé entenda por que temos de considerar os dois
pares ordenados (C, K) e (K, C) diferentes. Para facilitar o entendimento, imagine que
uma moeda fosse vermelha e a outra, azul. Uma possibilidade de obter uma cara e uma
coroa € cair cara na moeda vermelha e coroa na azul; outra possibilidade é cair coroa na
moeda vermelha e cara na azul. Por isso:

(G, K) # K, C)
moeda moeda moeda moeda
vermelha azul vermelha azul
d. No lancamento de dois dados, temos como espaco amostral o conjunto:
A menos que se es- amn @a,2 a3 ... (@1,e6
pecifique outro for-
P e e 2N 22 23 .. @6
dado(s), supomos E=43, 1) (3,2 (3,3) ... (3 6)pemquen(E)=36
sempre dado(s) : : : :
cubicos(s) com as
faces numeradas de 6, 1) (6,2) (63) ... (66
U ab6. )

O subconjunto H={(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} é um evento de E. Temos n(H) = 4.

Nota:

O ndmero de elementos desse espaco amostral pode ser calculado pelo principio
fundamental da contagem. Observe:

DA EDITORA

(1°dado, 2°dado) = n(E)=6+6 =36

numero de/LyG 6

possibilidades

FAUSTINO/ARQUIVO

e. No sorteio de um entre mil bilhetes, numerados de 1 a 1.000, o espaco amostral
é o conjunto:

E={1,23,4,5, .. 1.000}, em que n(E) =1.000
O subconjunto T = {324, 325, 326, 327, 328} é um evento de £, com n(T) = 5.
12
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Espaco amostral equiprovavel Frequéncia absoluta e relativa

Um dado foi langado 1.000 vezes. O nimero de vezes que cada do experimento
face ocorreu é chamado de frequéncia absoluta dessa face; a razdo Frequéncia| Frequéncia
entre essa frequéncia absoluta e o nimero de vezes que foi realizado Face absoluta relativa
o experimento é chamada de frequéncia relativa dessa face. 165
O quadro Frequéncia absoluta e relativa do experimento descre- ! 165 T.000 = 0165
ve o que ocorreu nesses 1.000 lancamentos. 168
Observe que as frequéncias relativas sdo valores muito proxi- 2 168 T.000 ~ /168
mos uns dos outros. Se aumentassemos o nimero de lancamentos 165
do dado para 2.000, 3.000, 10.000 etc., as frequéncias relativas se 3 165 7.000 = 0163
aproximariam cada vez mais, tendendo a ficar iguais. Por isso, di- 163
zemos que o espaco amostral no lancamento desse dado é equi- 4 163 T.000 ~ 0163
rovavel.
P 5 169 (1885 =0,169
Um espaco amostral é equiprovavel se as frequéncias re- 6 170 % =0,170
lativas de seus elementos tendem a um mesmo valor quando —
o nimero de experimentos aumenta indefinidamente. F"e:':t‘:;"a 1.000 1

3. Definicao de probabilidade

. . P - ~ . Observacao
Sejam E um espaco amostral equiprovavel, finito e ndo vazio, e A um evento
desse espaco amostral. A probabilidade de ocorrer o evento A, indicada por P(A), é Um evento A ocorre
definida por: quando o resultado
. n(A) do experimento é
P(A) = X um elemento de A.
n

em que n(A) e n(E) indicam, respectivamente, o nimero de elementos de A e de E.

EXERCICIOS RESOLVIDOS h

1. Nolangamento de uma moeda, qual € a probabilidade de se obter a face N
cara voltada para cima?

A menos que se especifique, os
dados serao considerados hones-

Indicando por C e K as faces cara e coroa, respectivamente, o espaco | 05, OU seja, o espaco amostral

amostral desse experimento é: relac'o,nado ao Iangamer.‘to de,um
dado é considerado equiprovavel.

E={C,K}, emquen(f =2 As moedas também serdo conside-
Kradas honestas.

Resolucao

0 evento que esperamos ocorrer & A={C}, em que n(4) = 1. J
n(A) _1
Logo: PA) = ——= ==
0go: PA) B2
A probabilidade pode ser apresentada na forma fracionaria, decimal ou percentual.
Assim, podemos indicar que, P(4) = 0,5 ou P(4) = 50%.
2. No lancamento de um dado, qual é a probabilidade 0 evento que esperamos ocorrer & B={1, 2}, em que
de se obter, na face voltada para cima, um ndmero n(B) = 2.
de pontos menor que 3?
P a Logo: AB =B 2 1 _ 33333 4
- n(ff) 6 3
Resolucao

Nesse caso, é preferivel representar a probabilidade
na forma fracionaria, evitando a representacao da di-
E={1,2,3,4,5,6},emquen(E)=6 zima periodica.

0 espaco amostral desse experimento é:

13



No exercicio resolvido 4, aproveite para fazer uma breve revisdo sobre o principio fundamental da contagem.

3. No langamento de duas moedas, qual é a probabili-
dade de se obter, nas faces voltadas para cima, pelo
menos uma cara?

Resolucao

0 espaco amostral desse experimento é:
E={(C,C),(C,K), (K, C), (K, K)},emquen(E) =4
0 evento que esperamos ocorrer é:

G={(C, C),(C,K), (K C)},emquen(G)=3

. pG) =G _3 _ 45
Logo: A(G) = ~(E) _4_75/0

4. Nolangamento de dois dados, qual é a probabilidade
de se obter, nas faces voltadas para cima, a soma
dos pontos igual a 5?

&

Resolucao

0 espaco amostral desse experimento é:

(1.1 (1,2) (1,3) (1, 6)

(2,1 (2,2) (2,3) (2, 6)
E=4(3,1) (3,2 (3 3 (3, 6) ¢

(6,‘ 1) (6,‘ 2) (6,‘ 3) (6,. 6)

emque n(E) =36
0 evento que esperamos ocorrer é:
H={(1,4),(2,3).(3,2), (4 1)}, emqguen(H) =4

. _nlH_ 4 _1
Logo: P(H)_ﬁ_%_§

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

1. No lancamento de duas moedas, a probabilidade de
se obter uma cara e uma coroa é: 1. alternativa d

a. 25% d. 50%
b. 30% e. 75%
c. 40%

2. Uma moeda é langada trés vezes.

a. Indicando por C e K as faces cara e coroa, respecti-
vamente, construa o espaco amostral £ desse
experimento.

b. Qual é a probabilidade de se obter pelo menos duas
caras? 2.b.

c. Qual é a probabilidazde (l:_l_e ?(ec %the)r(goCrT&;'aximo
7 .a.E={(C,C, C), (C, C, K),
duas caras? 2.c. s C.K O, K G 0, K K K,
(K, K, C), (K, C, K), (C, K, K)}
3. No lancamento de dois dados, calcule a probabilidade

de se obter, nas faces voltadas para cima:
a. soma dos pontos igual a 7; 3- a-%

b. soma dos pontos igual a 6; 3.b. %

o

soma dos pontosiguala 13; 3.¢.0

d. soma dos pontos menor que 5; 3. d. %
1

e. soma dos pontos menor que 13. 3. e.

4. Um dado é lancado trés vezes.

a. 0 espaco amostral £ desse experimento é formado
por ternos ordenados, que indicam o ndmero de
pontos obtidos em cada langcamento, por exemplo:
(6, 6, 3). Usando o principio fundamental da conta-
gem, calcule o nimero de elementos desse espaco
amostral. 4.a.216

b. Calcule a probabilidade de se obter nos trés lanca-

mentos o mesmo nimero de pontos. 4. b. 31—6

14

5. Com o objetivo de avaliar a deficiéncia de vitaminas A
e C na alimentacao das criancas de determinada re-
giao, foram examinadas 800 criangas, constatando-
-se que, entre elas: 385 apresentavam deficiéncia
de vitamina A, 428 apresentavam deficiéncia de
vitamina C, e 47 nao apresentavam deficiéncia dessas
vitaminas. Agora, responda aos itens a seguir.

a. Selecionando, ao acaso, uma dessas criangas,
qual é a probabilidade de ela ter deficiéncia das
duas vitaminas, Ae C? 5.a.7,5%

b. Pesquise que alimentos sao importantes para uma
alimentagao balanceada e quais alimentos de sua

regiao sao as principais fontes de vitamina A e C.
5. b. Resposta pessoal.

6. Considerem o cubo ABCDEFGH a seguir.
D C

a. Quantos triangulos tém vértices em trés dos pon-
tos A B, C D, E F, Ge H? (Dica: Cada escolha dos trés

vértices &€ uma combinacgao dos vértices do gUbOZS)(s
. a.

b. Escolhendo, ao acaso, um dos triangulos descritos
no item a, qual é a probabilidade de que ele esteja
contido em uma das faces do cubo? 6. b.%

7. Elabore um problema sobre probabilidade cuja solucao
83 seja 53%. Em seguida, troque o problema elaborado com
um colega para que um resolva o problema elaborado

~ pelo outro. Por fim, analisem e discutam as resolucoes.

7. Resposta pessoal.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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8. Para contar o nimero de carpas de um tanque, um
piscicultor capturou 90 carpas e marcou-as com
um pingo de tinta nao toxica, devolvendo-as a seguir
ao tanque. Esperou algum tempo para que os peixes se
espalhassem pelo tanque e, depois, capturou 50 car-
pas, constatando que entre elas havia 12 marcadas
com o pingo de tinta. Qual & o nimero estimado de
carpas no tanque? 8.375

ERNESTO REGHRAN/PULSAR IMAGENS

Tanques para piscicultura em
Nova Aurora, PR. Foto de 2023.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.

Eventos complementares

Seja E o espago amostral de um experimento aleatério e seja A um evento de E.
Chama-se evento complementar de A, que se indica por A, o evento formado
pelos elementos que pertencem a E e ndo pertencem a A.

Representando por meio de um diagrama o complementar de A, temos:

(E) Solicite aos estudantes que definam conjuntos

complementares.
Defina eventos complementares.
Exemplifique a partir do espaco amostral, relativo
ao langamento de um dado. Pergunte: “Qual é o
evento A correspondente a “ocorréncia de uma face
voltada para cima com um nimero par de pontos”?
(A =1{2,4,6))” “Qual é o conjunto A complementar
de A (em relacdo a E)? (A = {1, 3, 5})".

O circulo representa o evento A, e a regido Considerando os eventos A e A de um espago

intada em tom de vermelho represent amostral E, pergunte: “Qual é o conjunto resultado
pintada em tom de vermelno representa o de A U A? (E); Qual é o conjunto resultado de
complementar de A. ANnA? (@)
Note que:
AUA=E
ANA=g

Determinacao do complementar de A por uma propriedade
comum a seus elementos

Se uma propriedade p determina os elementos de um evento A, entdo a negacdo da

. <P { Observacao
propriedade p, que se indica por ~p, determina os elementos do complementar de A.

~p é lido como

A = {x € E| x satisfaz a propriedade p} “ndo p”.

A = {x € E| x satisfaz a propriedade ~p}
Exemplos

a. Escolhe-se aleatoriamente uma bola de um conjunto que contém bolas azuis, bo-
las vermelhas e bolas verdes. Sendo E o espaco amostral desse experimento, va-

mos considerar o evento: Ao determinar o complementar por uma propriedade p, o
. estudante precisa estar ciente do significado de p; para isso,
A={x € E| x € a bola vermelha} expiore os exemplos apresentados. D& uma atencéo especial
propriedade p ao exemplo b, pois, prova'velmente, o_estudante vai gizer que o
complementar de x > 40 é x < 40, e nao x < 40 Corrija esse
erro incentivando os estudantes a perceberem
0 porqué o correto é x < 40. 15




Antes de demonstrar

as propriedades da
probabilidade, apresente
exemplos concretos.
Por exemplo, para as
propriedades P1 e P2,
sugerimos:

Escreva na lousa o
espago amostral
E={1,2,3,4,5,6}, do
langamento de um
dado, e peca para os
estudantes escreverem
os eventos A “ocorréncia
da face com 9 pontos
voltada para cima”, e

B “ocorréncia da face
voltada para cima com
um numero de pontos
menor que 7”. (O evento
A é o conjunto vazio, ou
seja, A = @ e, portanto,
n(A)=0,eoeventoBéo
préprio espago amostral,
ou seja,
B=E={1,2,3,4,5,6}e,
portanto, n(B) = 6.)
Como o evento A é
impossivel de ocorrer, e
o evento B certamente
ocorre, eles séo
chamados de evento
impossivel e evento
certo, respectivamente.
Note que:

PA) =P@)=3=0e¢
—_pe="E _6_
PE)=PE) =g =S =1

De maneira anéloga,
demonstre as outras
duas propriedades:
0<PA)<1e

P(A) =1 - P(A).

O evento @ é cha-
mado de evento
impossivel, pois
ele nunca ocorre.

O evento que coin-
cide com o espaco
amostral E é cha-
mado de evento
certo, pois ele sem-

Para obter o evento A, basta negar a propriedade p que determina os elementos
do evento A, isto é:

A = {x € E| x ndo é bola vermelha}
propriedade ~p

Portanto:

A = {x € E| x é bola azul ou verde}

. Retira-se aleatoriamente uma ficha de uma urna que contém 100 fichas numera-

das de 1 a 100. Sendo E o espago amostral desse experimento, vamos considerar
0 seguinte evento:

A={x€ E| x> 40}
propriedade p

O evento A é aquele cujos elementos satisfazem a propriedade ~p, isto é:

A={xeE|x<40}

——

propriedade ~p

Propriedades das probabilidades

P1.
P2.
P3.
P4.

Sendo E um espaco amostral finito e ndo vazio e A um evento de E, temos:
P(2)=0
P(E)=1
0<PA)KLIT
P(A) = 1 — P(A) (ou, de modo equivalente, P(A) = 1 — P(A))

pre ocorre.
-

16

Demonstracoes
n(@)__0
P1. P(@)= =—==0
@="® ~n@
n(f)
P2. P(Ey=—Z£=1
(E) NG)
P3. Sendo A um evento de E, isto é, A C E, temos:
@ CACE=n(®)<n(A) <n(E)
Portanto: 0 < n(A) < n(E)
Dividindo cada membro dessa desigualdade por n(E), temos:
0 _n(A _nH
< < =>0<PA)L
(B < n(E) < n(® @
P4. Como AUA =Ee AN A = @, temos, pelo principio aditivo da contagem:

N(AUA)=n(A) +n(A)—n(AN A) = n(E)=n(A) + n(A)

Dividindo por n(E) ambos os membros dessa igualdade, obtemos:

n(B _ n(A) , n(A)
n(® = n@ " n(

Logo, P(A) =1 — P(A) ou, de modo equivalente, P(A) =1 — P(A).

= 1=P(A) + P(A)

+
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No exercicio resolvido 5, explore com os estudantes a importancia de seguir certas etapas de resolugdo. Além disso, associe as etapas do
pensamento computacional na resolugdo de problemas de um mesmo tipo e que podem seguir certos procedimentos ou algoritmos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

5.

N\

Em uma reunido com n professores, sera escolhido
um, ao acaso, para coordenar os trabalhos ali de-
senvolvidos.

Se a probabilidade de o escolhido ser professor de
n->5

Matematica é , qual & o nimero maximo
de participantes que pode haver nessa reuniao?
Resolucao

Vamos resolver por etapas.

1. Compreender

Primeiro, podemos identificar o que foi pedido e as
informacdes apresentadas. No caso, o nimero de
participantes de uma reunido de professores, dada
a probabilidade de um deles ser de Matematica.

2. Elaborar um plano

Precisamos tracar uma estratégia de resolugao. Po-
demos escrever as informagoes apresentadas por
meio de notagdes matematicas e usar as proprieda-
des da teoria das probabilidades.

3. Executar o plano

Seja 0 espaco amostral: £= {x| x & um professor
participante da reuniao} e o evento:

A={y€ E| yé professor de Matematica}.

E dado que: P(4) = 5 5
Sabemos, pela propriedade P3, que 0 < P(A) < 1.
n-5

Assim, temos: 0 <

9 <1=0<n-5<9

Portanto: 5 < n< 14

Logo, o nimero de participantes dessa reuniao €, no
maximo, 14.

4. \erificar

De fato, quando n > 14, temos P(A) > 1 (impossivel).

Observe que se n = 14, entao todos os professores
da reuniao sao de Matematica, pois, neste caso,
P(A) = 1.

. Uma urna contém bolas coloridas. Retirando uma

bola dessa urna, a probabilidade de se obter
uma bolavermelha é 0,64. Qual é a probabilidade de
se obter uma bola que nao seja vermelha?

Resolucao

Indicando por A o evento formado pelas bolas ver-
melhas, o complementar de Aé o evento A formado
pelas bolas nao vermelhas.

Sabemos que: P(4) + P(A) =1

Logo: P(A)=1— P(A)= P(A)=1-0,64=0,36

Portanto, a probabilidade de se obter uma bola que
nao seja vermelha é 0,36.

. Uma urna contém apenas bolas brancas e bolas

azuis. Retirando-se ao acaso uma bola da urna, a
probabilidade de sair uma bola azul & o quadruplo
da probabilidade de sair uma branca. Qual é a pro-
babilidade de sair uma bola branca?

Resolucao

Sendo os eventos A = {x | x & bola azul da urna}
e B {y | v & bola branca da urna}, temos:
P(A) = 4P(B). Como a urna contém apenas bolas
brancas e bolas azuis, concluimos que A e Bsdo even-
tos complementares e, portanto, P(A) + P(B) = 1.
P(A) =4-P(B)

P(A) +(B) =1

Assim, resolvendo o sistema {

obtemos P(B) = =, ou seja, a probabilidade de sair

1
51

uma bola branca é

ulj—=

J

~

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

9. Emum programa de auditdrio, o apresentador explica
a um participante que trés etiquetas, numeradas de

1

a 3, foram distribuidas em trés envelopes. Cada

envelope esta lacrado e contém uma (nica etiqueta.
O participante deve colocar os envelopes sobre uma
mesa, tentando formar, da esquerda para a direita, a
sequéncia crescente: 1,2 e 3.

d.

Calcule a probabilidade de que os trés envelopes
sejam colocados nas posicoes corretas, isto €, o
primeiro da esquerda com o algarismo 1, o segundo

como 2 e o terceirocomo 3. 9. a.%

. Calcule a probabilidade de que sejam colocados

apenas dois envelopes nas posigoes corretas.
9. b. 0 (evento impossivel)

10.Sorteando uma das npessoas de uma sala, a probabi-

11.

n-8
20

lidade de que essa pessoa seja mulher é .Qualé

o

maior nimero possivel de pessoas que podem estar

nessa sala? 10. 28 pessoas

Uma reparticao do Detran tem a funcao de deferir ou

indeferir os requerimentos de anulacao de multa

S.

Escolhendo-se, ao acaso, um dos requerimentos
examinados por essa reparticao em um dia de tra-

balho, em que todos os documentos foram julgado

S,

a probabilidade de que o mesmo tenha sido deferido

é%. Qual é a probabilidade de que esse requerimento

tenha sido indeferido? 11.%

17



12.Umaurna contém exatamente 6 etiquetas numeradas
de 1a6. Ao retirar uma etiqueta dessa urna, qual € a
probabilidade de se obter:

a. um namero que seja mltiplo de 5 e de 3 ao mesmo
tempo? 12.a.0

b. um ndmero que seja divisor de 720? 12.b. 1

13.De uma urna que contém 9 bolas, numeradas de 1 a
9, sao sorteadas 3, uma de cada vez, repondo-se na
urna cada bolaretirada. Considera-se resultado desse
experimento a sequéncia dos trés nimeros obtidos
nas bolas das 1%, 2% e 3° retiradas, respectivamente.
Por exemplo, o terno a seguir € um resultado possivel
desse experimento: 13. b. resposta possivel: (1, 3, 5)

(6 , 5, 6)
1%bola 2%bola 3%bola
a. Calcule o nimero de elementos do espago amos-
tral £desse experimento. 13.a. 729

b. Dé exemplo de um resultado desse experimento
em que o produto dos trés nimeros seja impar.

¢. Quantos ternos ordenados do espago amostral £
satisfazem a condicao do item b? 13.c¢. 125

d. Qual é a probabilidade de se obter, nesse experi-
mento, um terno ordenado em que o produto dos

trés nimeros seja par? 13.d. 50

14.Um grupo de turistas é formado apenas por alemaes
e brasileiros. Escolhendo-se, ao acaso, uma pessoa
desse grupo, a probabilidade de ser escolhido um
alemao é o triplo da probabilidade de ser escolhido
um brasileiro. Calcule a probabilidade de ser esco-
Ihido um brasileiro. 14.25%

15.0 famoso experimento do fisico e quimico Ernest
Rutherford (1871-1937), que levou a descoberta do
ndcleo atémico, baseou-se em fazer incidir um feixe
de particulas alfa (particulas radioativas portadoras de
carga elétrica positiva) sobre uma lamina delgada
de ouro, como mostra 0 esquema a seguir.

particulas que particula
foram repelidas o alfa que
pela lamina lamina de atravessou
de ouro ouro a lamina de
ouro, mantendo
sua trajetéria

fonte de

particulas alfa particulas

alfa que
atravessaram
alamina

de ouro

e foram

caixa de .
desviadas

chumbo -
superficie

feixe de fluorescente
particulas alfa

Com o auxilio de um anteparo que emitia luminosi-
dade instantanea ao ser atingido por uma particula
alfa, Rutherford estimou que uma em cada 10° des-
sas particulas ou era desviada ou era repelida pela
lamina de ouro.

Essa experiéncia mostrou que a probabilidade de uma
particula alfa atravessar a lamina de ouro sem sofrer
alteracao em sua trajetdria é: 15. alternativa e

a. menor que 50%.

b. maior que 50% e menor que 78%.
€. maior que 78% e menor que 89%.
d. maior que 89% e menor que 99%.
e. maior que 99%.

16.Pedro concorre a uma vaga de trabalho em uma em-

presa. Apods realizar varios testes de conhecimento
e entrevistas, o rapaz estima que a probabilidade de
X+2

g
Supondo que as estimativas de Pedro estejam corre-
tas, a probabilidade de que consiga esse emprego é de:

a. 30%  b. 40%  c 54%  d.60% e. 70%.

16. alternativa d

conseguir o emprego é % e de nao conseguir é

Este € um bom momento Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 4 e 5.

para realizar um trabalho
em conjunto com a area

csueseonooans. 4. Adicdo de probabilidades

Antes da resolucéo do
exercicio proposto 15,
convide o professor de

Observamos, neste capitulo, que alguns conceitos estudados na teoria dos conjuntos

Quimica para comentar tém aplicagdes importantes na teoria das probabilidades. Agora estudaremos mais uma
0 modelo atémico de aplicacdo que facilita significativamente a resolucdo de certos problemas de probabilida-

Rutherford e a evolugao
dos modelos atémicos,

de. Para comecar, vamos resolver o problema a seguir.

desde os modelos Em uma aula de Matematica, o professor realizou uma pesquisa perguntando quem
filosoficos de Democrito/  havia assistido aos filmes Estrelas além do tempo ou O jogo da imitagdo, que contam im-

Leucipo e Aristételes até
os modelos cientificos

portantes episodios da historia de matematicos do século XX.

de Dalton, Thomson, Todos os estudantes responderam a pesquisa, e o resultado foi precisamente

Rutherford, Rutherford- fo) seguinte:
-Bohr e James Chadwick.

e 16 estudantes assistiram ao filme Estrelas além do tempo;
e 23 estudantes assistiram ao filme O jogo da imitagéo;

¢ 11 estudantes assistiram aos dois filmes;

e 7 estudantes nado assistiram a nenhum dos dois filmes.
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Escolhendo ao acaso um dos estudantes da sala, qual é a probabilidade de que o
estudante escolhido tenha assistido a Estrelas além do tempo ou a O jogo da imita¢do?

Para responder a essa questdo, vamos indicar por E o espaco amostral do
experimento “escolher um estudante da sala”, por A o conjunto dos estudantes
que assistiram a Estrelas além do tempo e por B o conjunto dos que assistiram a
O jogo da imitagdo, conforme o diagrama.

Note que o conjunto dos estudantes que assistiram a Estrelas além do tempo
ou a O jogo da imitagdo € AU B e que o conjunto dos estudantes que assistiram
a Estrelas além do tempo e O jogo da imitagdo € A N B. Da teoria dos conjuntos,
sabemos que:

n(AUB)=n(A)+n(B)—n(AN B)
Portanto:
N(AUB) =16+23-11=>n(AUB) =28

Como n(E)=n(AU B) + 7 = 35, concluimos que a probabilidade, P(A U B),
de que o estudante escolhido tenha assistido a Estrelas além do tempo ou a O
jogo da imitagdo é dada por:

p(auB)y="AUB) _28_4

n() 35 5
Teorema da adicao de probabilidades

Resolvendo genericamente o problema anterior, obtemos um importante
resultado da teoria das probabilidades. Acompanhe.

Sendo A e B dois eventos de um espaco amostral equiprovavel E, finito e ndo
vazio, temos:

n(AUB)=n(A)+n(B) —n(ANn B)

Dividindo por n(E) ambos os membros dessa identidade, obtemos:

n(AUB) _n(A) n(B) n(AnB)
n(f)  n(f) " n(B) n(E)

Podemos agora enunciar o resultado a seguir, conhecido como teorema da
adicao de probabilidades.

= P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Se tiver oportunidade, assis-
ta aos filmes mencionados.
Saiba mais a respeito deles:

Estrelas Além do Tempo

Com direcdo de Theodore
Melfi e lancado em 2016,
o filme conta a histéria de
trés matematicas negras
que trabalharam na NASA
e foram fundamentais para
calculos relacionados a mis-
sOes espaciais.

O jogo da imitacao
Dirigido por Moorten Tykdum,
esse filme de 2014 conta a
histéria do matematico Alan
Turing e seu projeto para
decodificar o cédigo que os
alemaes utilizavam para en-
viar mensagens a submarinos
durante a Segunda Guerra
Mundial.

Esse teorema é apli-

cado quando que-

Sendo A e B eventos de um espago amostral equi-

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

provavel £, finito e ndo vazio, temos: A B

E remos calcular a
probabilidade de
ocorrer um evento
A ou um evento B,
pois o conectivo
“ou” indica a unido

dos dois eventos.

Eventos mutuamente exclusivos
Dois eventos, A e B, sdao mutuamente exclusivos se, e somente se, AN B=@.

OC

Nesse caso, temos P(AU B) = P(A) + P(B) — P(@); portanto:

P(AU B) = P(A) + P(B)

OBJETO DIGITAL zile[erI15

Qual a probabilidade de
errar todas as questoes do
ENEM?
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Reflexao: Sim, pois podemos resolver esse exercicio aplicando apenas a definicdo de probabilidade. O espago amostral E do

experimento é: E = {1,2,3,4,...,20}, com n(E) = 20. O evento A formado pelos elementos de E que sdo multiplos de 2 ou de 3 é:

8. Umaurna contém exatamente vinte bolas, numera-
das de 1a 20. Retira-se ao acaso uma bola da urna.
Qual é a probabilidade de se obter uma bola com um
ndmero mltiplo de 2 ou de 3?

Resolucao

0 espaco amostral do experimento é:
E={1,2,3,4,..,20}n(E)=20

Consideremos dois eventos: um deles caracterizado
pela propriedade anterior ao conectivo ou, e o outro
caracterizado pela propriedade posterior ao conec-
tivo ou do enunciado, isto é:

A={x€ E| xé miltiplode 2} =
={2,4,6,..,20},n(A) =10
B={ye E| yémiltiplode 3} =
={3,6,9,..,18},n(B) =6

Queremos a probabilidade de ocorrer A ou B, ou
seja, P(AU B). Paraisso, precisamos de AN B:

ANnB={6,12,18}n(ANB)=3
Logo, temos:

P(AU B)=P(A)+ P(B) - P(AN B) >

_10,6 _3 _13
= PIAVB) =55 +55 =55 =20

Reflexao

E possivel solucionar o exercicio resolvido 8 sem usar o
teorema da adicdo de probabilidades?

9. Em um aeroporto foi feita uma pesquisa com
80 mulheres e 60 homens que iriam embarcar em
um dos voos. Constatou-se que 30 mulheres e
20 homens viajariam de aviao pela primeira vez
e que os demais ja haviam voado antes.

Escolhendo um desses passageiros ao acaso:

a. qual é a probabilidade de se escolher uma mulher
OU UM passageiro que vai voar pela primeira vez?

b. qual & a probabilidade de se escolher uma mulher
gue ja voou antes ou um homem que vai voar
pela primeira vez?

Resolucao

Quando ha o cruzamento de varias informacoes,
uma maneira eficiente de organiza-las é por meio
de um quadro.

1 A=1{2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20}, (A) = 13. Assim, )\
EXERCICIOS RESOLVIDOS { , P }, com n(A) ssim
concluimos que: P(A) = —= = -5

nE) ~ 20

Passageiros, por sexo,
que ja voaram de avido ou néo

Mulheres Homens
V|a|ara9 def aviao 30 20
pela primeira vez
Ja v.(~>aram de 50 40
avido antes

Elaborado para fins didaticos.

Observando que o espago amostral £do experimen-
to é formado pelas 140 pessoas entrevistadas, res-
pondemos aos itens.

a. Sendo Ao evento formado pelas mulheres entre-
vistadas, temos que n(4) = 80; e, sendo Bo even-
to dos passageiros que vao viajar de aviao pela
primeira vez, temos que n(B) = 50. Observando
que n(AN B) =30, concluimos que:

P(AU B)=P(A)+ P(B) — P(AN B) =>

_ 80 , 50 _ 30
= PIAU B) =35+ 740 ~ 140

. PAUB) =100 =2

Logo, a probabilidade de se escolher uma mulher
OU UM passageiro que vai voar pela primeira

25
vezeés.

b. Sendo Co evento formado pelas mulheres que ja
voaram antes, temos que n(C) = 50; e, sendo Do
evento formado pelos homens que vao voar pela
primeira vez, temos que n(D) = 20. Observando
que Ce D sao eventos mutuamente exclusivos,

isto & CN D= g, concluimos que:

P(Cu D)= P(C) + P(D) =

:PKUM:%%+%%

) _ 70 _1
"P(CUD)_—MO_Z
Logo, a probabilidade de se escolher uma mulher
que ja voou antes ou um homem que vai voar

pela primeira vez é %

J
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

17.Na lista de chamada de uma turma, os estudantes
sao numerados de 1 a 20. Para uma chamada oral,
o professor sorteou um desses ndmeros. Qual é a
probabilidade de que o nimero sorteado seja par
ou mltiplo de 3? (Resolva esse problema de dois
modos: primeiro, aplicando o teorema da adicao de
probabilidades; depois, aplicando apenas a definicao
de probabilidade.) 17_%

18.Um servico de streaming disponibiliza para seus as-
sinantes filmes nacionais e estrangeiros. Os titulos
dos filmes nacionais se distribuem em 80 policiais,
180 romances e 210 comédias; e os estrangeiros se
distribuem em 330 policiais, 480 romances e 320 co-
médias. Um assinante escolheu, aleatoriamente, um
desses filmes para assistir. Calcule a probabilidade de
o escolhido ser um filme policial ou um filme nacional.
18. 50%
19.Escolhendo-se aleatoriamente M
umareta que passe por dois vér-
tices distintos quaisquer do cubo K
KLMNOPQR, qual é a probabi-
lidade de que ela contenha uma Q.
aresta do cubo ou passe pelo ’
vértice K? 19.4

7 P’,

20.Para um showde rock, os organizadores estimam que
a probabilidade de que sejam vendidos pelo menos
46.000 ingressos € 70% e de que sejam vendidos

21.

no maximo 46.000 ingressos é 55%. De acordo com
essas estimativas, calcule a probabilidade de que
sejam vendidos exatamente 46.000 ingressos para
esse evento. 20.25%

Escolhendo-se, aleatoriamente, um dos refrigeradores
expostos em uma loja, a probabilidade de que ele seja

damarcaXé % e a probabilidade de que seja branco
é % Sabendo que a probabilidade de o escolhido ser

da marca X e ser branco é % calcule a probabilidade

de esse refrigerador ser da marca X ou ser branco. 21.

22.Uma pesquisa feita com um grupo de pessoas revelou

que cada uma delas é leitora do jornal A ou do jornal
B. Escolhendo-se uma dessas pessoas ao acaso, a
7
ﬁl
2
g
Qual é a probabilidade de que a pessoa escolhida seja

leitora do jornal A e do jornal B? 22. % ou 32,5%

probabilidade de que ela seja leitora do jornal A é

e a probabilidade de que seja leitora do jornal B é

23.Elabore um problema envolvendo o teorema da adicao
83 de probabilidades e algum evento cuja probabilidade

sejade 26%. Em seguida, troque o problema elabora-
do com um colega para que um resolva o problema
elaborado pelo outro. Por fim, analisem e discutam
as resolucdes. 23. Resposta pessoal.

Para retomar os conteidos estudados, resolva os exercicios complementares 6 e 7.

5. Probabilidade condicional

Vista interna do teatro Amazonas,
Manaus (AM). Foto de 2023.

Com o propésito de conhecer a frequéncia com que os habi-
tantes dos municipios de Platapolis e Aristépolis vdo ao teatro,
realizou-se uma pesquisa com 1.000 pessoas adultas de cada um
desses municipios. Todos os entrevistados responderam a pergun-
ta: Vocé foi ao teatro pelo menos uma vez no ano passado? A ta-

bela a seguir apresenta os dados obtidos nessa pesquisa.

Quantidade de pessoas que foram ou

nao ao teatro, por municipio

Foram ao teatro Nao foram ao teatro
pelo menos uma vez nenhuma vez
Platapolis 648 352
Aristépolis 792 208

Elaborado para fins didaticos.

Escolhendo-se uma das pessoas entrevistadas, ao acaso, constata-se que ela foi ao A B
teatro pelo menos uma vez no ano passado. Qual é a probabilidade de que a pessoa
escolhida seja habitante do municipio de Platapolis?

Vamos considerar como evento A aquele formado pelas pessoas entrevistadas que 792 | 648 | 352

foram ao teatro pelo menos uma vez no ano passado, e como evento B aquele forma-
do pelas pessoas entrevistadas habitantes de Platapolis, conforme sugere o diagrama.
Assim, devemos calcular a probabilidade P de ocorrer B, dado que ja ocorreu A.
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Observe que algum elemento de B sé pode ocorrer na interseccao de A e B, pois
é dado que A ja ocorreu. Assim, o evento A passa a ser o espaco amostral para o
célculo da probabilidade P pedida e, portanto:

_NANB _ ,_ 648 _ _ 450
P= ) =>P= 1440 =0,45=45%
Resolucao genérica
E- Generalizando o raciocinio aplicado na situacdo anterior, vamos considerar

um experimento aleatério com um espaco amostral equiprovavel E, finito e
ndo vazio. Ao realizar o experimento, constata-se que ocorreu um evento nao
vazio A. Qual é a probabilidade de ter ocorrido também um elemento de outro
evento B?

A probabilidade de ocorrer o evento B dado que ocorreu o evento A é indica-
da por P(B/A) e é calculada por:

Observacao

P(B/A) é lido como
“probabilidade de
\B dado A”.

EXERCICIO RESOLVIDO h

10.Em uma sala estdo reunidos 20 homens e 20
mulheres. Entre os homens, 3 sdao administradores,
8 sao engenheiros e 0s demais, economistas.

n(A N B)

P(BIA) = =

(M

O nUmero P(B/A) é a probabilidade de ocorrer B condicionada a ocorréncia de A. Esse
ndmero pode ser expresso, também, em funcdo das probabilidades de A N B e de A,
bastando, para isso, dividir por n(E) o numerador e o denominador da fracdo do segun-
do membro da igualdade (1), isto é:

n(AN B)
P(B/A) = % o P(B/A) = %, ou seja:
n(E)
Pea) =500 (@

Assim, temos duas identidades equivalentes, (1) e (2), para o calculo da probabilida-
de condicional P(B/A).

Depois, destacamos:
» E={x| xparticipa da reuniao}
» A={y€ E|yémulher}, n(4)=20

Entre as mulheres, 7 sao administradoras, 8 sao eco-
nomistas e as demais, engenheiras. Um desses profis-
sionais foi escolhido ao acaso para ler a pauta da
reuniao. Sabendo que a pessoa escolhida foi uma mu-

Iher, qual é a probabilidade de que ela seja economista? n(ANB)=8
Resolucio Finalmente, concluimos que:
Primeiro, organizamos em uma tabela todas as in- P(B/A) = n(An B)
formacoes fornecidas pelo enunciado. n(A)
Quantidade de homens e mulheres, P(B/A) = 8
por profissao 20
Homens Mulheres P (B/A) = %
Administrador 3 7
Engenheiro 8 5 Portanto, a probabilidade de que a pessoa escolhida
. . ) 22
B 9 8 seja economista sabendo-se que ela & mulher é 5 )

» B={z€ E|zéeconomista}, n(B) =17
» AN B={we E| wé mulher e economista},

22

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Para trabalhar com o boxe Conectado, proponha uma pesquisa acerca do Portugués estruturado e verifique se alguns estudantes tém
conhecimentos de linguagem de programacéo; se houver, proponha a eles que apresentem o uso de algoritmos em diferentes contextos

e, se possivel, mostrem aos colegas algum programa que tenham desenvolvido associando o algoritmo escrito "\
na linguagem de programacgao com aquele escrito em portugués estruturado.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

Um algoritmo é um conjunto de instrucdes INICIO '
bem definidas para solucionar um problema. Em Sejam 1, q e x nimeros reais.
computacdo, o algoritmo é um tipo de projeto de Ler q
programa que pode ser escrito por meio de fluxo- SEq#0
grama ou do Portugués estruturado, por exemplo, Ler r
para depois ser escrito em uma linguagem de _r
programacao. !

O Portugués estruturado é uma simplificacdo Escrever x
da lingua portuguesa podendo ser compreendido Fim do SE
como uma linguagem intermediaria entre a natural SENAO
e a de programacao e sua sintaxe € utilizada para Escrever “P(B/A) ndo estd definido."
descrever algoritmos. Apesar de ser uma linguagem Fim do SENAO
simplificada, ele apresenta todos os elementos basi- FIM

cos e uma estrutura parecida com a de linguagem
de programacdo de computadores. Faca uma pesquisa para saber mais sobre o Por-
tugués estruturado. Depois, escreva um algoritmo
que resolva um problema envolvendo probabilidade

utilizando essa linguagem. Conectado: Resposta pessoal.)

Acompanhe um exemplo de algoritmo escrito
em Portugués estruturado, considerando os eventos
Ae Ber=n(An B), g=n(A).
-

EXERCICIOS PROPOSTOS

24.Dois eventos, A e B, de um espaco amostral equipro-

Faca os exercicios no caderno.

Paciente NAO TEM a doenca, e o resultado do teste

vavel £, finito e ndo vazio, sao tais que n(An B) = 30 é POSITIVO.
en(A)=120. Calcule P(B/A). 24.P(B/A) =% Paciente NAO TEM a doenca, e o resultado do teste

. . & NEGATIVO.
25.Dois eventos, Ae B, de um espaco amostral equipro- Um indice de desempenho para avaliacdo de um teste
vavel £, finito e ndo vazio, sao tais que P(AN B) = % diagnéstico é a sensibilidade, definida como a proba-

bilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se o pa-

e P(A)=-1. Calcule P(B/A). 25.p@B/A) =4 !
> 5 ciente ESTIVER com a doenca.

26.Um congresso sobre doengas pSicossométicaS relne 0 quadro refere-se a um teste diagnéstico para a

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

48 psiquiatras, dos quais 18 sdo mulheres; 72 psico-
logos, dos quais 53 sao mulheres; e 27 neurologistas,
dos quais 10 sao mulheres. Um dos participantes desse
congresso foi sorteado para coordenar os trabalhos.
Sabendo que a pessoa sorteada é mulher, determine
a probabilidade de ela ser psiquiatra. 26.%

27.Entre os 702 candidatos que participaram de um

concurso publico no estado de Minas Gerais, exata-
mente 510 sao mineiros, 408 moram na capital, Belo
Horizonte, e 124 nao sao mineiros nem moram em
Belo Horizonte. Um desses candidatos foi escolhido
ao acaso, constatando-se que é mineiro. Qual é a
probabilidade de ele morar em Belo Horizonte? 27.%

28.(Enem) Para analisar o desempenho de um método

diagnostico, realizam-se estudos em populagoes
contendo pacientes sadios e doentes. Quatro situacoes
distintas podem acontecer nesse contexto de teste:

Paciente TEM a doenca, e o resultado do teste
& POSITIVO.

Paciente TEM a doenca, e o resultado do teste
& NEGATIVO.

doenca A, aplicado em uma amostra composta de
200 individuos.

Doenca A
Resultado do teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

BENSENOR, I. M.; LOTUFO, P. A. Epidemiologia:
abordagem pratica. Sdo Paulo: Sarvier, 2011 (adaptado).

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilida-
de dele é de: 28. alternativa e

a. 47,5%.
b. 85,0%.
c. 86,3%.
d. 94,4%.
e. 95,0%.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 8 e 9.
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Reflexao: A demonstracao
ser feita do seguinte modo:

Eventos independentes

Como o nome sugere, dois eventos sdo independentes quando a probabilidade de
ocorréncia de qualquer um deles é a mesma, tendo ocorrido ou ndo o outro; portanto,
a probabilidade de ocorrer qualquer um dos eventos independe da ocorréncia do outro.
Essa ideia pode ser entendida por meio do problema a seguir.

Uma urna contém exatamente trés bolas de mesmo tamanho, indiferenciaveis pelo
tato: uma azul, uma branca e uma vermelha. Um experimento consiste em retirar aleato-
riamente e sem olhar, duas bolas dessa urna da seguinte maneira: retira-se a primeira e
registra-se sua cor; devolve-se a bola retirada a urna, misturando-a as demais; retira-se a
segunda bola, registrando-se sua cor.

a. Qual é a probabilidade de se obter a bola vermelha na segunda retirada?

b. Sabendo que a primeira bola retirada ndo foi vermelha, qual é a probabilidade de
que a segunda bola retirada seja vermelha?

Para responder a essas questdes, vamos considerar como resultado do experimento o
par ordenado (x, ¥), em que x é a cor da primeira bola retirada e y é a cor da segunda.
Assim, o espaco amostral E do experimento é o conjunto de todos os pares ordenados
possiveis formados por duas das trés cores, azul (a), branca (b) e vermelha (v), podendo
haver repeticdo de cores, isto é:

E={(b, b), (b, @), (b, v), (a, @), (a, b), (a v), (v, V), (v, @), (v, b)}, com n(E) =9
Partindo dessas consideracdes, vamos as resolugdes.

a. Sendo B o evento formado por todos os pares ordenados de E cujo segundo ele-
mento é v, temos:

B={(b, v), (a, v), (v, v)}, comn(B) =3
Logo:
pgy =B _3 _1

n(f) 9 3

Ou seja, a probabilidade de se obter a bola vermelha na segunda retirada é 1

3
b. Temos dois eventos a considerar: o evento A, formado por todos os pares ordena-

dos de E cujo primeiro elemento nédo é v, e B (0 mesmo do item a), formado por
todos os pares ordenados de E cujo segundo elemento € v. Assim:
A={(b, b), (b, a), (b, v), (a, a), (a, b), (a, v)}, com n(A) =6, e
B={(b, v), (a, v), (v, v)}, comn(B) =3
Note que:
AN B={(b, V), (a v)},comn(AnB)=2

pode  Como sabemos que ocorreu o evento A, concluimos que B s6 pode ocorrer na
interseccdo de Ae B:

_ PANB) _
IGD(B/A) =PB)="—pg =PB (1) .
PANB) _ PANB) _
sE =PB="pg =PA @
De (1) e (2), deduzimos que: °(v, @)
Pem-re) > S =P 0 -(u,b)
Observando que, por defini¢ao:
_paB) =P (ﬁ(g)B) @
Portanto:

Reflexao

Como se
demonstra que
“se P(B/A) = P(B),
entdo P(A/B) =

= P(A)"?

24

P(B/A) = —n(ﬁ(g)g) = % = 13

Ou seja, a probabilidade de que a segunda bola retirada seja vermelha, dado que

1

a primeira nao foi vermelha, é 3

— conluimos de (3) e (4) que P(B/A) = P(B) = P(A/B) = P(A)

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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1

Comparando os resultados dos itens a e b, observamos que P(B/A) = P(B) = 3 isto
é, considerando ou ndo a ocorréncia do evento A, a probabilidade de ocorrer B é a mes-
ma. Por isso, dizemos que A e B sdo eventos independentes. 31.a. £={C,C,Q), (G, G K),
(G, K, C), (K, C, C),
(C, K, K), (K, C, K),
. - . . (K, K, C), (K, K, K)}, em
Sejam um espaco amostral E, finito e ndo vazio, e dois eventos A e B de E. quen(F) =8
Dizemos que A e B sdao eventos independentes se, e somente se: b. A={(C, C,K), (C,K, C)
K, C, C), (C, K, K),
P(B/A) = P(B) e P(A/B) = P(A) (K, C, K), (K, K, C)}
emquen(A)=6
c. B={(C,C,C),(C,C,K),
Notas: (C(éi)ﬁ CX, (K, C, C)}, em que
n =
1. Prova-se que: se P(B/A) = P(B) se, e somente se, P(A/B) = P(A). Assim, basta que se ve- , , n5_ {(C, C. K
rifique uma dessas igualdades para afirmar que dois eventos, A e B, sdo independentes. (C. K, O), (K, C, O)},
2. Dizemos que dois eventos sdo dependentes se a condicdo P(B/A) = P(B) e P(A/B)=P(A) ~ eMauenAnB =3
ndo é obedecida. Por exemplo, no problema da introdugéo deste t6pico, se ndo hou- e. P(B) = nB)_4_1
. .. . . n(; 8 2
vesse a reposicdo da primeira bola retirada, teriamos P(B/A) # P(B); portanto, Ae B e
seriam dependentes. eP@/A) = 7 ) _ 3-1

3. Ainda em relacdo ao problema introdutério deste topico, os eventos independentes f. Sim, os eventos Ae B
A e Btém intersec¢do néo vazia. Logo, dizer que dois eventos sdo independentes ndo [S)i?slg?gffnlg(eé}ff)s‘
significa dizer que eles sejam mutuamente exclusivos. '

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

29.Dois eventos independentes, A e B, de um espaco a. Indicando por C e K as faces cara e coroa, respecti-

amostral £sdo tais que P(A) = % e P(B) = % Calcule: experimento

vamente, construam o espaco amostral £ desse

3 2
a. P(A/B) 29.a. 3 ¢ PANB) 29.c.5 b. Representem o evento A formado pelos ternos
5 13 ordenados de E com pelo menos uma cara e
b. P(B/A) 29.b. % d. P(AU B) 29.d. 3% UMma coroa.
30.0s eventos independentes A e B do exercicio anterior c. Representem o evento B formado pelos ternos or-

sao mutuamente exclusivos? Por qué?
30. N&o, pois P(A N B) # 0.
31.Uma moeda é lancada trés vezes, considerando-se d. Representem o evento AN 5.
resultado o terno ordenado (x, y, 2) das faces voltadas e. Calculem as probabilidades: P(B) e P(B/A).
para cima obtidas no primeiro, no segundo e no terceiro
lancamento, respectivamente. f. Os eventos A e Bsao independentes? Por qué?

denados de £ com pelo menos duas caras.

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 10 e 11.

6. Multiplicacao de probabilidades

No lancamento de dois dados, qual é a probabilidade de se obter a face 6 nos dois?

Podemos resolver esse problema recorrendo a definicdo de probabilidade, como
é feito a sequir.

O espago amostral E possui 36 elementos (pares ordenados), e o evento que sa-
tisfaz a condicdo do enunciado é A = {(6, 6)} e, portanto, possui um Unico elemento.

. p . _n(A) 1

Assim, concluimos que: P(A) = n® ~ 36

Neste item, apresentaremos uma propriedade, conhecida como teorema da mul-
tiplicacao de probabilidades, que permite resolver esse problema de outro modo.
Veremos que P(A) pode ser calculada como o produto da probabilidade de ocorrer a
face 6 em um dos dados pela probabilidade de ocorrer a face 6 no outro, isto é:

_1.1_1
P(A) = 6 6 3

25

BETO CELLI/ARQUIVO DA EDITORA



Apresente o teorema

da rgutl)t.ilpéicggéo dte g Para entender o teorema, acompanhe o raciocinio a seguir. E
ropaplligades, retomando . . Py . . ~ .

gdeﬁnigéo de probabilidade Seja E um espago amostral equiprovavel, finito e ndo vazio. A B

condicional: Sejam A e B eventos de E, com A # @.

Sendo E um espago amostral P(A A B)

equiprovavel, finito e nao £ £ . _

vazio, & A & B dois eventos Ja foi apresentado que: P(B/A) = RA)

de E, com A # @, vimos que:
B\ _PANB)

P(R) = PA)

de onde concluimos a

Assim:

identidade a seguir, conhecida como teorema da multiplicacao
de probabilidades:

PA N B) = PA) - P(%)

P(AN B) = P(A) - P(B/A)

Comente que esse
teorema é aplicado em
problemas que pedem
a probabilidade de
ocorrer um evento A

e um evento B, pois

o conectivo e indica

a interseccao dos eventos e, portanto, indica também a

Essa identidade é conhecida como teorema da multiplicacdo de probabilidades.

Esse teorema é aplicado em problemas que pedem a probabilidade de ocorrer um
evento A e um evento B, pois o conectivo “e” indica a interseccdo dos eventos.

Se A e Bforem eventos independentes, entdo:

multiplicacéo de probabilidades. Enfatize que se A e B forem
eventos independentes, entdo esse teorema pode ser indicado,
simplesmente, por: P(A nB) = P(A) - P(B)

Com a participacéo dos estudantes, refaca os exercicios

P(AN B) = P(A)+ P(B)

resolvidos de 12 a 14.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

11.Uma caixa contém exatamente 7 parafusos: 4 de
aco e 3 de ferro.

Retira-se ao acaso um parafuso da caixa, registra-
-se 0 metal de que é feito e repoe-se o parafuso na
caixa, misturando-o aos demais. Em seguida, retira-
-se, novamente ao acaso, um parafuso da caixa e
registra-se o metal que o compoe.

(Modelo
didatico
sem escala
e com cores
< fantasia.) A A
g
E
[a}
w
<
[a}
] A A
ES
2
¢}
o
<
3 F F F
2
o}
=
w
[0]
o
o
w
[0]

Calcule a probabilidade de sairem:

a. o primeiro parafuso de aco e o segundo de ferro;
b. 2 parafusos de metais diferentes.

Resolucao

a. Queremos que o primeiro parafuso seja de ago

(A) e 0 segundo seja de ferro (F). A probabilidade
A
7
bilidade de o segundo ser de ferro & % (observe

de o primeiro parafuso ser de aco é =, e a proba-

que o nimero de parafusos da caixa continua o
mesmo na segunda retirada, porque houve repo-
sicao do primeiro parafuso).

26

Assim, a probabilidade de obtermos a sequéncia

1

[
N

AeFé P=

()

pelo teorema da multiplicagao
de probabilidades

N|w

N
N
\O

b. Interessa qualquer uma das duas sequéncias
possiveis de parafusos de metais diferentes: A e
FouF e A. Temos, entao:

ou

Como o conectivo “ou” indica a adicao das proba-
bilidades, a probabilidade P de sairem parafusos
de metais diferentes é dada por:

_ 12 12 _24
P=P+h=15*45"19

12.Uma caixa contém exatamente 7 parafusos: 4 de aco
e 3 deferro. Retiram-se ao acaso 2 parafusos dessa
caixa, sucessivamente e sem reposicao. Calcule a
probabilidade de sairem:

a. o primeiro parafuso de ago e o segundo de ferro;
b. 2 parafusos de metais diferentes.
Resolucao

a. Queremos que o primeiro parafuso seja de aco (A) e
o segundo seja de ferro (F). A probabilidade de o pri-
4

meiro parafuso ser de aco é 7

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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A probabilidade de o segundo ser de ferro & % (dimi-

nuimos uma unidade no denominador porque nao
houve reposicdo do primeiro parafuso retirado).

Assim, a probabilidade de obtermos a sequéncia

sap_4.3_2
AeFe.P—7 6=7

(I

pelo teorema da multiplicagédo
de probabilidades

b. Interessa qualquer uma das duas sequéncias
possiveis de parafusos de metais diferentes: A e
F ou F e A. Temos, entao:

p=4.3_2 p=3.4_2
/-\eF.P1_7 g=75 ou FeA.P2_7 £=5
Como o conectivo “ou” indica a adicao das proba-
bilidades, a probabilidade P de sairem parafusos
de metais diferentes é dada por:
- -2,2_4
P=R+h=5+9=73
13.Uma urna contém exatamente nove bolas: cinco
azuis (A) e quatro vermelhas (V).

a. Retirando simultaneamente trés bolas da urna,
qual é a probabilidade de se obterem duas bolas
azuis e uma vermelha?

N\

b. Retirando sucessivamente, sem reposicao, trés
bolas da urna, qual é a probabilidade de se obte-
rem duas bolas azuis e uma vermelha?

Resolucao

a. 0 espaco amostral £é formado por todos os con-
juntos possiveis de trés bolas da urna. Assim,
temos:

o! Sl _gy

n(E)=C9,3=3!(9_I3)! =361

0 evento Aque nos interessa é formado por to-
dos os conjuntos possiveis de trés bolas da
urna, sendo duas azuis e uma vermelha. Assim,
temos:

n(A=C,-C ,=10-4=40
Logo:
p(A)_ﬂ(A)_AO 10

T n(p 84 21

b. Temos trés sequéncias possiveis, com as respec-

tivas probabilidades:

p_5.4.4_10
AAV: P =32 ==23 ou
p_5.4.4_10
WA FR=5'8"763 U
p_L4.5.4_10
VAR R =58 7753

Logo, a probabilidade total é:
P=P +P+P=

_10,10,10_30_10
T63 63 63 63 21

Propriedade das retiradas simultaneas

Comparando os itens a e b do exercicio resolvido 13, percebemos que a proba-
bilidade de retirarmos simultaneamente as bolas da urna é igual a probabilidade de
retira-las sucessivamente e sem reposicdo. Esse resultado pode ser generalizado da se-

guinte maneira:

Reforce a nota,
incentivando os
estudantes a
transformarem

os problemas de
probabilidade que
envolvam retiradas
simultaneas em
problemas equivalentes
de retiradas sucessivas e

Sejam a,, a,, a,, ..., Q,

elementos de um conjunto A com n elementos, sendo
n = k. A probabilidade de se retirarem simultaneamente esses k elementos do con-
junto A é igual a probabilidade de retira-los sucessivamente e sem reposicéo.

sem reposicao. Alerte, no
entanto, que ao se supor
retiradas sucessivas e
sem reposicao deve-se
considerar a ordem dos
elementos retirados.

Notas:

e Sugerimos que todo problema em que for pedida a probabilidade de retiradas simul-
taneas seja transformado em retiradas sucessivas e sem reposicao.

¢ Nas retiradas sucessivas, a ordem dos elementos retirados deve ser considerada.
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No exercicio resolvido 14, chame a atengéo para o fato de que a probabilidade de retirar as bolas simultaneamente é a mesma de
retira-las sucessivamente e sem reposigao.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

14.Umaurna contém exatamente 11 bolas: 6 azuis e 5 vermelhas. Retirando-se simultanea-
mente 4 bolas, qual é a probabilidade de sairem 3 bolas azuis e 1 vermelha?

Resolucao

Em vez de retirarmos as bolas simultaneamente, resolveremos um problema equiva-
lente, retirando as bolas sucessivamente e sem reposicao.

Assim, as sequéncias que nos interessam, com as respectivas probabilidades, sao:
5

AAAVP__1 %.g.g_@ ou
AAVAP_% %.g.%_% ou
AVAAP—% %.g.% %Ou
VAAAP—1i %.%.%z%

Logo, a probabilidade total é:

20 _ 10
P=P+P+P+PF = 6 =33

(Observacdo: Podemos calcular apenas P, e multiplica-la por 4, pois todas as sequén-
cias tém a mesma probabilidade.)

15.Um magico colocou em sua cartola 4 cartas de copas, 3 de paus e 2 de espadas.

Em seguida, pediu a uma crianga que retirasse simultaneamente 3 cartas da cartola.
Calcule a probabilidade de a crianca ter tirado:

a. 2 cartas de copas e 1 de paus;

b. 3 cartas de naipes distintos.

<€
> ¢ ¢

<i»

‘ve fvw iag .
ve & & &

AA. aa. 'l"l'E * *

my

Resolucao

A probabilidade de a crianca retirar as cartas simultaneamente é igual a probabilidade
de retira-las uma a uma, sucessivamente e sem reposicao.

Indicando por C, P e E os naipes de copas, paus e espadas, respectivamente, temos:

a. Ha trés sequéncias possiveis de naipes: CCP, CPC e PCC, todas com a mesma proba-
bilidade de ocorrer. Assim, a probabilidade Pde ocorrer 2 cartas de copas e 1 de paus
é dada por:

3

p=3: 4

o~
~|w

3.
8

b. Ha seis sequéncias de naipes distintos: CEP, CPE, ECP, EPC, PCE, PEC. Note que esse
valor é igual ao nimero de permutagGes das letras C, Pe E: P, =3!=6

Assim, ha seis sequéncias possiveis de naipes distintos, todas com a mesma probabi-
lidade de ocorrer. Logo, a probabilidade P de sairem trés naipes distintos & dada por:

pog.b.3.2_2

9 8 77

~
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

32.Uma urna contém precisamente 10 bolas: 3 verdes,
2 pretas e 5 azuis. Retirando 3 bolas da urna, uma
de cada vez e com reposicao, calcule a probabilidade de
sairem:

a. a primeira bola verde, a segunda preta e a terceira

. 3
azul; 32.a. 100

b. 3 bolas de cores diferentes; 32.b. %

¢. 3 bolas azuis. 32. c.%

33.Umaurna contém 10 bolas, sendo precisamente: 3 ver-
des, 2 pretas e 5 azuis. Retirando 3 bolas da urna, uma
de cadavez e semreposicao, calcule a probabilidade de
sairem:

a. a primeira bola verde, a segunda preta e a terceira

. a1
azul; 83.a. 54
b. 3 bolas de cores diferentes; 33.b. %
c. 3 bolas azuis. 33. c.%

34.Um estojo contém exatamente 9 canetas esferogra-
ficas: 5 de tinta azul e 4 de tinta vermelha.
Retirando aleatoriamente 5 canetas desse estojo, su-
cessivamente e sem reposicao, calcule a probabilidade
de se obter:

. . 34. a. 10
a. 4 de tinta azul e 1 de tinta vermelha; 63

b. 3 de tinta azul e 2 de tinta vermelha; 34.b. %

i . 1
c. 5detintaazul; 34.c. 96

d. pelo menos uma de tinta vermelha. 34. d. %

35.Uma moeda é lancada seis vezes sobre uma mesa.
Considera-se resultado do experimento a sequéncia
formada pelas faces da moeda voltadas para cima,
cara (C) ou coroa (K), na ordem dos lancamentos. Qual
€ aprobabilidade de ocorrer um resultado com 5 caras
235 3
e 1 coroa? 35. 35
36.Utilizando 27 cubinhos brancos de mesmo tamanho,
forma-se o cubo representado na figura a seguir, cujas
seis faces serdo pintadas de azul.

Depois da pintura, deixa-se a tinta secar e separam-
-se 0s 27 cubinhos. Retirando-se simultaneamente
trés desses cubinhos, aleatoriamente, qual é a proba-
bilidade de: 36.a. 1

9
a. um deles nao ter nenhuma face pintada? 36.b. 8

b. cada um deles ter pelo menos uma face pintada? 9

¢. um deles ter trés faces pintadas e cada um dos ou-
tros dois ter apenas duas faces pintadas?

d. um deles ter apenas uma face pintada, outro ter
apenas duas faces pintadas e o outro ter trés faces

pintadas? 36.d..2/8 36, c. 228

2.925 2.925 3
37. b. 14

37.Uma pessoa tem, no bolso, exatamente 2 moedas de
R$ 1,00, 4 moedas de R$ 0,50 e 3 moedas de R$ 0,10.
Essa pessoa retira, simultaneamente, 3 moedas do
bolso. Considerando que a retirada de cada moeda
seja equiprovavel, calcule a probabilidade de: 37. a. %

a. as moedas retiradas terem valores diferentes entre si;
b. sairem duas moedas de R$ 0,50 e uma de R$ 0,10;

c. as moedas retiradas totalizarem R$ 1,20. 37. c. 11—4

38.A probabilidade de faltar energia elétrica ao longo de
cada més em um determinado bairro é igual a 10%.
Considerando o periodo de janeiro a margo de um
mesmo ano, qual é a probabilidade de faltar energia
elétrica somente no més de margo?

38.8,1%

39.Em uma determinada regido constatou-se que a pro-
babilidade de um habitante, escolhido aleatoriamente,
ser aposentado, € igual a 20%. Escolhendo-se, alea-
toriamente, um grupo de 5 habitantes dessa regido,
qual é a probabilidade de que exatamente trés dos
individuos escolhidos sejam aposentados? 39.5,12%

40.(Enem) Um morador de umaregidao metropolitana tem
50% de probabilidade de atrasar-se para o trabalho
quando chove na regiao. Caso nao chova, sua pro-
babilidade de atraso é de 25%. Para um determinado
dia, o servico de meteorologia estima em 30% de
probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regiao.
Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar
parao servigo no dia para o qual foi dada a estimativa
de chuva? 40. alternativa ¢

a. 0,075 d. 0,600
b. 0,150 e. 0,800
c. 0,325

41.Elabore um problema envolvendo o teorema da
multiplicacao de probabilidades associado a alguma
situa_géo que envolva quatro retiradas sucessivas. Em
—) seguida, troque o problema elaborado com um colega
paraque um resolva o problema elaborado pelo outro.

Por fim, analisem e discutam as resolucdes.
41. Resposta pessoal.
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42.Relina-se em dupla para resolver cada um dos itens a. Sorteando-se simultaneamente dois vértices dis-
a seguir de duas maneiras: primeiro, aplicando a de- tintos do cubo ABCDEFGH, qual é a probabilidade de
finicao de probabilidade; depois, aplicando o teorema que os escolhidos sejam Ae B? 42. a. 2is
da multiplicagao de probabilidades. b. Sorteando-se simultaneamente trés vértices dis-
/f A vértice A tintos do cubo ABCDEFGH, qual é a probabilidade de
‘ que os escolhidos sejam A, Be (7 42.b. 51—6
E b ~ aresta AB c. Sorteando-se simultaneamente dois vértices dis-
} tintos do cubo ABCDEFGH, qual é a probabilidade de
: — face ABCD que sejam extremos de uma mesma aresta? 42 c.%
e B S B d. Sorteando-se simultaneamente duas arestas dis-
’ tintas do cubo ABCDEFGH, qual é a probabilidade de
. que sejam paralelas? 42. d. %
H c

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 12 a 15.
Proponha aos estudantes que aprofundem o tema proposto no Trabalho e juventudes a fim de que pesquisem mais sobre como os
conhecimentos matematicos sao utilizados por engenheiros de confiabilidade. Incentive-os a listar outros profissionais que utilizam
conhecimentos estatisticos e o mercado de trabalho em que atuam.

LR [ R NS T 3R Engenheiro de confiabilidade

Quando compramos um produto ou contratamos um determinado servico, espe-
ramos que esses produtos e servicos sejam confiaveis, ou seja, que funcionem adequa-
damente por um determinado periodo. Vocé sabe qual é o profissional que atua para
garantir essa confiabilidade?

O engenheiro de confiabilidade é um profissional da area de Exatas que trabalha com
a previsdao, prevencao e gerenciamento de falhas em diferentes produtos, possibilitando
assim um aumento da eficiéncia de processos de producédo de uma inddstria, por exem-
plo. Ele identifica, por exemplo, o menor tempo em que as maquinas precisardo ser
desligadas, consertadas ou apresentardo algum defeito, avaliando o melhor momento
para que uma maquina seja substituida ou consertada e impacte da menor maneira o
possivel a producdo industrial. O objetivo é garantir que um produto atenda, de forma
consistente, as expectativas do cliente para executar a funcdo ou as fungdes pretendidas
em um determinado periodo de tempo

sob condi¢des especificadas.

Conhecimentos estatisticos e de pro-
babilidade estao sempre presentes no dia
a dia de um engenheiro de confiabilidade,
pois é utilizando célculos e analises pro-
babilisticas que esse profissional pode ter
um melhor entendimento de até quando
conseguira utilizar algum produto antes
que este apresente defeitos, ou ainda,
tracar possiveis solucdes para imprevistos
que possam ocorrer no cotidiano.

ROMAN SAMBORSKYI/SHUTTERSTOCK

Quer saber mais sobre a profissao de
engenheiro de confiabilidade? Faca uma
pesquisa na internet e compartilhe com
os colegas um resumo das informacdes
que vocé obteve.

As pessoas engenheiras de
confiabilidade utilizam conhecimentos
avancados de probabilidade.

Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.
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Para complementar o trabalho com essa segao, incentive os estudantes acessarem o Video:
Estatuto da Pessoa Idosa a fim de conhecerem aspectos desse documento e de abordar o ODS 3.

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Ao estudar a expectativa de vida e a probabilidada
de morte, pode-se propor aos estudantes que
conversem sobre o processo de envelhecimento e
o respeito e valorizagdo da pessoa idosa.

Expectativa de vida Video: Estatuto da Pessoa Idosa

Periodicamente, o IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) faz proje-
¢des socioecondmicas sobre a populacdo brasileira. Entre outros resultados, esse
estudo apresenta dois importantes indicadores: a expectativa de vida e a probabili-
dade de morte, definidos a seguir.

* A expectativa de vida (ou esperanca de vida ou vida média) é o nimero médio
de anos que um individuo de idade x esperaria viver a partir dessa idade. Particu-
larmente, se x = 0, tem-se a expectativa de vida ao nascimento.

* A probabilidade de morte entre duas idades inteiras, x e x + n, em ano, é o quo-
ciente entre o nimero de ébitos ocorridos entre as pessoas dessas idades e o nu-
mero de pessoas vivas na idade x.

No trabalho com

essa segao, pode-se
promover a integracao
com a area de Ciéncias
Humanas e Sociais
Aplicadas por meio

da participacao do
professor de Geografia.
A tematica permite
explorar as projecoes
feitas pelo IBGE e os
aspectos envolvidos
nesse estudo sobre a
populacao brasileira em
ambito nacional e na
regido dos estudantes.
Sugerimos que oriente
os estudantes a lerem o
texto e resolverem, em
grupos, os exercicios ao
final da secao.

SVETIKD/E+/GETTY IMAGES

Segundo o
IBGE, a
expectativa de
vida dos
brasileiros

a0 nascer sera
de 81,3 anos

em 2050.
Em politicas publicas, esses dois indicadores sdo muito importantes. Por exem-
plo, se uma regidao apresenta alta probabilidade de morte na infancia, isso pode in-
dicar desnutricdo, deficiéncia no saneamento basico, deficiéncia no atendimento
médico-hospitalar etc. Nesses casos, o poder publico pode intervir melhorando o
acesso a rede hospitalar, incrementando a merenda escolar e promovendo a amplia-
cdo e/ou a instalacdo da rede de dgua e esgotos. Se a regido apresenta alto indice
de expectativa de vida, isso exigira mais investimentos na area de
salide da pessoa idosa, tera reflexos na previdéncia social etc. Probabilidade de morte
Esses indicadores auxiliam também nas areas do setor privado.
As empresas que trabalham com seguro de vida, por exemplo, pre- Idade (em anos) | Probabilidade
cisam saber qual é a probabilidade de o sequrado morrer durante
o periodo de vigéncia do seguro. De 20 a 29 0,015
Para explicar melhor, vamos considerar a tabela, que apresenta
um estudo hipotético da probabilidade de morte, em determinada D 2fva 3 ghe
regido, para trés faixas etarias. De 40 2 49 0,040
Elaborado para fins didaticos.

Oriente os estudantes a consultar as paginas 6 e 7 para saber mais
sobre este e os demais Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.
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O contexto da
atividade 2 possibilita
uma atividade
interdisciplinar com

Com as probabilidades de morte nessas faixas etarias consecutivas, podemos cal-
cular a probabilidade de uma pessoa de 20 anos, moradora dessa regido, estar viva
aos 49 anos do seguinte modo:

a area de Ciéncias
Humanas e Sociais
Aplicadas.

De acordo com
projecdes do IBGE, o
Brasil devera atingir

o “crescimento
populacional zero” por
volta de 2039. A partir
desse ano, espera-

se que a populacéo
comece a diminuir
devido a queda nas
taxas de fecundidade
e ao aumento da
mortalidade em uma
populagao envelhecida.
Com o envelhecimento
da populagao, os
governos precisam
adotar varias medidas
de planejamento que
envolvem questdes

de saude publica,
mercado de trabalho

e de previdéncia
social. Algumas
consequéncias para
os jovens de hoje que
o envelhecimento da
populagao traz estao
associadas a pressao
sobre os sistemas de
saude e de previdéncia,
mudancgas no

mercado de trabalho

e a importancia de

um planejamento de
carreira, financeiro e de
saude preventiva.

Atividades

1. Relina-se com um colega e respondam as seguintes questoes, de acordo com a

probabilidade de
a pessoa viver
de 20 a 29 anos

probabilidade de a
pessoa viver de
30 a 39 anos

probabilidade de
— a pessoa viver
de 40 a 49 anos

P=(1-0,015)-(1 —0,023) - (1 — 0,040
P =0,985+0,977 - 0,960 ~ 0,924 = 92,4%

’ Faca as atividades no caderno. l

tabela apresentada no texto.

a. Qual é a probabilidade de uma pessoa de 20 anos dessa regiao estar viva aos
39 anos? 1. a. ~ 0,962 = 96,2%

b. Qual é a probabilidade de uma pessoa de 30 anos dessa regiao estar viva aos
49 anos? 1. b. ~ 0,938 = 93,8%

c. Qual éaprobabilidade de uma pessoa de 20 anos dessa regiao morrer antes dos
50 anos? 1. c. ~ 7,6%

2. Leia o texto a seguir e, depois, converse com o professor e os colegas sobre as

questoes propostas.

Com o aumento da expectativa de vida dos cidadaos, desafios sao enfrentados pelo
governo no que diz respeito a criagao de politicas ptblicas que supram a necessida-
de dessa populacao envelhecida. Contel [Fabio Betioli Contel, do Departamento de
Geografia Humana da Faculdade de Filosofia, Letras e Ciéncias Humanas (FFLCH)
da USP] disserta sobre esse impacto: “Os principais fatores que preocupam desse au-
mento da expectativa de vida sdo, em primeiro lugar, a Previdéncia Social publica. As
pessoas comecam a viver mais, elas pagam a Previdéncia Social até uma certa época
e depois elas vao aproveitar a sua velhice com a sua aposentadoria. Essa conta é cada
vez mais complicada para ser fechada em funcédo das pessoas estarem vivendo mais”.

[...] Outro fator que também gera impacto para o governo é a diminui¢ao do merca-
do de trabalho. Com individuos fora da idade ativa, entre 18 a 55 anos, o Pais precisa
encontrar diferentes formas de utilizar a populacdo em idade de aposentadoria.

“Nao é uma noticia ruim, mas é algo que surpreende, porque existe toda uma
infraestrutura criada, existe toda uma dimensao das cidades para esse nimero de
populacdo que ainda vai crescer. Tudo depende de como as politicas publicas vao
ser encaminhadas para que essa diminui¢ao do crescimento nédo se torne um 6nus
para o Pais.; conclui.

BRASIL tera reducdo populacional antes do previsto, aponta IBGE. Jornal da USP,
10 set. 2024. Disponivel em: https://jornal.usp.br/?p=802744. Acesso em: 22 out. 2024.

a. Com base no novo perfil da populacao, que providéncias de planejamento os
governos devem tomar quanto a salde publica, ao mercado de trabalho e a
previdéncia social?

b. Que consequéncias o envelhecimento da populacao traz para o futuro do jovem
de hoje? Que providéncias de planejamento ele deve tomar para garantir uma
boa qualidade de vida?
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Antes da resolugéo do exercicio complementar 1, proponha que o professor de Biologia comente sobre algumas das grandes epidemias e
pandemias que acometeram a humanidade, como peste de Atenas, peste negra, gripe espanhola, Aids, Ebola, HIN1 e, recentemente, covid-19.
O texto Grandes epidemias da histéria (disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/curiosidades/grandes-epidemias-da-historia.htm.

RENATO S. CERQUEIRA/ATO PRESS/FOLHAPRESS

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. (Enem) Todo o pais passa pela primeira fase de campa-

nha de vacinacao contraa gripe suina (H1N1). Segundo
um médico infectologista do Instituto Emilio Ribas,
de Sao Paulo, a imunizacao "deve mudar”, no pais, a
histéria da epidemia. Com a vacina, de acordo com
ele, o Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia do
crescimento da doenca, que ja matou 17 mil no mun-
do. A tabela apresenta dados especificos de um Gnico
posto de vacinagao.

Campanha de vacinagido contra a gripe suina

Datas da L Quantidade de
. . Publico-alvo .
vacinacao pessoas vacinadas
8al19de Trabalhadores da
P . 42
margo salde e indigenas
22 de marco Portadores de 22
a 2 de abril doencas cronicas
5a23de Adultos saudaveis 56
abril entre 20 e 29 anos
24 de abril a Populagdo com 30
7 de maio mais de 60 anos
10a 21 Adultos saudaveis 50
de maio entre 30 e 39 anos

Disponivel em: http://img.terra.com.br.
Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida
nesse posto de vacinacao, a probabilidade de ela ser
portadora de doenca cronica é: 1. alternativa ¢

a. 8%. b. 9%. c. 11%. d. 12%. e. 22%.

2. A populagao mundial atingiu a marca de 8 bilhdes de

pessoas no dia 15 de novembro de 2022, de acordo
com a Organizacao das Nagoes Unidas (ONU). Esco-
Ihendo-se aleatoriamente uma daquelas pessoas, a
probabilidade de que a pessoa escolhida fosse bra-
10,765
400
valor aproximado da populacao brasileira no dia 15 de
novembro de 2022. 2.215.300.000 pessoas

sileira era de , aproximadamente. Calcule um

Pessoas no comércio da rua 25 de Marco, em Sao Paulo (SP).
Foto de 2024.

Acesso em: 30 set. 2024) também traz informacdes interessantes
acerca do tema.

Faca os exercicios no caderno.

3.

Em determinado ano foram roubados 350 carros em
uma cidade, sendo o nimero de carros roubados da
marca X 10% maior que o nimero de carros roubados
da marca Y, e essas duas marcas juntas correspon-
dem a 60% do nimero de unidades roubadas naquele
ano. Na delegacia de roubos, o delegado escolheu,
aleatoriamente, uma ficha de um dos carros roubados
naquele ano. Calcule a probabilidade de que a ficha
escolhida seja de um carro da marca . 3, %

Um agricultor distribuiu sua colheita de tomates em
18 caixas, com pelo menos 120 e no maximo 136 to-
mates em cada caixa. Calcule a probabilidade de haver
pelo menos duas dessas caixas com o mesmo ndmero

de tomates. 4.100%
5. a. Resposta no final do livro.

A avo paterna de Marcelo mora em um bairro a oeste
da cidade e a avd materna mora em um bairro a leste.
Semanalmente ele visita uma delas, mas nunca as
duas na mesma semana. Para essa visita semanal,
Marcelo parte de uma estacao do metrd no centro
da cidade, em horarios aleatérios. Sabendo que para
cada um dos sentidos, oeste e leste, ha trens de 4 em
4 minutos, que circulam ininterruptamente e rigorosa-
mente nos horarios, o rapaz toma o trem que passar
primeiro, visitando a avo da regido de destino do trem.

Em uma festa de fim de ano, quando as avos se en-
contraram, a avo paterna reclamou que foi visitada
por Marcelo em apenas 25% das semanas do ano, en-
quanto a avo materna vangloriou-se de ter sido visi-
tada pelo neto em 75% das semanas do ano.

a. Explique: como esses percentuais sdo possiveis?

b. De acordo com suas conclusdes no item a, supo-
nha que um trem para oeste parta as 8 h 20 min
da estacao do centro da cidade. Qual o provavel
horario do préximo trem que parte dessa estacao
para leste? 5.b. 8 h 23 min

Em umaurna foram colocadas 4 bolas azuis, numera-
das de 1 a4, e 5 bolas amarelas, numeradas de 1ab5.

P06 eBE

Sorteando uma bola dessa urna, qual é a probabi-
lidade de ela ser azul ou ter nimero impar? (Resolva
esse problema de dois modos: primeiro, aplicando
o teorema da adicao de probabilidades; depois, apli-
cando apenas a defini¢ao de probabilidade.) 6.%
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7. Entre os automoveis estocados no patio de uma
montadora, escolhe-se um ao acaso. A probabilidade

de que o automovel escolhido tenha freio ABS é

]

a probabilidade de que tenha direcdo hidraulica é

W|N 0ojul

e a probabilidade de que tenha freio ABS ou direcao

hidraulica é % Calcule a probabilidade de esse auto-

7. 11

movel ter freio ABS e direcdo hidraulica. 52

. (Enem) Numa escola com 1.200 alunos foi realizada
uma pesquisa sobre o conhecimento desses em
duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa
pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglés,
500 falam espanhol e 300 nao falam qualquer um
dessesidiomas. Escolhendo-se um aluno dessa escola
ao acaso e sabendo-se que ele ndo fala inglés, qual a
probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

8. alternativa a
1 el
a5 d. 3
5 5
b8 ® 4
a
C. A

. Em uma sala estao reunidos homens e mulheres,
cada um atuando em apenas uma das profissdes:
engenheiro(a) civil, economista e administrador(a) de
empresas. Dentre os homens, 3 sao administradores,
8 sao engenheiros e 0s demais economistas; dentre
as mulheres, 7 sao administradoras, 8 economistas
e as demais engenheiras. Um desses profissionais
foi escolhido ao acaso para ler a pauta da reuniao,

1

2

mulher. Dado que a probabilidade de que a pessoa

escolhida atue em engenharia, se for um homem,

sendo = a probabilidade de ter sido escolhida uma

é % calcule o nimero de homens e o nimero de
mulheres na reuniao.
9. 20 homens e 20 mulheres.

10.Um dado é lancado duas vezes, considerando-se como

resultado o par ordenado (x, i), em que xé o nimero de
pontos obtidos na face voltada para cima no primeiro
lancamento e yé o nimero de pontos obtidos na face
voltada para cima no segundo langamento.

a. Calcule o ndmero de elementos do espago amos-
tral £desse experimento. 10.a. 36

b. Determine o evento Aformado pelos pares ordena-
dos de E cujo primeiro elemento é 3. Calcule P(A).

c¢. Determine o evento Bformado pelos pares ordena-
dos de E cujo segundo elemento é 2. Calcule P(B).

- - =1
34 10.b. A={3,1),(3,2),3,3), 3, 4), 3 5), 3,06} PA) = 5

11.

12.

10.c.B={1,2),2,2),(3,2), 4

d. Calcule a probabilidade de se obter a face com
2 pontos no segundo lancamento do dado, saben-
do que no primeiro lancamento obteve-se a face
com 3 pontos. 10. d_%

e. Os eventos A e Bsao independentes? Por qué?

Um experimento consiste em sortear uma bolinha de
um globo que contém 10 bolinhas, identificadas com
os nimeros naturais de 1 a 10, havendo um Unico

ndmero em cada bolinha.
10. e. Sim, pois P (B/A) = P(B) ou P(A/B) = P(A)

Supondo que todas as bolinhas tenham a mesma
probabilidade de ser sorteadas, considere os seguintes
eventos relacionados a esse experimento:

A. O nimero da bolinha sorteada é par.

B. O ndmero da bolinha sorteada é maior que 6.

C. O nimero da bolinha sorteada é maltiplo de 5.

Responda aos itens seguintes. 11. a. Sim, s&o independentes.

a. A e B sao eventos independentes? Justifique.

b. B e C sao eventos independentes? Justifique.
__ 11.b. N&o s@o independentes.
Em um programa de auditorio, o apresentador colocou

3,4,3,3e2fichasnasurnasA, B, C, D eE, respectiva-
mente, tendo cada ficha o desenho de um carro ou de
uma banana. Em cadaumadasduasurnasAeD, foram
colocadas exatamente duas fichas com o desenho do
carro e, em cada uma das demais, apenas uma ficha
com o carro foi colocada.

Um participante, concorrendo a um carro O km, devera
retirar aleatoriamente uma Gnica ficha da urna A. Se
ela tiver o desenho de uma banana, o participante es-
tara eliminado; se apresentar o desenho do carro, ele
passara para a urna seguinte, retirando uma anica fi-
cha. Se tirar o carro naurna B, passara paraaurnaC, e
assim por diante, valendo as mesmas regras para
cada urna, até se esgotarem todas.

Se o participante retirar uma ficha com o carro em to-
das as urnas, ele ganhara o carro. Qual é a probabili-
dade de o participante perder o carro? 12, % ~ 98%

2),(6,2), (6,2 P(B) = &
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O contexto do exercicio complementar 14 possibilita abordar o TCT Saude e a competéncia geral 8. Incentive os estudantes a pesquisarem sobre
0 assunto e apresentarem como podem prevenir a osteoporose o outras doengas que, geralmente, sédo associadas aos processos de envelhecimento,
mas que podem ser atenuadas com habitos de vida saudavel.

13.(Enem) Uma loja acompanhou o niimero de compra-

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

dores de dois produtos, A e B, durante os meses de
janeiro, fevereiro e marco do ano anterior. Com isso,
obteve este grafico:

90
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Janeiro Fevereiro Marco
EA Hs

A loja sorteara um brinde entre os compradores do
produto A e outro brinde entre os compradores
do produto B. Qual a probabilidade de que os dois sor-
teados tenham feito suas compras em fevereiro do
ano anterior? 13. alternativa a

1 5 7
230 ¢ 22 &35
3 6
b. 342 d. 25

14.Se uma pessoarealiza pouca atividade fisica ou ingere

pouco calcio durante as primeiras décadas de vida, ela
corre o risco de sofrer uma acentuada diminuicao de
suamassa 6ssea a partirdos 50 anos de idade. Essa di-
minui¢do da massa 6ssea é chamada de osteoporose,
e suas consequéncias sao o enfraquecimento e a fragi-
lidade dos ossos, com maior possibilidade de fraturas,
causadas até por pequenas quedas ou traumas. As
mulheres, em consequéncia da diminuicao dos niveis
dos hormdnios sexuais femininos ap6s a menopausa,
tém maior risco que os homens de desenvolver essa

16 . 419 19 4879
doenca. 14. b. 39~ 41% 14.c. -5~ 48,7%

“E comum associar a osteoporose a velhice, ja que

a doenca, caracterizada pela perda de massa dssea

e deterioracdo esquelética, é mais comum na faixa

etdria acima dos 50 anos - uma em cada trés mulheres

nesse grupo sofre dela; entre os homens, a proporc¢ao

¢ de um em cada cinco. Mas isso ndo quer dizer que

pessoas com menos idade estdo livres. A enfermidade

pode afetar também os mais jovens, e mesmo que ndo

afete, a prevencao deve comecar bem mais cedo do
que se pensa.’

MEDEIROS, T. Prevencdo da osteoporose deve

comecar na juventude. Portal Drauzio Varella.

21 out. 2012; Disponivel em: https://drauziovarella.

uol.com.br/mulher/prevencao-da-osteoporose-deve-
comecar-na-juventude/. Acesso em: 17 jul. 2024.

Osso normal

Osteoporose

Representacdo de um osso normal e de um osso com
osteoporose. Modelo didético sem escala e com
cores fantasia.

15.

—

Considere uma amostra aleatéria de 80 mulheres
na pos-menopausa e 50 homens acima dos 50
anos. Escolhendo-se uma pessoa ao acaso dessa
amostra:  14.a. L~ 7.7%

a. qual é a probabilidade de que a pessoa escolhida
seja um homem que sofra de osteoporose?

b. qual é a probabilidade de que a pessoa escolhida
seja uma mulher que nao sofra de osteoporose?

c. qual é a probabilidade de que a pessoa escolhida
seja um homem que sofra de osteoporose ou uma
mulher que nao sofra dessa doenca?

Em um jogo envolvendo sorteio, o jogador assinala
em um cartao 5, 6 ou 7 nimeros escolhidos entre os
nameros de 01 a 80. Depois de os outros jogadores
fazerem suas escolhas, sao sorteados 5 desses oi-
tenta nimeros. Os jogadores que tiverem assinalado
no cartdo os cinco nimeros sorteados dividem o pré-
mio maximo.

Elabore um algoritmo em portugués estruturado que
possibilite determinar qual é a probabilidade de serem
sorteados todos o nimeros de um cartdao com escolha
minima (5 ndmeros) e de um com escolha maxima
(7 ndmeros). 15. Resposta no final do livro.
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ANALISE DA RESOLUCAO

Na Andlise da resolugdo, vamos explorar determi- Resolucao
nados erros cometidos com frequéncia em alguns
tépicos de Matematica. Uma questdo resolvida é Aejanm:
apresentada, em que um erro é cometido. Vocés de- D : ak pegask defeitnosas

vem apontar o erro e corrigir a resolucdo. S6 leiam o P: ok pegak perfeitas
comentario, na secdo Respostas, depois de terem

tentado descobrir o erro e corrigi-lo. 2D D
Um estudante resolveu o exercicio conforme a rererr rrr

reproducao a seguir. Um erro foi cometido. Apon- Cainar A Cakna 3

tem o erro e refacam a resolucdo no caderno, cor-

rigindo-a. o Probabilidade de wtirar wma peca defeitnssa das

Cou'/m/A:%

Exercicio o Prshabilidade do weti o da

Em uma caixa, A, havia 3 pecas defeituosas e cm'mr!?:%

5 perfeitas; em outra caixa, B, havia 2 pecas defei-

tuosas e 3 perfeitas. Duas pecas foram retiradas Come apemas wna dak dinas pecas wetiradas 6 de-
aleatoriamente, uma de cada caixa, constatando-se peitnosa, a probabilidade de g da tonha vinde

que apenas uma das pecas era defeituosa. Qual é a dav cainas A & dada por:
probabilidade de que a peca defeituosa tenha sido 3 3 3
retirada da caixa A? ® ' 57 40

— Analise da resolucéo: Os estudantes dever&o corrigir a resolucéo. Esta se¢éo tem como objetivos despertar o senso critico,

estimular a investigacao e levar a aprender com os erros.

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIT |

—t Sendo: . L . . .
E={x, )| xéapecada Além do processo de avaliagdo promovido pelo professor, é importante que vocé,

caixa g}eyé apeca da estudante, realize uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é mensurar seu
caixa

G = {(m, n) € E | uma nivel de aprendizagem em relacdo ao assunto desenvolvido no capitulo. Para ajuda-lo
das duas pegas é nessa tarefa, apresentamos as seguintes questoes.
perfeita e a outra & B . o o )
defeituosa} 1. (Enem) José, Paulo e Anténio estao jogando dados ndo viciados, nos quais, em cada
H={rs)EE|séa uma das seis faces, ha um nimero de 1a 6. Cada um deles jogara dois dados simulta-
peca perfeita da caixa B} te. José dit P dad b das f ltad
O estudante deveria neamente. José acredita que, apds jogar seus dados, os numeros das faces voltadas
ter calculado a para cima lhe darao uma soma igual a 7. Ja Paulo acredita que sua soma seraigual a 4
probabilidade e Antonio acredita que sua soma sera igual a 8. 1. alternativa d
condicional P (H/G), mas ) - ) B
ele calculou P(H N G), Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua respectiva soma é
errando, portanto, a A _ . .
resposta. a. Antonio, ja que sua soma é a maior de todas as escolhidas.
Para o calculo de b. José e Antdnio, ja que ha 6 possibilidades tanto para escolha de José quanto para a
P(H/G), observamos que ' 'AJ ) - -
NG =5°2+33=19 escolha de Antdnio, e ha apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.
en(GNH)=3°3=09. . N . .
Log(O: H c. José e Antonio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José quanto para
a escolha de Anténio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.
nGNH) o

P(H/G) = =25 P - S o

nG 19 d. José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para formar

a soma de Antdnio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de Paulo.

e. Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.
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2. Um grupo de pessoas é formado por 5 homens e 4 mulheres. Sorteando-se quatro
pessoas desse grupo, em qualquer ordem, qual é a probabilidade de serem sorteados
dois homens e duas mulheres? , 10

" 21

3. Numa urna foram colocadas 30 bolas: 10 bolas azuis numeradas de 1 a 10, 15 bolas
brancas numeradas de 1a 15 e 5 bolas cinzanumeradas de 1a5. Ao retirar-se aleato-
riamente umabola da urna, calcule a probabilidade de obter-se umabola branca ou com
ndmero par. Resolva esse problema de duas maneiras: 1° maneira, usando o teorema
da adicao de probabilidades; 2* maneira, usando apenas a definicdo de probabilidade.

29 7 1 11 13
a b. 15 d. 1

.E C.j e-ﬁ

3. alternativa d

4. Sorteando-se dois vértices distintos do octégono convexo, calcule a probabilidade de
que eles:

a. sejam extremos de um mesmo lado do poligono (resolva esse item de duas manei-
ras: 12 maneira aplicando a defini¢ao de probabilidade; 22 maneira aplicando o teo-

rema da multiplicacao de probabilidades); 4.a. %

b. sejam extremos de uma mesma diagonal do poligono. 4.b. %

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucé@o das questdes, vocé deve copiar no caderno a ficha a se-
guir, que lhe fornecera uma visdo geral sobre o seu desempenho neste capitulo. Vocé
deve assinalar com um X a cada célula se a resposta for “sim”.

A ficha de autoavaliacdo é apresentada neste momento, mas vocé pode copia-la
e preenché-la sempre que considerar necessario verificar sua aprendizagem, ade-
quando o ndmero de colunas ao nimero de exercicios.

Se teve dificuldades ou ndo resolveu algum exercicio, retome os contetdos abor-
dados no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as ddvidas e converse com um
colega que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a dudvida persistir, pergunte ao professor
na aula seguinte. Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas
diérias alcancaveis, planejando seus estudos, passo a passo.

Ficha de Autoavaliacao

As atividades
propostas nessa
sec¢ao podem compor
um instrumento
de avaliagcéo e de
autoavaliacdo da
aprendizagem.
Incentive os
estudantes a
resolverem e,
depois, comparar
as respostas e
estratégias de
resolugao com os
colegas.

Sobre o exercicio...

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema e
consegui resolvé-lo.

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema,
mas ndo consegui resolvé-lo sozinho. Pedi ajuda.

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema,
mas ndo consegui resolvé-lo sozinho. Nao pedi ajuda. Até agora ndo sei
resolvé-lo.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube
relacionar os dados. Pedi ajuda.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube
relacionar os dados. Nao pedi ajuda. Até agora nao sei resolvé-lo.

N&o consegui resolvé-lo.
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O objetivo desse infogréafico é estimular um debate sobre o Enem, especialmente
em relagdo a nota média na prova de Matematica em cada ano. O infografico
pode ser explorado em parceria com o professor de Geografia, envolvendo a

area de

Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, ao discutir aspectos sociais e

econdmicos que podem influenciar na participagéo dos estudantes no Enem e
nos resultados obtidos por eles em uma analise regional e nacional.

Estatistica

O Enem

O Exame Nacional do
Ensino Médio (Enem)
é uma avaliacdo
desenvolvida

pelo Ministério

da Educacdo. Em
parceria com o
governo federal,

0 programa visa
examinar as
competéncias e

as habilidades dos
estudantes.

Numero de inscritos no Enem de 2020 a 2023
(valores aproximados)

7
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.E 2 4 3.4 3,5 39
Y=
o E 3
55 ,
E ~
=}
z 1

0
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Elaborado com base em: INSTITUTO NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS
EDUCACIONAIS ANJ{SIO TEIXEIRA. 3,9 milhdes estdo inscritos no Enem 2023.
Brasilia, DF: Inep, 2023. Disponivel em: https://www.gov.br/inep/pt-br/assuntos/
noticias/enem/3-9-milhoes-estao-inscritos-no-enem-2023. Acesso em: 29 jul. 2024.

Estudantes aguardam abertura dos portdes em local
de prova do Enem. Natal, RN. Foto de 2022.
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Apresente o Podcast: O que é TRI e como ela afeta sua nota na prova do
Enem? e converse com os estudantes a respeito da Teoria da Resposta ao

Iltem, utilizada em provas como o Enem.

Nota de corte

Atencao!
A nota de corte
é apenas uma
referéncia para

A nota de corte para o
ingresso em determinado
curso superior é a menor nota
que o candidato deve obter
no Enem para ficar entre os
potencialmente selecionados.

auxiliar o candidato
no monitoramento

de sua inscricdao, nao
sendo garantia de
selecdo para a vaga
ofertada. O sistema
nao faz o calculo em
tempo real e a nota de
corte é modificada

Nota média em Matematica no Enem de 2020 a 2023
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Acesso em: 29 jul. 2024.

Uma sugestéo para
essa abertura é
pedir aos estudantes
que discutam, em
grupos, as questoes
propostas no boxe
Além da teoria.

A avaliacio das escolas de Ensino Médio e o
ingresso em cursos superiores

Dois importantes objetivos do Enem sdo avaliar a
qualidade dessa etapa do ensino nas escolas brasileiras
e selecionar os estudantes para ingressar em cursos de
nivel superior em universidades publicas.

(]3] I0[}/:\] Podcast: O que é TRl e como
ela afeta sua nota na prova do Enem?

Além da teoria

De 2022 para 2023: ~ —1,6%

2. De 2020 para 2021: ~ 2,8%; De 2021 para 2022: ~ 1,4%;

Considerando os dois graficos da abertura, responda aos itens seguintes.
1. Qual foi a taxa média de variacdo no nimero anual de inscritos no Enem de 2020 a 2023?

2. Calcule o percentual de aumento na nota média de Matematica no Enem de 2020 para 2021,
de 2021 para 2022 e de 2022 para 2023.

de acordo com a
nota dos inscritos.

A nota de corte

¢ informada pelo
sistema durante o
periodo de inscricao.

Elaborado com base em: INSTITUTO
NACIONAL DE ESTUDOS E PESQUISAS
EDUCACIONAIS ANISIO TEIXEIRA. Portal de
Dados Abertos. Brasilia, DF: Inep, [2024].
Disponivel em: https://www.gov.br/inep/
pt-br/acesso-a-informacao/dados-abertos.

A nota do Enem ¢é o critério
basico para quem deseja
ingressar no ensino superior
por meio dos programas

do governo: Sisu, Fies e
Prouni. Mas o que séo esses
programas? Como se inscrever
em cada um deles? Essas
duvidas, se ja ndo forem, logo
serdo questdes de boa parte
dos estudantes. Por isso
entendemos que esse momento
deve ser aproveitado para
esclarecé-las.

O endereco a seguir fornece
informagdes sobre os trés
programas.

BRASIL. Acesso unico. Portal
Unico de Acesso ao Ensino
Superior. Ministério da
Educacao, 2024. Disponivel em:
https://acessounico.mec.gov.
br/. Acesso em: 3 out. 2024.

Além da teoria: 1. ~ —633 mil candidatos
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Os conceitos basicos da Estatistica podem ser apresentados a partir de situagdes criadas na propria sala de aula. Por exemplo:
Considerando o universo dos estudantes da sala, escolha uma amostra de cinco estudantes e pergunte o nimero de pessoas que
moram na casa de cada um (ou a idade de cada um), anotando esses numeros na lousa, na ordem em que os estudantes responderem.

A partir dai, defina
universo estatistico,
amostra e variavel
estatistica.
Detenha-se um pouco
mais na explicagéo do
conceito de variavel
estatistica, pedindo
exemplos de variavel
quantitativa discreta e
continua e de variavel
qualitativa.

Pessoa provando a
comida que acabou
de preparar.

Ordenando os numeros
escritos na lousa, do
menor para o maior ou
do maior para o menor,
defina rol.

O contexto apresentado
para os conceitos
preliminares da
Estatistica pode ser
trabalhado promovendo
a integragdo com a area
de Ciéncias Humanas

e Sociais Aplicadas. Se
possivel, proponha a
participacao do professor
de Geografia e sugira
aos estudantes que
respondam a pergunta
da pesquisa mencionada,
favorecendo uma
reflexdo para o
posicionamento

diante dos processos
econdémicos e culturais
envolvidos na vida de
um cidadao. Rodas

de conversa sobre a
importancia do estudo
no desenvolvimento
profissional de cada um
podem ser instrumentos
enriquecedores

na evolucéo do
aprendizado.
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1. Nocoes de Estatistica

Ao estimar a variacdo do Produto Interno Bruto (PIB) para o ano seguinte, os economis-
tas fundamentam-se em dados numéricos colhidos na industria, no comércio e nos servi-
¢os. Ao estabelecer a prioridade de uma obra publica, os governantes séo respaldados por
dados numéricos que atestam a necessidade da obra. Até mesmo na simples compra de
um eletrodoméstico, tomamos por base os dados numéricos de uma pesquisa de precos.

De uma maneira ou de outra, nosso cotidiano é permeado por referéncias quantita-
tivas. Nos itens a seguir, trataremos os dados numéricos por meio da metodologia

da Estatistica. Exemplos:
* Numero de livros lidos por estudante da sala. (Variavel quantitativa discreta.)

, , * Bairro onde mora cada estudante da sala. (Variavel qualitativa.)
H °
O que e Estatistica i o e o e e

Ao preparar uma sopa, Adriana prova uma colherada para ava-
liar o teor de sal. Ndo é preciso tomar toda a sopa da panela para
avaliar o tempero.

O mesmo principio que orienta Adriana € um dos fundamentos da
Estatistica, que é a ciéncia da inducéo ldgica, isto é, das generaliza-
¢Oes de caracteristicas observadas em uma parte da coletividade que
se deseja conhecer.

A Estatistica € uma ciéncia fundamentada na teoria das probabili-
dades e em um conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que
abrange, entre outros temas, planejamento de experimentos, coleta
e organizacao de dados, representacdo de dados numéricos por
meio de tabelas e graficos, analise de dados, previsdes e tomadas de
decisbes em situacbes de incerteza com base na analise de dados. Ela
pode ser aplicada nas mais diversas areas do conhecimento, desde
analises sobre temas do cotidiano até pesquisas cientificas.

Podemos ter contato com essa ciéncia, por exemplo, ao ver nos noticiarios a previ-
sdo do tempo, os resultados de pesquisas eleitorais, a porcentagem de eficacia de um
remédio ou as previsdes de inflacdo para o ano seguinte.

Vivemos em um mundo de nimeros. Saber relacionar nimeros com fatos ajuda-nos
a acompanhar as rapidas transformacoes do dia a dia, assim como facilita a interpretacéo
critica de resultados de pesquisas estatisticas, dificultando o engano induzido por resul-
tados falseados.

Conceitos preliminares

Em fevereiro de 2024 foi divulgado o resultado de uma pesquisa de opinido Percep¢éo
dos brasileiros sobre o trabalho por aplicativo, realizada pelo Inteligéncia em Pesquisa e
Consultoria (Ipec). Um dos questionamentos foi sobre como os brasileiros concordam
com algumas frases sobre o trabalho por aplicativo.

O quadro a seguir mostra o percentual de resposta a cada alternativa oferecida.

O quanto os brasileiros concordam totalmente com as seguintes
frases sobre trabalho por aplicativo?

Percentual de entrevistados que

Frases concordam totalmente
E uma oportunidade para quem fica desempregado 71%
Oferece boas condi¢bes de seguranca para o trabalhador 25%
E uma oportunidade para quem é jovem 53%
Oferece boa remuneragéo para o trabalhador 23%

Fonte: IPEC. Percepgao sobre trabalho por aplicativo. Sdo Paulo: Ipec; Rio de Janeiro: ITS, 2024.
Disponivel em: https://itsrio.org/pt/publicacoes/pesquisa-nacional-sobre-a-percepcao-dos-brasileiros-
sobre-o-trabalho-por-aplicativo-2024/. Acesso em: 29 ago. 2024.
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Reflexao: Resposta pessoal. Caso haja estudantes que conhegcam pessoas que trabalhem por aplicativo, pega que compartilhem as
experiéncias com os colegas. Esse tipo de interagdo possibilita desenvolver aspectos da competéncia geral 6, pois os estudantes

Essas respostas permitiram ao Ipec, por exemplo, chegar a seguinte conclusdo: um
quarto da populacdo acredita totalmente que o trabalho por aplicativo oferece boas
condi¢bes de seguranca para o trabalhador.

Observando que essa conclusao se refere ao universo de todos os brasileiros, algumas
questdes podem surgir naturalmente:

¢ O Ipec teria entrevistado toda a populagao brasileira para chegar a essa conclusao?
e Como sao realizadas pesquisas como essa?

Entenderemos que nem sempre é necessario entrevistar toda a populacdo para che-
gar a uma conclusdo confiavel. Nesse caso, as respostas foram obtidas por amostragem,
ou seja, foi escolhido um subconjunto da populagdo que a representa, chamado de
amostra, e a pesquisa foi feita com essa amostra.

A seguir, sdo apresentados os conceitos basicos para a realizacdo de uma pesquisa e
o tratamento dos dados coletados.

Notas:

1. A pesquisa foi feita com uma amostra de 2.005 brasileiros, com 18 anos ou mais, via
telefone. Por meio de uma selecdo adequada da amostra, garantiu-se uma margem
de erro de 2 pontos percentuais.

2. A margem de erro diz respeito a um céalculo que estima a quantidade de erros no
resultado de uma pesquisa. No caso da pesquisa, que tem margem de erro de 2%,
isso significa que os percentuais podem variar em 2% para mais ou 2% para menos.

Universo estatistico (ou populacao estatistica)

Na coleta de dados sobre determinado assunto, chama-se
universo estatistico, ou populagéo estatistica, o conjunto for-
mado por todos os elementos que possam oferecer dados relati-
VOSs a0 assunto em questao.

Pesquisa censitaria

A pesquisa censitaria consiste em um processo de levanta-
mento de dados que abrange todos os elementos do universo
estatistico.

Exemplos

a. O Censo demografico é um estudo conduzido pelo Instituto Brasileiro de Geogra-
fia e Estatistica (IBGE) que fornece informagdes sobre a populacdo brasileira. O
universo estatistico (ou populacdo estatistica) é, nesse caso, o conjunto de todas
as pessoas que habitam o pais.

b. O departamento de controle de qualidade de uma fabrica de lampadas faz, diaria-
mente, um teste por amostragem das unidades produzidas no dia. Nesse procedi-
mento, o universo estatistico € o conjunto de todas as lampadas produzidas em
um dia.

Nota:

O Censo Demografico de 2022, realizado pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Es-
tatistica (IBGE), apresentou uma das pesquisas mais abrangentes e complexas conduzi-
das no Brasil. Essa edicdo do censo marcou o retorno da coleta de dados em grande
escala ap6s a pandemia do covid-19, que havia adiado a pesquisa originalmente plane-
jada para 2020.

Um destaque importante do Censo 2022 foi a inclusdo, pela primeira vez, de um levan-
tamento especifico sobre a populacdo quilombola. Essa iniciativa histérica do IBGE visou
compreender melhor as condicdes de vida, a distribuicdo geogréfica e as caracteristicas
socioecondmicas das comunidades quilombolas. O reconhecimento oficial dessas comuni-
dades por meio da coleta de dados no censo representa um avanco significativo na promo-
cdo da visibilidade e no atendimento as demandas especificas dessa parcela da populacéo,
contribuindo para o desenvolvimento de politicas publicas mais inclusivas e equitativas.

Como vocé
responderia a cada
frase dessa
pesquisa? Converse
com os professores
e os colegas sobre
\suas respostas.

J

podem valorizar a
diversidade de saberes
e experiéncias que lhes
permitam entender
relacées do mundo do
trabalho.

EDSON GRANDISOLI/PULSAR IMAGENS

Mulher respondendo a
questionério de
pesquisa. Foto
de 2023.
Incentive os estudantes
a pesquisar acerca do
Censo Demografico para
comentarem a relevancia da
continuidade de pesquisas
estatisticas, como as
realizadas pelo IBGE, para
compreender aspectos
econdmicos, ambientais,
sociais etc.
Utilize o Mapa clicavel:
Quilombos para orientar
uma conversa e ampliagdo
acerca da importancia de
comunidades quilombolas.
Aproveite para propor uma
pesquisa a fim de conhecer
mais sobre aspectos
histéricos, culturais e
econdmicos dessas
comunidades.

OBJETO DIGITAL Ji7ETeX]

clicavel: Quilombos
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Quando uma
empresa quer testar
a durabilidade de
uma lampada, é
possivel fazer uma
pesquisa censitaria?
Justifique sua

resposta.
&P y

Comente com os
estudantes que ha
casos em que nao é
viavel coletar dados de
toda a populagéo. Por
exemplo, em teste de
resisténcia de capacetes
ou teste de durabilidade
de uma lampada nao

é possivel avaliar
todos os produtos,

por isso o controle

de qualidade avalia
apenas uma amostra
que foi produzido nas
mesmas condi¢cdes de
um determinado lote
dos produtos. Se julgar
necessario, proponha
aos estudantes que
deem mais exemplos.
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Pesquisa amostral

Quando o universo estatistico € muito vasto ou quando ndo é possivel coletar dados
de todos os elementos desse universo, seleciona-se um subconjunto dele, chamado
amostra, no qual os dados para a pesquisa sao coletados.

Para que os resultados sejam confiaveis, a amostra deve ser representativa, isto &,
deve ter as caracteristicas essenciais da populacdo e ndo deve apresentar tendéncias
distintas das do universo estatistico. Para isso, adotam-se alguns critérios que a tor-
nem imparcial.

Exemplo

Um partido politico quer conhecer a tendéncia do eleitorado quanto a preferéncia
entre dois candidatos ao governo de determinado estado. Para isso, encomenda uma
pesquisa a um instituto especializado.

O universo estatistico (ou populacao estatistica), nesse caso, é o conjunto de todos os
eleitores que votam nesse estado. Para a realizacdo da pesquisa, os técnicos do insti-
tuto escolhem algumas regides do estado e, nesses locais, entrevistam os eleitores. Os
eleitores entrevistados formam a amostra da pesquisa.

A escolha das regides deve obedecer a critérios que procurem aproximar o maximo
possivel as tendéncias da amostra as tendéncias do universo estatistico, como:
e as regides escolhidas devem estar igualmente distribuidas pelo estado;
e os entrevistados devem estar proporcionalmente distribuidos pelas varias classes
sociais;
e a quantidade de entrevistados em cada regido deve ser proporcional ao nimero de
eleitores dessa regiao.

Amplitude de uma amostra de dados numéricos

Acompanhe a situacdo a seguir.
Em uma pesquisa, foram coletados os precos, em real, do copo de determinada mar-
ca de iogurte, em diversos supermercados, obtendo-se a sequinte amostra:

3,28 3,35 3,26 3,30 3,20 3,38 3,28 3,29 3,30 3,25 3,26 3,32

Observando que o maior e o menor preco dessa amostra sdo, respectivamente,
R$ 3,38 e R$ 3,20, dizemos que a amplitude da amostra € a diferenca entre esses valo-
res: R$ 3,38 — R$ 3,20 = R$ 0,18. Isso significa que, de um supermercado para outro,
entre os pesquisados, a maior variacdo de preco para esse copo de iogurte é 18 centavos.
Note, portanto, que a amplitude indica a variabilidade dos dados.

Assim, podemos definir: sendo a e b, respectivamente, o menor e o maior elemento
de uma amostra de dados numéricos, chama-se amplitude da amostra o nimero b — a.

Coleta de dados de pesquisas estatisticas

A coleta de dados é uma etapa fundamental na realizacdo de uma pesquisa estatisti-
ca, pois é a partir dela que se obtém as informacdes necessérias para a analise e interpre-
tacdo dos resultados. Existem diferentes métodos de coleta de dados, entre os mais
comuns estdo as enquetes, os questiondrios (presenciais e on-line) e a analise de docu-
mentos. A seguir, vamos estudar cada um deles.

* Enquetes

As enquetes sdo uma forma prética e rapida de coletar dados sobre opinides ou com-
portamentos especificos. Geralmente, sdo compostas de perguntas diretas e objetivas,
como questdes de miiltipla escolha. As enquetes podem ser aplicadas de forma presen-
cial, por telefone, ou on-line. Esse método é ideal para pesquisas que demandam respos-
tas rapidas e muitos participantes; porém, o nivel de aprofundamento das respostas
tende a ser mais superficial.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

* Questionarios presenciais

Os questionarios presenciais sao utilizados em pesquisas mais detalha-
das, nas quais o pesquisador tem contato direto com os participantes. Esse
método permite a aplicacdo de perguntas abertas, em que os entrevistados
podem elaborar suas respostas, proporcionando ao pesquisador a possibili-
dade de esclarecer dividas e incentivar a participacédo de todos. No entan-
to, esse método pode ser mais demorado e custoso, ja que envolve o
deslocamento dos pesquisadores e o tempo necessario para cada entrevista.

® Questionarios on-line
Com o avanco da tecnologia, os questiondrios on-line vém sendo muito utilizados
para a coleta de dados. Eles podem ser distribuidos por e-mail, pelas redes sociais ou
pelos sites especificos de pesquisa. A vantagem desse método ¢é a facilidade e o baixo
custo para alcancar muitas pessoas em diferentes localidades. Além disso, as respostas
sao registradas automaticamente, facilitando a tabulacdo dos dados. Porém, é importan-
te considerar a possibilidade da falta de controle sobre quem responde ao questionario.

¢ Analise de documentos

Este método consiste na coleta de dados a partir de documentos ja existentes, como
relatorios, artigos, livros, registros oficiais, entre outros. A anélise de documentos é (til
em pesquisas histéricas, juridicas ou organizacionais, em que os dados podem ser extrai-
dos de fontes primarias e secundarias ja disponiveis. A vantagem desse método é que ele
permite o acesso a uma grande quantidade de informagdes de maneira econémica e
sem a necessidade de envolver diretamente os participantes. No entanto, a qualidade da
analise dependera da preciséo e relevancia dos documentos selecionados.

Cada método de coleta de dados tem suas vantagens e é adequado para diferentes tipos
de pesquisa. A escolha do método deve ser feita considerando o objetivo da pesquisa, o
publico-alvo, o tempo e os recursos financeiros disponiveis. E importante que os dados sejam
coletados de forma ética, garantindo a privacidade e o consentimento dos participantes,
além de ser analisados com rigor metodoldgico para assegurar a validade dos resultados.

Variavel estatistica

O objetivo de uma pesquisa estatistica pode ser, por exemplo, obter a estatura média
dos jogadores de basquetebol de um campeonato, ou classificar as pessoas adultas de
uma comunidade segundo seu estado civil. Nesse contexto, os atributos “estatura” e
“estado civil” sdo chamados de variaveis estatisticas. No primeiro exemplo, o atributo
“estatura” é expresso por nimeros (medidas) e, no segundo, o “estado civil” ndo é ex-
presso por nimeros, mas por uma caracteristica que ndo se pode medir (solteiro, casado,
vilvo, em unido estavel ou divorciado). Por isso, dizemos que a varidvel “estatura” é

2

quantitativa e a variavel “estado civil” é qualitativa. De modo geral, definimos:

e Variaveis estatisticas sdo atributos, numéricos ou nao, pesquisados em cada ele-
mento de uma amostra.

¢ Variaveis estatisticas qualitativas sdo aquelas expressas por qualidades ndo
numeéricas.

e Variaveis estatisticas quantitativas sdao aquelas expressas por nimeros, que indi-
cam contagem ou medida.

Variaveis quantitativas discretas e variaveis quantitativas continuas

No dia a dia, temos contato com essas varidveis e conseguimos diferencia-las, mesmo
desconhecendo suas definicdes. Por exemplo, sabemos que é impossivel haver 4,5 pes-
soas em uma sala, mas é perfeitamente possivel que o comprimento de uma sala seja 4,5
m. Isso porque a quantidade de pessoas s6 pode ser expressa por um nimero natural,
enguanto a varidvel comprimento pode ser expressa por qualquer nimero real ndo ne-
gativo. Assim, dizemos que a quantidade de pessoas é uma variavel discreta, e o com-
primento é uma variavel continua.

De modo geral, variavel quantitativa discreta é aquela cujos possiveis valores po-
dem ser ordenados de modo que qualquer um deles tenha sucessor e/ou antecessor em
uma sequéncia finita ou infinita. Na maioria dos casos, as variaveis quantitativas discretas
resultam de contagem de unidades e, portanto, sio nimeros naturais.

Pesquisador coletando
informacoes de
modo presencial.
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MICROSCAN/PHOTOTAKE/IMAGEPLUS

MIKE WORKMAN/SHUTTERSTOCK

Os glébulos vermelhos,
ou hemacias, estao
presentes no sangue, e
sua principal funcdo é
levar oxigénio aos
tecidos. (Imagem
obtida por microscopia
eletronica de varredura
e ampliada 3.600 vezes,
aproximadamente.)

Quanto maior a
profundidade alcancada
pelo mergulhador,
maior a pressao sentida
por ele. Mergulhador
na llha Tavewa, Fiji.
Foto de 2024.
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Exemplos

a. Os possiveis valores da variavel “nimero de gols marcados
por cada jogadora de futebol em um campeonato” sdo nu-
meros naturais: 0, 1, 2, 3 etc.; logo, essa variavel é discreta.

b. Outras variaveis discretas sdo: nimero de professores de uma
escola, nimero de glébulos vermelhos em determinada
quantidade de sangue, nimero de carros que passam diaria-
mente por um posto de pedagio etc.

Variavel quantitativa continua é aquela que pode assumir qualquer valor de um
intervalo real limitado ou ilimitado. Na maioria dos casos, as variaveis continuas resultam
da mensuracado de grandezas, como comprimento, area, volume, tempo, temperatura,
massa, pressdo etc. e, portanto, podem ser expressas por quaisquer nimeros reais de
determinado intervalo.

Exemplos

I//

a. A variavel “estatura”, em metro, dos estudantes de um colé-
gio pode ser expressa por qualquer valor do intervalo real em
gue os extremos sdo 0s NUMeros que expressam a menor e a
maior estatura observada nos estudantes. (Isso ndo significa
que todos os valores do intervalo serdo obtidos nessa pesqui-
sa, mas que os valores desse intervalo podem ser obtidos.)

b. Outros exemplos de varidveis continuas sdo: volume inter-
no de um recipiente, area de um terreno, tempo de viagem,
temperatura de uma regido, pressado sentida por um mergu-
lhador etc.

Nota:

Para classificar uma varidvel em discreta ou continua, consideramos o conjunto dos va-
lores que podem ser assumidos pela variavel, e ndo apenas os valores assumidos efetiva-
mente por ela em uma pesquisa.

Organizacao e representacao de dados

Em uma pesquisa, a organizacdo e a representacdo dos dados coletados sdo necessa-
rias para facilitar a leitura e a analise. A sequir, estudaremos que, quando a variavel é
quantitativa discreta, seus valores podem ser organizados em sequéncias. E, mais adian-
te, analisaremos a representacdo de dados em tabelas e graficos, que sdo as formas mais
usuais de representacdo de dados, adotadas em relatérios, jornais, revistas, internet etc.

Rol

Uma maneira simples de organizar dados numéricos coletados em uma pesquisa é
disp6-los em sequéncias chamadas rol.

Rol é toda sequéncia de dados numéricos tal que cada termo, a partir do segundo:

e é maior ou igual a seu antecessor, ou

e é menor ou igual a seu antecessor.

Exemplo

Em uma amostra de sete dias, os nimeros de atendimentos diarios em um posto de
salde foram: 28, 25, 32, 18, 29, 32, 25.
Apresentando esses dados em rol, temos:

(18, 25, 25, 28, 29, 32, 32) ou (32, 32, 29, 28, 25, 25, 18)

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

1. Considere as situagoes a seguir.

(1) O diretor de determinada instituicao de ensino
analisou todas as matriculas dos estudantes e
concluiu que 26% delas eram de estudantes do
Ensino Médio.1. (1) e (2)

(2) Um instituto de pesquisa deseja avaliar as inten-
coes de voto dos eleitores de uma cidade em uma
eleicdo municipal que se aproxima. Para isso, foi
selecionado uma amostra com 1.000 pessoas.

(3) OCenso Agropecuario realizado pelo IBGE no Bra-
sil é feito com todos os produtores da agropecua-
ria do pais, servindo de base para politicas
agricolas e de desenvolvimento rural.

Dentre as situacoes apresentadas, quais sao exemplos
de pesquisa censitaria?

2. Emuma pesquisa foram coletados os precos do etanol,
em real, em diversos postos de combustivel, obtendo-
-Se a seguinte amostra: 2.4,50 - 3,80=0,70

3,90; 4,50; 3,75; 4,25; 3,99; 4,09; 3,80; 4,45
Determine a amplitude dessa amostra.

3. Classifique as variaveis a seguir em qualitativa ou
quantitativa.

a. salario 3. a. quantitativa
b. quantidade de irmaos 3. b. quantitativa
€. género 3. c. qualitativa

d. tipo de alimento 3. d. qualitativa

4. A elaboragao de um instrumento de coleta de dados é
g um passo essencial em qualquer pesquisa estatistica,
pois define como as informacoes serao obtidas dos

participantes. Relina-se com alguns colegas, esco-
lham um tema que vocés desejam investigar. Depois,
definam o objetivo da pesquisa e listem as variaveis
que serdo investigadas. Para cada variavel, elaborem
questoes especificas que o instrumento de coleta de
dados deve responder. Em seguida, escolham o tipo de
instrumento. Apds isso, revisem o instrumento para
verificar a clareza das perguntas e a adequacao ao
objetivo da pesquisa. Por fim, compartilhem o instru-
mento de coleta de dados que vocés elaboraram com
os demais colegas. 4. Resposta pessoal.

2. Distribuicao de frequéncias -

Tabelas e graficos

A andlise dos dados numéricos de uma amostra € facilitada pela representacdo dos
dados em uma tabela ou em um gréfico. Para isso, os elementos da amostra sdo separa-
dos em classes, que sdo subconjuntos disjuntos da amostra.

Exemplos

separados em intervalos reais.

Vamos a seguir a construcado da tabela e do gréfico em situacdes que apresentam a
amostra separada em classes unitarias ou em classes representadas por intervalos reais.

Distribuicao de frequéncias em classes unitarias

Tabela

a. Uma amostra de pares de sapatos produzidos por uma indistria em determinado
periodo pode ser agrupada em classes representadas por um Unico nimero, refe-
rente ao tamanho do sapato: 38, 39, 40, 41, 42 e 43. Uma classe representada por
um Unico ndmero é chamada de classe unitaria.

b. Uma amostra das estaturas, em centimetro, de pessoas adultas de certa regido
pode ser separada em classes ndo unitdrias representadas por intervalos reais:
[140, 150[, [150, 160[, [160, 170[, [170, 180[, [180, 190[ e [190, 200]. Dizemos
que uma analise estatistica é feita com dados agrupados, quando esses dados sado

Escolhendo 10, 20 ou 25 estudantes da turma, peca
a estatura de cada um, em centimetro (essa escolha
do numero de estudantes tem o objetivo de facilitar
o célculo da frequéncia relativa). Anotando na lousa
as estaturas dos estudantes, em centimetro, defina
classe unitaria e construa a tabela de distribuicdo de
frequéncia e de frequéncia relativa.

Represente os dados
dessa tabela por meio
dos gréficos: de linha,
de barras horizontais, de
barras verticais e

de setores. Explique a
especificidade de cada
gréfico:

¢ O grafico de linha é
usado, principalmente,
para representar dados
numéricos observados
ao longo do tempo, mas
pode ser usado também
em qualquer situagdo em
que os dados numéricos
da variavel sdo
apresentados em ordem
crescente.

e O gréfico de barras é
recomendado quando

se pretende comparar
classes, numéricas ou
nominais.

¢ O grafico de setores

s6 pode ser usado
quando a reunido dos
setores constituir o todo
(100%) do que se deseja
representar.

Para uma pré-avaliacdo do desempenho dos candidatos em um exame vestibular, foi
selecionada uma amostra de 80 avaliacdes. Depois de corrigidas, as notas foram organi-
zadas em uma tabela, chamada de tabela de distribuicao de frequéncias, em que:
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a amostra foi separada em classes determinadas pelas notas das avaliacdes;

a quantidade de notas de uma mesma classe é chamada de frequéncia (F) dessa
classe;

* a soma das frequéncias de todas as classes € chamada de frequéncia total (F,) da
amostra;

dividindo a frequéncia F de uma classe pela frequéncia total F, obtém-se a frequén-
cia relativa da classe.

Observe:

Desempenho dos candidatos

Frequéncia

ElassiGoly (nimero de candidatos)

Frequéncia relativa

4 8 10%
5 17 21,25%
6 24 30%
7 20 25%
8 11 13,75%

Frequéncia total: F, = 80

Elaborado para fins didaticos.

Vamos ao célculo da frequéncia relativa de cada classe:

e a frequéncia relativa da nota 4 é: % =0,1=10%

e a frequéncia relativa da nota 5 é: % =0,2125=21,25%

e a frequéncia relativa da nota 6 é: é—g =0,3=30%

e a frequéncia relativa da nota 7 é: % =0,25=25%

e a frequéncia relativa da nota 8 é: % =0,1375=13,75%

Os dados dessa tabela podem também ser descritos por gréficos de diferentes tipos,
conforme mostrado a seguir.

Grafico de linha

Marcamos os pontos determinados pelos pares ordenados (classe, frequéncia) e os
ligamos por segmentos de reta.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Frequéncia (nimero de candidatos)

Nesse tipo de grafico, apenas os extremos dos
Desempenho dos candidatos segmentos de reta que compdem a linha oferecem infor-
macdes sobre o comportamento da amostra.

Esse tipo de gréfico é usado, principalmente, para re-
presentar dados observados ao longo do tempo. Certa-
mente vocé ja observou graficos como esse, descrevendo
o desempenho econémico de um pais ou uma empresa
ao longo do tempo.

Classe (nota) Elaborado para
fins didaticos.

1N
(0]
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ILUSTRACOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Grafico de barras

Barras verticais (colunas)
As frequéncias sao indicadas em um eixo vertical. Marcamos os pontos determinados
pelos pares ordenados (classe, frequéncia) e os ligamos ao eixo das classes por meio de

barras verticais.

Desempenho dos candidatos

24
0
k] 20
©
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© 17
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4 5 6 7 8 Classe (nota)

Barras horizontais

Elaborado para
fins didaticos.

As frequéncias sdo indicadas em um eixo horizontal. Marcamos os pontos determina-
dos pelos pares ordenados (frequéncia, classe) e os ligamos ao eixo das classes por meio

de barras horizontais.

Classe (nota)

Desempenho dos candidatos

Frequéncia (nimero de candidatos)

Elaborado
para fins

didaticos.

O gréfico de barras é recomendado quando se pretende comparar classes. Pode
ser um grafico de barras simples, quando se pretende comparar classes individual-
mente, como no exemplo anterior, ou de barras agrupadas, quando se pretende
comparar duas ou mais variaveis em cada classe considerada.

\ciado.

Nos gréficos de bar-
ras, a altura ou o
comprimento das
barras deve ser pro-
porcional a frequén-
cia do dado asso-

J
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Grafico de setores

Dividimos um circulo em setores, com angulos de medidas diretamente proporcio-
nais as frequéncias das classes.

A
O valor de a resulta da seguinte regra de trés:
Medida do angulo Frequéncia (niUmero de
central (em grau) candidatos)
360° _ F,
o _  F
Foa=360° F=o=360F
‘ J

A medida «, em grau, do angulo central que corresponde a uma classe de frequéncia

360° ,

F é dada por: o = F

F.

t
Na situacdo do desempenho dos candidatos do exemplo:

Desempenho
dos candidatos

90°
108°

nota 7

nota 6

nota 4

36°

Elaborado para fins didaticos.

e A medida do angulo central que corresponde a nota 4 é:

a=38%".8-36°

80
* A medida do &ngulo central que corresponde a nota 5 é:
_360°, 15 _ °
=gy 17 =76,5

¢ A medida do dngulo central que corresponde a nota 6 é:

a=360". 24 — 108°

80
e A medida do angulo central que corresponde a nota 7 é:
_360°. 50 _ 9p°
*=g5 20=90

* A medida do angulo central que corresponde a nota 8 é:

_360° 14 _ °
®=-g5 11 =49,5

O modelo mais usual de grafico de setores é o que apresenta em cada setor a fre-
quéncia relativa da respectiva classe. Por exemplo, o grafico a seguir é o mesmo repre-
sentado anteriormente com as frequéncias relativas das classes.

Desempenho dos candidatos

nota 7
25%

nota 6
30%

48

A frequéncia relativa de cada classe pode ser obtida divi-
dindo-se a medida, em grau, do arco de setor por 360°; por
exemplo, o arco da classe “nota 5” mede 76,5°; entdo, a
frequéncia relativa dessa classe é:

76,5°
360°
E importante destacar que o gréfico de setores s6 pode

ser utilizado quando a reunido dos setores constituir o todo
(100%) que se deseja representar.

=0,2125=21,25%

Elaborado para fins
didaticos.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Classes unitarias nominais (ndo numéricas)

Em muitas situacdes, as classes de uma distribuicdo
de frequéncias podem ser nominais (ndo numeéricas),
como mostra a tabela.

Cerca de 71% da superficie do planeta é coberta
por aguas oceanicas, e o restante é formado por terras
emersas, divididas em seis continentes: Africa, América,
Antartica, Asia, Europa e Oceania. Considerando cada
continente como uma classe unitaria, a tabela apresen-
tada e os gréficos a seguir descrevem e comparam suas
extensoes.

Fonte: GEO — BANCO DE DADOS MUNDIAL. Area total. Geo

- Banco de Dados Mundial, [S. /.], 24 nov. 2013. Disponivel em:
https://geobancodedados.wordpress.com/2013/11/24/area-
total/. Acesso em: 29 jul. 2024.

Grafico de setores

Continentes por area total

Continente Area (km?)
Asia 44.579.000
América 42.549.000
Africa 30.370.000
Antartica 14.000.000
Europa 10.180.000
Oceania 8.525.989

Total: 150.203.989

Grafico de barras horizontais

Distribuicao percentual das terras continentais do planeta

5,68%
6,78%

M Asia
9,32% América
W Africa
Antartida
B Europa

AL M Oceania

Continentes por area total

QOceania 8.525.989
£  Europa 10.180.000
£ Antartida 14.000.000
S Africa 30.370.000
O América 42.549.000
Asia 44.579.000

Area (km?)

Fonte: GEO — BANCO DE DADOS MUNDIAL. Area total. Geo
- Banco de Dados Mundial, [S. I.], 24 nov. 2013. Disponivel
em: https://geobancodedados.wordpress.com/2013/11/24/

area-total/. Acesso em: 29 jul. 2024.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Fonte: GEO — BANCO DE DADOS MUNDIAL. Area total. Geo
- Banco de Dados Mundial, [S. /.], 24 nov. 2013. Disponivel
em: https://geobancodedados.wordpress.com/2013/11/24/

area-total/. Acesso em: 29 jul. 2024.

Faca os exercicios no caderno.

5. O controle de qualidade de uma empresa que fabrica
caixas de leite fez a verificagao do volume de determinada
amostra. Os volumes, em litro, do conteldo de vinte
caixas de leite foram os seguintes:

0,98 1,00 1,01 0,98 0,99
0,99 1,01 1,01 1,00 0,99
1,00 1,02 0,98 0,99 1,00
0,99 1,00 1,01 0,98 0,99

a. Calcule a amplitude dessa amostra. 5. a. 0,04

b. A tabela apresenta a coluna corres- Volume
pondente as classes dessaamostra. ~ (em litro)
Copie-a no caderno e complete-a 0,98
com as colunas correspondentes as 0,99
frequéncias de cada classe e as 1,00
respectivas frequéncias relativas. 1,01
5. b. Resposta no final do livro. 1,02

c. Construa os graficos de barras verticais e de seto-
res dessa distribuicao. (Em cada arco do grafico
de setores, indique a frequéncia relativa da res-
pectiva classe.) 5.c. Resposta no final do livro.

6. O graficoaseguir descreve adistribuicao de frequéncias
dos acessos a um sitede uma loja on-line em determi-
nado periodo.

Acessos por dia ao site

Frequéncia
(numero de acessos)
=~
o

5/10 6/10 7/10 8/10 11/10 12/10
Classe (data)

Elaborado para fins didaticos.
6. a. 500 acessos

a. Quantos acessos o site teve nesse periodo?

b. Construa o grafico de setores correspondente a
essa distribuicdo. Em cada arco do grafico de seto-
res, indique a frequéncia relativa da respectiva
classe. 6. b. Resposta no final do livro.
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O contexto do exercicio proposto 8 possibilita uma ampliag&o para abordar a violéncia de género. O Paquistao, em 2021, estava em
1532 Jugar (de 156) no Indice Global de Desigualdade de Género do Férum Econémico Mundial, ranking que hierarquiza os paises com
mais casos de violéncia contra mulheres e pessoas LGBTQIA+.

7. De acordo‘ com a E)rOJegaO apresentada no graflco, Gréfico 1: Distribuicao percentual aproximada
responda as questoes. da populagdo mundial (8 bilhGes de pessoas)
Projecao dos percentuais anuais
de homens e mulheres da populagao brasileira M china
do ano 2036 ao ano 2040 .
[ india
M EuA
60 9 > > © A 4799°% I indonésia
éb \?‘ cs\ \?‘ (,.)‘b \?‘ 6_—,"‘ \?‘ ng \?‘ ’ ° .
K3 o @ ) ) K3 o LX) M Paquistao
50 > > L
M Nigéria
g 40 M Brasil g
§ Demais paises 2
£ 30 3
g 2,69% g
= 2,74%
S 20 %
&
10 3
o
0 Gréfico 2: Distribuicao percentual ot
2036 2037 2038 2039 2040 aproximada de homens e mulheres '§
da populacao do Paquistao :
Ano ]
M Homens
Mulheres
Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E . Homens
ESTA'I"ISTICA. Proje;ﬁo,da populagao do Br::1§il por 50.8% B Mulheres
sexo e idade para o periodo 1980-2050. Brasilia, DF:
IBGE, 2008. Disponivel em: https://seriesestatisticas.
ibge.gov.br/series.aspx?no=10&op=0&vcodigo=POP30
2&t=revisao-2008-projecao-populacao-homens e
https://seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.aspx?no=10
&op=0&vcodigo=POP302&t=revisao-2008-projecao-

populacao-mulheres. Acesso em: 22 jul. 2024. Fonte: COUNTRY METERS. Populacdo mundial. [S. LJ:

Country Meters, [2024]. Disponivel em: https://countrymeters.
info/pt. Acesso em: 22 jul. 2024.
Para cada classe (ano) desse gréfico, estudamos

os valores de duas variaveis (percentual de
homens e percentual de mulheres). Esse tipo

de representacao é chamado de grafico
comparativo dos valores das varidveis. Podemos
também comparar valores de trés ou mais
variaveis.

8. b. Resposta no final do livro.
a. Calcule o ndmero aproximado de mulheres que

compoem a populagao do Paquistao.
o 8. a. 113.750.400 mulheres
b. Construa o grafico de barras verticais com as fre-

quéncias relativas das classes representadas pelos
paises mais populosos e pelos demais paises.

c¢. Construa o grafico de barras horizontais com as
frequéncias absolutas das classes representadas

a. Em 2036, a populagao de mulheres sera superior - ! 7=
pelos paises mais populosos e pelos demais paises.

a de homens em quantos por cento? 7. a. ~ 2,84%
9. Relinam-se em grupos para desenvolverem uma pes-
quisa estatistica. Primeiro, definam o tema, depois,
formulem uma pergunta que sera utilizada para co-
letar os dados da pesquisa. Em seguida, entrevistem
os colegas dos outros grupos, anotem as respostas
de cada um e organizem os dados coletados em
uma tabela de frequéncia. Com base na tabela de
frequéncia, construam um grafico de barras ou

b. No ano 2040, a populagao de homens representa-

ra quantos por cento da populagao de mulheres?
- . ~ 7.b.~94,29%
c¢. Construa o grafico comparativo de linhas correspon-

dente a esse grafico comparativo de colunas. (Se
possivel, faca essa construcao usando um programa

de computador.) 7. c. Resposta no final do livro.

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

. O grafico 1 apresenta o percentual de habitantes de
cada um dos sete paises mais populosos do mundo e
o percentual de habitantes dos demais paises juntos,
em relacao aos 8 bilhdes de habitantes do planeta.
O grafico 2 apresenta dados relativos ao Paquistao.
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um grafico de setores que represente visualmente
os dados obtidos. Por fim, apés a construcao do
grafico, escrevam um breve paragrafo analisando
os resultados. Compartilhem essa analise com os
demais grupos. 9. Resposta pessoal.

8. c. Resposta no final do livro.
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Aproveite o contexto dos exercicios propostos 10 e 11 e solicite aos estudantes uma pesquisa acerca de como a inflagdo impacta o
orcamento familiar ou a remuneracao dos trabalhadores quando ela nédo é recalculada considerando a inflagao.

10.A taxa de inflagao, em determinado periodo, indica a e. Se no inicio do més de janeiro de 2022 um produto

variacao percentual média de precos em uma regiao
ou um pais; por exemplo, se em um pais a taxa de
inflacado em determinado més foi 0,5%, isso significa
que o preco dos produtos em analise aumentou, em
média, 0,5% nesse més. A inflacao pode ser indicada
por diversos indices, entre eles o Indice Nacional de
Precos ao Consumidor Amplo (IPCA), criado com o
objetivo de oferecer a variacdao dos pre¢os no comeércio
e na prestacgao de servicos para o consumidor final. O
IPCA é considerado o indice oficial de inflagao no Brasil.
O grafico a seguir apresenta os dados da inflacao bra-
sileira de janeiro a agosto de 2022, com base no IPCA.
O percentual apresentado em cada més do grafico € a
taxa acumulada durante o més.

10. e. aproximadamente R$ 10,43
1.

custava R$ 10,00 e esse preco variou de acordo
— com a taxa da inflacdo até o fim de abril de 2022,
qual era o prego desse produto no final de abril?

f. Qual foi a taxa acumulada da inflacdo do inicio de
janeiro de 2022 ao final de abril de 20227?

10. f. aproximadamente 4,3%
De acordo com o Instituto de Pesquisa 0DS 5
Econdmica Aplicada (IPEA), em 2022, o
trabalho doméstico remunerado no Bra- gl
sil continuava sendo uma das principais

ocupagoes para as mulheres, especialmente para as
mulheres negras. Embora tenha sido criada umaleique
iguala os direitos das trabalhadoras domésticas aos
das demais categorias profissionais, a precarizagao
do trabalho persiste, assim como suas consequéncias

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Taxa percentual mensal da inflagdo no Brasil sobre as desigualdades de género e raca.
de janeiro a agosto de 2022 Observe o grafico a seguir que apresenta a quantidade
de trabalhadoras domésticas no Brasil de 2016 a
Oriente os estudantes a consultar as paginas 6 e 7
2022. ; . >
para saber mais sobre este e os demais Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel.
2 1,62
’ Quantidade de trabalhadoras domésticas
<15 no Brasil de 2016 a 2022
I
T 1
2 0,54 067 _
§ 05 jul. ago. .§ :
K 2022 2022 <
0 + + + + + + + + E 4136 3,6 3,8 3,7 35
o jan. fev. mar. abr. maio jun. \/ E 3 2.9 3,1
—05 2022 2022 2022 2022 2022 2022 —-0,36 ] . ‘9
» ~0,68 g 21" ’ 18 18 B Tas B 17
Més § 1
) Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E 0 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022
ESTATISTICA. Projecao da populagcao do Brasil por sexo e Ano
idade para o periodo 1980-2050. Brasilia, DF: IBGE, 2008.
Disponivel em: https://seriesestatisticas.ibge.gov.br/series.as
px?no=10&op=0&vcodigo=POP302&t=revisao-2008- M Mulheres negras | Mulheres brancas |
projecao-populacao-homens e https://seriesestatisticas.ibge.

gov.br/series.aspx?no=10&op=0&vcodigo=POP302&t=revis Fonte: INSTITUTO DE PESQUISA ECONOMICA
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a0-2008-projecao-populacao-mulheres.
Acesso em: 22 jul. 2024.

Considerando apenas o intervalo de tempo adotado
no grafico, responda as questoes a seguir.

a. Em que periodo, entre dois meses consecutivos,

houve maior alta na taxa de inflacao?
10. a. Entre fevereiro e margo de 2022.
b. Em que més a taxa de inflagao ficou pela primeira

vez abaixo de 0,5%? 10. b. Em maio de 2022.

¢. Quando a taxa de inflagao é negativa em determina-
do més, dizemos que houve deflagao nesse més. Em

que meses do perl’odo considerado houve deflagao?

c. Em julho de 2022 e agosto de 2022.
d. Observando que de marco de 2022 a maio de 2022

o grafico é decrescente, podemos concluir que os
precos médios dos produtos diminuiram ao longo
desse periodo? 10. d. nio

APLICADA. Retrato das Desigualdades de

Género e Raca 2024. [S. I]: Ipea, [2024].

Disponivel em: https://www.ipea.gov.br/portal/
retrato/indicadores/tabelas-completas.

11.a.35,72% Acesso em: 10 set. 2024.

De acordo com o grafico, responda as questoes a seguir.

a. Em 2018, a quantidade de trabalhadoras domésti-
cas negras foi superior a quantidade de trabalha-
doras domésticas brancas em quantos por cento?

b. Construa o grafico comparativo de linhas corres-

pondente a esse grafico comparativo de colunas.
11. b. Resposta no final do livro.

c. Em sua opiniao, o que contribui para a permanéncia
da precarizagao do trabalho doméstico no Brasil, es-
pecialmente entre as mulheres negras, mesmo apos
a criacdo da Lei da Empregada Doméstica?

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.
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11. c. Mesmo com a criagao da Lei da Empregada Doméstica, a falta de fiscalizagdo e as barreiras culturais dificultam a implementagéo de seus direitos, mantendo essas trabalhadoras em

condicbes desiguais em relacdo a outras categorias.
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Com base na tabela de

distribuicao de frequéncia

da estatura dos
estudantes, proposta no
topico Distribuicao de
frequéncias em classes
unitarias, conceitue
classe nao unitaria
(dados agrupados),
amplitude de classe e
histograma. Ressalte
que, em um histograma:
e Os extremos de cada
intervalo de classe nao
precisam ser elementos
da amostra, mas, caso
sejam, deve-se tomar

o cuidado de nao
permitir que um mesmo
elemento da amostra
pertenga a duas classes
simultaneamente. Por
isso, o ideal € que sejam
escolhidos intervalos de
classe abertos a direita,
com excegédo do ultimo
intervalo (aquele que
tiver no extremo direito o
maior numero).

e Podemos construir
histogramas com classes
de amplitudes diferentes,
porém, nesse caso, a
altura de cada retangulo
ndo sera a frequéncia da
classe (a altura de cada

retangulo sera L,

em que F e Ax sao,
respectivamente, a
frequéncia e a amplitude
da classe; por isso, é
mais simples adotar a
mesma amplitude para
todas as classes).
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Distribuicao de frequéncias em classes
nao unitarias — Dados agrupados

Para a representacao tabular ou gréfica de varidveis quantitativas, podemos agrupar
os dados da amostra em classes definidas por intervalos reais, conforme descrito a seguir.

Tabela

Para avaliar o tamanho de seus peixes, um piscicultor retirou dos agcudes uma amostra
de vinte carpas e mediu o comprimento delas, em centimetro, obtendo os seguintes
resultados:

49 52 56 52 50

54 57 60 48 59

48 49 57 53 55

51 53 52 55 57

As carpas sao peixes que
podem chegar a ter mais de
1 m de comprimento e a
viver mais de 60 anos.

Para representar esses dados em uma tabela de distribuicao de frequéncias, com
classes nao unitérias, os procedimentos usuais sdo:

(1) Calcular a amplitude da amostra, que é a diferenca entre o maior e o menor
elemento da amostra:

(60-48)cm=12cm

(2) Escolher um intervalo fechado, de comprimento maior ou igual a amplitude da
amostra, que contenha a amostra, isto é, todos os elementos dela devem perten-
cer ao intervalo escolhido. Por exemplo, escolhemos o intervalo fechado [48, 60],
que tem comprimento igual a 12 e contém a amostra.

(3) Dividir o intervalo escolhido no item (2) em subintervalos de mesmo comprimento,
fechados a esquerda e abertos a direita, exceto o subintervalo de extremos maiores,
que deve ser fechado. Por exemplo, como o quociente de 12 por 4 é igual a 3, va-
mos dividir o intervalo do item (2) nos 4 subintervalos de comprimento igual a 3:
[48, 51[, [51, 54, [54, 57[ e [57, 60]. Esses subintervalos sao chamados de classes,
e o comprimento de cada um é chamado de amplitude da respectiva classe.

(4) Agrupar os elementos da amostra nas classes a que pertencem, definidas no
item (3):
® 48, 48, 49, 49 e 50 pertencem a classe [48, 51[;
e 51,52,52,52,53 e 53 pertencem a classe [51, 54[;
e 54,55, 55 e 56 pertencem a classe [54, 57[;
® 57,57,57,59 e 60 pertencem a classe [57, 60].

O nUmero de elementos da amostra que pertencem a uma mesma classe é a frequén-
cia F dessa classe; por exemplo, a frequéncia da classe [48, 51[ é 5, pois 5 elementos da
amostra pertencem a essa classe.

A soma das frequéncias de todas as classes € a frequéncia total F, da amostra;
nesse caso, 20.

A frequéncia relativa F% de uma classe é dada por £

F

t

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Assim, podemos construir esta tabela de distribuicdo de frequéncias:

Tamanho dos peixes

Classe ) Frequéncia F%
(comprimento em centimetro) | (quantidade de peixes)
[48, 51 5 25%
[51, 54 6 30%
[54, 57] 4 20%
[57, 60] 5 25%
F,=20

Elaborado para fins didaticos.

Notas:

1. No item (2) dos procedimentos, em vez do intervalo [48, 60], poderiamos ter esco-
Ihido outro intervalo que contém a amostra, por exemplo [47,5; 60,5] ou [47, 61].

2. Poderiam ter sido escolhidos outros intervalos para representar as classes; por exemplo,
poderiamos ter dividido o intervalo [48, 60] em 5 intervalos de classe, e ndo em 4.

3. Osextremos de cada intervalo de classe ndo precisam ser elementos da amostra, mas,
caso sejam, deve-se tomar o cuidado de ndo permitir que um mesmo elemento da
amostra pertenca a duas classes simultaneamente. Por isso, nesse exemplo, foram
escolhidos intervalos de classe abertos a direita, com excecdo do Gltimo intervalo.

4. Embora ndo seja obrigatério, é conveniente que, em duas classes consecutivas, o

extremo a direita (aberto) da primeira classe coincida com o extremo a esquerda
(fechado) da segunda.

Histograma
Os dados da tabela de distribuicdo de frequéncias anterior podem também ser des-
critos pelo gréfico a seguir, chamado de histograma, em que:

e as frequéncias sdo indicadas no eixo coordenado vertical, e as classes, no eixo coor-
denado horizontal;

e as bases dos retangulos coincidem com os intervalos representantes das respectivas
classes;

e as alturas dos retangulos representam as frequéncias das respectivas classes.

O histograma é usado na representacdo de uma distribuicédo T ho d .
de frequéncias em que as classes sdo intervalos reais. Para classes amanho cos pelxes
unitarias, usamos os graficos de linha, de barras ou de setores.
Nota: —~6l
. z A~ . [
Em um histograma, as areas dos retangulos devem ser proporcio- .
nais as respectivas frequéncias. Assim, se fossem adotadas classes s 2
. . . ~ ~ O w 4+----
de amplitudes diferentes entre si, as alturas dos retangulos nao S g1
seriam as frequéncias das respectivas classes. Por isso, é convenien- 3—§
. [
te adotar classes de mesma amplitude. L2
g
=]
g
. 0l " 48 51 54 57 60 Comprimento
Elaboradodpoela,r? fins (em centimetro)
1daticos.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Observacao

O simbolo ~/*~indica que a representacdo do intervalo [0, 48] esta fora de escala em relacdo
a representacdo dos intervalos de classe.

&5



EXERCICIO RESOLVIDO

1. Institutos como o Instituto de Pesos e Medidas (3) Dividimos por 6 a amplitude 42 do intervalo es-
(IPEM) desempenham um papel fundamental na fis- colhido, obtendo o comprimento 7 de cada um
calizagao e na garantia de que os produtos vendidos dos seis subintervalos em que sera separada a
no mercado estao em conformidade com as normas amostra. Considerando esses subintervalos fe-
estabelecidas. Uma das principais funcoes do IPEM chados a esquerda e abertos a direita, exceto o
é verificar se amassa indicada nas embalagens dos de extremos maiores que deve ser fechado, te-
produtos corresponde ao conteddo real que elas mos as classes:
cont_énj. Essa verificagél_o é essencial para proteger (479, 486, [486, 593, [493, 500[, [500, 507[,
os direitos dos consumidores e assegurar que eles [507, 514[ e [514, 521].
estejam recebendo exatamente o que foi anunciado.

Para essa fiscalizagao, o IPEM seleciona amostras de (4) Agrupamos os elementos da amostra de acor-
produtos de diferentes lotes diretamente nos pontos do com as classes definidas:
de venda. Essas amostras sao levadas para labora- » 480, 485 e 485 pertencem a [479, 486];
torios especializados, onde sdo submetidas a testes » 490 e 490 pertencem a [486, 493([;
rigorosos para medir a massa real e compara-lacom » 494, 495, 495 e 498 pertencem a [493, 500[;
amassadeclarada pelo fabricante na embalagem.E = 500, 500, 503, 504, 506 e 506 pertencem a
importante destacar que ha uma margem de tole- [500, 507[;
rancia estabelecida. Isso significa que a massa real « 508 e 510 pertencem a [507, 514[;
qo produto pode ter um pequeno desvio em relacao « 520 pertence a [514, 5211,
a massa declarada na embalagem. ] o
Em uma fiscalizacao, foram coletados 18 pacotes As§|m‘, temos a tabela de distribuicao de fre-
de café para analise. As massas, em grama, desses quencias:
pacotes sao: Massa dos pacotes de café
Classe Frequéncia
506 498 520 503 510 (massa em grama) (quantidage de pacotes)
506 508 490 485 495 [479, 486] 3
495 504 494 490 [486, 493[ 2
500 500 480 485 [493, 500[ 4
[500, 507[ 6
Construa uma tabela de distribuicao de frequéncias
dessa amostra, com 6 classes de mesma amplitude, [507, 514 2
e o respectivo histograma. [514, 521] 1
Resolucao F =18
(1) Calculamos a amplitude da amostra: Elaborado para fins didéticos.
(520 —480)g=40g
(2) Escolhemos um intervalo fechado, de compri- 0 histograma correspondente a essa distribuicao é:
mento maior ou igual a amplitude da amostra,
que contenha a amostra.
Se escolhéssemos o intervalo [480, 520], teria- Massa dos pacotes de café
mos um inconveniente, pois, como o problema mn
pede que a amostra seja separada em seis clas- g6 ]
ses de comprimentos iguais, precisariamos divi- @ §
dir o comprimento do intervalo escolhido por 6, 0 ‘g g
que resulta em uma dizima periddica (40 : 6 = =8
= 6,666...). Vamos, entao, escolher um intervalo £ ]
de comprimento tal que seu quociente por 6 seja = —}_‘
um ndmero com representacao decimal finita. § B BN [
Por exemplo, escolhemos o intervalo [479, 521], 01 @ @S e"s>  Medida da massa
- " . (em grama)
que tem amplitude 42. (E conveniente escolher
um intervalo de extremos relativamente proxi-
L mos dos extremos da amostra.) Elaborado para fins didaticos.
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Segundo o Censo Agropecuario 2017, a agricultura familiar representa cerca de 77% dos estabelecimentos agropecuarios e aquicultores
nacionais. Esse contexto pode ser associado ao tema dos exercicios propostos 12 a 14 a fim de abordar a alimentagédo saudavel, a
producgéao de alimentos no Brasil e aspectos da soberania alimentar. Além de relacionar com os ODS 2 e ODS 15, favorecer o

e desenvolvimento do TCT Educacé@o Ambiental, Satde e
EXERC'CIOS PROPOSTOS Vida Familiar e Social. Faca os exercicios no caderno.

12. Qs inseticidas naturais sao substancias q’ue.combatem Area de propriedades rurais 5
insetos e pragas sem usar produtos quimicos, sendo que praticam a agricultura familiar )
feitos a partir de ingredientes naturais. Sao uma alterna- o é
ti tentavel e menos agressivaao meio ambiente do Frequéncia =

lvasus Vel gressi (ntimero de 3
que os agrotoxicos convencionais. Para o estudo sobre propriedades) g
a eficacia de uminseticida natural aplicado no cultivo de g
café, foram catalogadas, poramostragem, as producoes PRT-Y R 8
da dltima safra de 20 produtores que utilizaram esse 5
inseticida. Essa amostra é apresentada no quadro, em 924 -------1
que os valores sao expressos em tonelada.

12. b. Resposta no final do livro. 69 ---
270 380 283 402 385
302 290 250 310 265 o3
410 280 295 283 356
390 300 329 250 304 0 5 10 15 20 25 Area(ha)

. . Elaborado para fins didaticos.
a. Qual é aamplitude dessa amostra? 12. a. 160

b. Construa a tabela de distribuicao de frequéncias

- Dado que a tabela de distribuicao de frequéncias
dessa amostra com 6 classes de mesma amplitude.

que originou esse histograma considerou cada in-
c¢. Construa o histograma correspondente a tabela tervalo de classe aberto a direita e fechado a es-

feita noitem b. querda, exceto o intervalo de extremos maiores,
12. c. Resposta no final do livro. que é fechado, classifique em verdadeira ou falsa

13. A agricultura familiar € um modelo de pro- . ~ . :
2 - . . cada uma das afirmacdes a seguir, relativas a esse
ducao agricola caracterizado pelo cultivo da

- T ) municipio.
terra e pela criacao de animais realizados
por pequenos proprietarios rurais, utili- a. No histograma, foram consideradas 300 proprie-
zando predominantemente a mao de obra dades rurais. 13. a. verdadeira
familiar. Esse tipo de agricultura desempe- b. O nimero de propriedades rurais com menos de
nha um papel fundamental na seguranca 15 ha cada uma é maior que o niimero de proprie-
alimentar e naeconomia de muitas regioes, dades que tém 15 ha ou mais. 13. b. verdadeira

especialmente no Brasil, onde representa uma parte
significativa da producao de alimentos.

Na agricultura familiar, as propriedades rurais sao ge-
ralmente menores e a producao é diversificada, focan- B
do tanto no autoconsumo quanto na venda de d. E possivel que ndo haja nenhuma propriedade com
excedentes em mercados locais. Além de gerar empre- exatamente 15 ha. 13. d. verdadeira

go e renda no campo, a agricultura familiar contribui _ ) ) _ _
para a preservacao de praticas agricolas tradicionais, o 14.Pesquise dados atuais a respeito da agricultura fami-

¢ E possivel concluir que existem precisamente
116 propriedades rurais com exatamente 15 ha
cada uma. 13.c. falsa

manejo sustentavel dos recursos naturais e a conser- liar. Em seguida, elabore um problema sobre distribui-
vacao da biodiversidade. gao de frequéncias com dados agrupados envolvendo
O histograma de area de propriedades rurais consta —os dados da pesquisa. Em seguida, troque o problema
de um estudo da prefeitura de um municipio sobre o elaborado com um colega para que um resolva o
nlmero de propriedades rurais da regiao que praticam problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
a agricultura familiar e a extensao delas, em hectare. discutam as resolugoes. 14. Resposta pessoal.

Para retomar os conteldos estudados, resolva o exercicio complementar 4.

A introducéo as medidas estatisticas é contextualizada pelo indice de
- ’ . Desenvolvimento Humano (IDH) e os indicadores usados em seu calculo.
3. Medldas estatlstlcas Assim como na apresentagéo dos conceitos preliminares, essa é uma
oportunidade de integracdo com a area de Ciéncias Humanas e Sociais
T P ¢ 0. . Aplicadas. Em parceria com
Um indicador usado para o célculo do Indice de Desenvolvimento Humano (IDH) de opprofessor de %eograﬂa, &
um pais € a renda per capita, resultado da divisao de toda a renda do pais, em determi- pokS)sivel prCér_nOéera reflexdo
. - . < AT 5 . sobre os indicadores
nado/ periodo, pelo nimero de habltantgs. Porém, outros mdmaplores sao considerados |- S0 Caiculo do IDH
no calculo do IDH, pois a renda per capita pode dar uma falsa ideia da riqueza de um e sobre como esse indice
povo, ja que ndo mede as disparidades na distribuicdo da renda nacional. se reflete na sociedade em
que os estudantes estédo
inseridos.

Bb)
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Por exemplo, se em 2023 a renda per
capita anual do Brasil foi de R$ 1.893,00
podemos concluir que, naquele ano,
cada uma das pessoas consideradas nes-
se calculo alcancou essa renda? Pode-
mos afirmar que a distribuicdo de renda
foi equitativa?

A resposta para as duas perguntas é
nao, uma vez que se pode ter, por exem-
plo, metade da popula¢do ndo ganhando
nada e cada cidaddo da outra metade ga-
nhando R$ 3.786,00; a renda per capita
continuaria sendo R$ 1.893,00.

A renda per capita ndo é uma medida
eficaz para avaliar a disparidade de renda
de um pais, pois ela apenas indica a mé-
dia de renda por pessoa sem considerar
como essa renda € distribuida entre a
populacdo. Para medir a desigualdade
de distribuicdo de renda ou riqueza, uti-
liza-se o Coeficiente de Gini, desenvolvi-
do pelo estatistico italiano Corrado Gini.

O Coeficiente de Gini é amplamente empregado em estudos de Economia, Sociolo-
gia e Politicas publicas para analisar a desigualdade econémica entre diferentes grupos
de uma sociedade. Ele varia de 0 a 1, onde O representa uma situacdo de igualdade
perfeita, em que todos os individuos tém exatamente a mesma renda, enquanto 1 indica
desigualdade maxima, situacdo na qual uma Unica pessoa concentra toda a renda ou
riqueza, e o restante da populacdo ndo tem nada. Esse coeficiente é um dos pardmetros
adotados pela Organizacdo das Nac¢des Unidas (ONU) para classificar cada pais segundo
o IDH.

O exemplo anterior ajuda a entender a necessidade de mais de um parametro para
avaliar a distribuicdo dos valores de uma amostra de nimeros. Alguns desses parametros
sao as medidas estatisticas, classificadas em medidas de posicdao e medidas de disper-
sdo, que serdo estudadas neste tépico.

Medidas de posicao

Trés funcionarios de uma industria testaram o tempo de duracdo de um tipo de lam-
pada. Para isso, deixaram acesas, ininterruptamente, nove lampadas.
Os tempos de vida Gtil das lampadas, em um rol, em horas, foram:

890, 890, 890, 930, 950, 960, 970, 990 e 990

No rétulo das lampadas que serdo vendidas, deve constar o tempo aproximado de vida
Gtil de cada lampada. Para decidir sobre o nimero que melhor representava esse tempo,
um dos engenheiros escolheu o nimero 890, o outro, 950, e o terceiro, 940, com os se-
guintes argumentos, respectivamente:

e 0 valor de maior frequéncia é 890; logo, o tempo de vida mais provavel é 890 horas;
® 0 valor 950 é o melhor, por estar exatamente no ponto médio do rol;

* 0 valor 940 é o melhor, pois, adicionando os tempos de duracdo das nove lampa-
das e dividindo a soma por 9, obtém-se 940.

Observe que cada escolha estd fundamentada em uma argumentacéo légica e con-
vincente. Em Estatistica, os trés nimeros escolhidos pelos engenheiros sdo chamados,
respectivamente, de moda, mediana e média aritmética da amostra de nameros.
No tipo de escolha desse exemplo, é usual adotar a média aritmética, 940, como o valor
representativo da amostra.

Moda, mediana e média aritmética sdo denominadas medidas de posicao ou medi-
das de tendéncia central. Elas sdo usadas para resumir ou representar um conjunto de
dados, pois visam identificar um valor em torno do qual os dados tendem a se concentrar.
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Média aritmética

A média aritmética é a medida de posicdo mais conhecida e mais usada em nosso dia
a dia. Acompanhe a situacao a seguir para entender melhor seu conceito.

Os contelidos de quatro baldes de dgua sdo: 3L, 5L, 2L e 1 L. Se toda essa agua
fosse igualmente distribuida entre esses baldes, com quantos litros ficaria cada um?

A quantidade de agua de cada balde seria o resultado da divisdo entre a quantidade
total de agua e o nimero de baldes, nessa ordem, isto é:

3+45+42+41_5 45
4 7

O resultado 2,75 L é chamado de média aritmética dos valores 3L, 5L, 2Le 1 L.

Podemos entender a média aritmética de duas ou mais quantidades como o valor
que cada uma teria se todas fossem iguais, mantendo-se a soma delas. Genericamente,
definimos:

A média aritmética dos n nimeros x,, x,, X,, ..., X, indicada por x, € dada por:

X X+ X+ X
n

X =

Explique aos estudantes

que, quanto mais
concentrados (ou
menos dispersos)
os dados estiverem,

mais representativa da
Exeﬂ amostra a média sera.
A distribuicao dos pontos marcados por um jogador de basquetebol nos al-
. o . P Pontos marcados
timos seis jogos é dada pelo grafico de pontos marcados. o4
. , p | -]
Para calcular a média de pontos por jogo desse atleta nesse periodo, efetua- " Sg 7777777777 2
mos: £ 18'_’_’6_’_’_; ””” e
2 22 +2 2 SIEEER
¥=20+18+224+20+16+24 , & _ 5, 8
6 o
~ - . . - . . a
Entao, esse atleta marcou, em média, 20 pontos por jogo nos ultimos seis §
H =
jogos.
o1 2 3 4 5 6
Elaborado para Jogo
fins didaticos.

Média aritmética ponderada

Considere dez baldes de agua tais que cinco deles contém 4 L cada um, trés outros
contém 2 L cada um, e os dois restantes contém 5 L cada um. Se toda essa dgua fosse
igualmente distribuida entre esses baldes, com quantos litros ficaria cada um?

A quantidade de agua de cada balde seria o resultado da divisdo entre a quantidade
total de agua e o nimero de baldes, nessa ordem, isto é:

4:-5+2-3+5-2 _
10

O resultado 3,6 L é chamado de média aritmética ponderada dos valores 4 L, 2 L e
5 L, com pesos (ou fatores de ponderacdo) 5, 3 e 2, respectivamente. Genericamente,
definimos:

3,6

A média aritmética ponderada dos n nimeros x,, X,, X,, ..., X
P,/ Py Ps -~ P,, TESpectivamente, € o ndmero x tal que:

com pesos

n’

X, P, + X,p,+ X, P+ ... + X P

X == p +p,*p,+ - *P,

No exercicio resolvido a seguir, entenderemos como calcular a média aritmética de
um conjunto de dados agrupados em intervalos reais.
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Conectado: Um exemplo de algoritmo é indicado a seguir.
# Definicdo das notas e pesos: notal =5.0 nota2=6.5 nota3=85 pesol=1 peso2=2 peso3=3

# Calculo da soma ponderada das notas: soma_ponderada = (notal * peso1) + (nota2 * peso2) + (nota3 * peso3)

EXERCICIO RESOLVIDO

2. A tabela a seguir mostra a distribuicao de frequén-
cias dos tempos em que os estudantes de uma turma
de Educacao Fisica levam para correr determinado
percurso.

Estudantes de uma turma
de Educacéo Fisica

Observe a tabela a seguir.

Estudantes de uma turma de Educacéo Fisica

Classe Frequéncia
(tempo em segundo) |(nimero de estudantes)
[894, 926 4
[926, 944[ 7
[944, 966[ 9
[966, 984 12
[984, 1.006] 8
F =40

Classe 2m Frequéncia

(tempo em Sellopidio (nimero de

segundo) () estudantes)
[894, 926[ w =910 4
[926, 944 M - 935 7
[944, 966[ M =955 9
[966, 984] M =975 12
[984, 1.006] w =995 8

F =40

Elaborado para fins didaticos.

Observacao

amplitudes diferentes, como neste exercicio.

Embora o mais usual seja adotar classes de mesma
amplitude, nada impede que se adotem classes de

dantes levam para correr esse percurso?

Resolucao

Quando as classes sao representadas por intervalos
reais, COMo nesse caso, para calcular a média toma-
mos o ponto médio x,, de cada classe e calculamos
a média aritmética ponderada entre os valores x,,
atribuindo a cada um o peso igual a respectiva fre-
quéncia da classe.

N

Qual é o tempo médio, em segundos, que o0s estu-

Elaborado para fins didaticos.

Calculando a média aritmética ponderada dos n(-
meros 910, 935, 955, 975 e 995, com pesos 4, 7, 9,
12 e 8, respectivamente, temos:

910-4+935:7+955-9+975-12+995-8

X= L+7+9+12+8
_ _ 38440

X="00

X =961

Logo, o tempo médio que os estudantes levam para
correr esse percurso é 961 s.

Reflexao

O que é média geométrica?

A média geométrica de n
numeros n&o negativos x,, X,,

X, -, X, € 0 NUMero G, tal que: Conectado
G = XX, X,...X

1 2 3" n

Exemplos:

a. A média geomeétrica entre

2 e 8 é o numero G dado por:
G=+V2-8=4

b. A média geométrica entre 4,
3 e 75 é o numero G dado por:
G=V4-3.75 =~ 9,65

c. A média geométrica entre 1,
10,5 e 72 é o numero G dado

por:G = Vi-2-8-81 =

_com os outros grupos.

Em momentos anteriores, vocé foi introduzido ao conceito de Portugués estrutura-
do. Esse tipo de linguagem é uma simplificacdo da Lingua Portuguesa, servindo como
uma ponte entre a linguagem natural e a de programacdo. Sua sintaxe é utilizada
para descrever algoritmos de maneira clara e objetiva.

Utilizando o Portugués estruturado, reina-se com um colega e construam um al-
goritmo que calcule a média ponderada das notas 5,0; 6,5 e 8,5, atribuindo a elas os
pesos 1, 2 e 3, respectivamente. Apds a construcdo do algoritmo, compartilhem-no

—— J
=v1.296 = 6 # Calculo da soma dos pesos: soma_pesos = peso1 + peso2 + peso3
58 # Calculo da média ponderada: media_ponderada = soma_ponderada / soma_pesos

# Exibicdo do resultado: Exiba: “A média ponderada é:”, media_ponderada
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Moda

Nem sempre a média aritmética é o Teste dos medicamentos
melhor elemento para a representacdo de contra insonia
uma amostra. Dependendo da situagéo, é ;

7 ; . Ndmero de
possivel que outro elemento seja a melhor | Medicamento ..
p = . resultados positivos

escolha ou, até mesmo, que ndo exista
média aritmética — é o caso de amostras A 1.200
cujos elementos ndo sdo numeros. Por B 1.400
exemplo, suponha que cada um de cinco C 1100
medicamentos, A, B, C, D e E, indicados 5 1200
contra insbnia tenha sido testado em um -
grupo de 2.000 pacientes e que os resulta- E 1.700
dos sejam descritos no quadro. Elaborado para fins didéticos.

Observe que o medicamento E corresponde a maior frequéncia na amostra de resul-
tados positivos. Portanto, desconsiderando outros fatores, caso ndo haja contraindicagao
médica, a escolha do medicamento E é a melhor op¢do contra insénia. O medicamento
E é chamado de moda da amostra, por ser o elemento de maior frequéncia.

Em uma amostra cujas frequéncias dos elementos nao sao todas iguais, chama-se
moda e indica-se por Mo todo elemento ou todos os elementos de maior frequéncia.

Exemplos

a. Naamostra 2, 6,4, 6,4, 6 e 5, temos Mo = 6.

b. Na amostra 1, 4, 3, 7, 2, 7, 8 e 4, ha duas modas (amostra bimodal): Mo =4 e
Mo =7.

c¢. Naamostra 1, 8, 3, 5,0, 2, 7 e 4 ndo ha moda, pois todos os elementos tém a
mesma frequéncia.

Mediana Reflexdo

Em um escritério de contabilidade, trabalham cinco pessoas com salario médio de Considerando os

R$ 4.500,00, isto é, a média aritmética entre os cinco salarios é R$ 4.500,00. estudantes de sua

Essa informacdo pode dar a falsa ideia de que os cinco trabalhadores desse escritério classe, qual € a
moda das idades

tém salario proximo a R$ 4.500,00. Para perceber que apenas a média aritmética ndo € | {esses estudantes?
representativa dessa amostra, observe os salarios dos cinco funcionarios apresentados | E mediana?
em rol:

J

A resposta dependera da

R$ 1.850,00  R$1.900,00  R$1.920,00  R$7.550,00  R$ 9.280,00 idade dos estudantes.

Na verdade, os altos salarios estdo concentrados em um extremo do rol. Isso faz a
média aritmética perder a tendéncia central e ficar mais proxima desse extremo que do
extremo dos baixos salarios. Por isso, nesse caso, além da média aritmética, convém in-
formar o valor do centro do rol (R$ 1.920,00), chamado de mediana da amostra. Note
como a amostra fica mais bem representada pelas informacdes:

e O salario médio dos cinco funcionarios é R$ 4.500,00.
¢ A mediana é R$ 1.920,00.

Com essas informacdes, € possivel afirmar que trés funcionarios tém salério menor ou
igual a R$ 1.920,00 e que os outros dois tém salario maior ou igual a R$ 1.920,00. E,
como a média aritmética é R$ 4.500,00, concluimos que ha uma grande desigualdade
de saldrios entre os extremos do rol.

Observe que uma vantagem da mediana em relacdo a média aritmética é que ela ndo
é afetada por valores discrepantes da amostra.
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Para determinar a
mediana em uma
amostra de name-
ros diferentes, a
amostra deve ser
colocadaemrol, do
ndmero menor para
0 maior ou do maior
para o menor. Nos
dois réis, a mediana

é a mesma.
. J

Comente com os
estudantes que, para um
numero par de dados, a
mediana é o valor que
divide a amostra em
duas partes, de modo
que 50% dos valores
ficam abaixo da mediana
e 50%, acima dela.

Os célculos da moda
e da mediana para
dados agrupados em
intervalos reais séo
feitos por métodos de
Matematica superior

€ por isso n&o seréo
abordados nesta obra.
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Podemos definir mediana, genericamente, da seguinte maneira:

Considerando n ndmeros, x,, X,, X,, ..., X , dispostos em rol:

e sendo nimpar, chama-se mediana, indicada por Md, o termo central do rol, isto

é, o termo x. com i = n+1’,
' 2
e sendo n par, chama-se mediana (Md) a média aritmética entre os termos centrais
desse rol, isto €, a média aritmética entre os termos x.e x,, ,, com i = g

Exemplos

a. No rol com nlimero impar de termos, 2, 3, 9, 12, 25, 29, 34, a mediana é o termo
central 12, isto é: Md = 12.

b. No rol com nimero par de termos, 3, 5, 14, 20, 27, 31, 32, 35, a mediana é a
média aritmética entre os termos centrais, 20 e 27, isto é:

Md=20227 - 23,5

EXERCICIO RESOLVIDO h

3. A tabela mostra a distri- Quantias pagas mensalmente para o sindicato
buicao de frequéncias das
quantias pagas mensal-
mente a um sindicato pelos

Classe (em real
por operario)

Frequéncia (nGmero
de operarios)

250 operarios de uma fa- 12 100
brica. 15 80
18 50

Elaborado para 22 20

fins didaticos.

a. Qual é a quantia média mensal paga por operario?

b. Qual éamoda daamostra formada pelas quantias pagas pelos operarios dessa fabrica?

c. Qual é a mediana da amostra formada pelas quantias pagas pelos operarios des-
sa fabrica?

Resolucao

a. A quantia média x é a média aritmética ponderada entre as quantias R$ 12,00,
R$ 15,00, R$ 18,00 e R$ 22,00, com pesos 100, 80, 50 e 20, respectivamente, isto é:
12-100+4+15-80+ 1850+ 22 -20 _ 3.740 _

X= 100 + 80 + 50 + 20 =50 — 1496

Logo, a quantia média paga ao sindicato mensalmente, por operario, € R$ 14,96.

b. A amostra tem 250 elementos, que sao as quantias pagas por todos os operarios.
Como o elemento de maior frequéncia na amostra & R$ 12,00, concluimos que a
moda (Mo) é R$ 12,00.

c. Para determinar a mediana, devemos representar a amostra em rol:

R$ 12,00; ...; R$ 12,00; R$ 15,00; ...; R$ 15,00; R$ 18,00; ...; R$ 18,00; R$ 22,00; ...; R$ 22,00.

100 elementos

80 elementos 50 elementos 20 elementos

Como o rol tem um ndmero par de termos (250), a mediana é a média aritmética
entre os elementos centrais do rol, que sao aqueles que ocupama 1252e a 1262 po-
sicoes. Observando o rol, concluimos que os elementos dessas posicdes sao

R$ 15,00 e R$ 15,00; portanto, a mediana é dada por Md = 15+15_ 15, ou seja,

N J

2
a mediana é R$ 15,00.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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TRABALHO E JUVENTUDES | |-l ¢ Yo [-Xe EYe (]S

A profissdo de cientista de dados emergiu como promissora e indispenséavel no ce-
nario atual, no qual a tecnologia se faz presente em diversos campos. Esse profissional
desenvolve habilidades Gnicas em estatistica, programacéo e conhecimento de negé-
cios, as quais podem capacita-lo a desenvolver ideias e conduzir decisGes estratégicas
usando dados.

Uma parte importante do trabalho de um cientista de dados é a aplicacdo rigorosa
de técnicas estatisticas. Desde a coleta e limpeza de dados até a anélise e interpretacéo,
a estatistica tem um papel central em cada etapa do processo. Inicialmente, os cien-
tistas de dados enfrentam o desafio de lidar com conjuntos de dados vastos e muitas
vezes desorganizados, provenientes de diversas fontes, como transacdes comerciais,
registros de clientes e até mesmo dados de redes sociais. Além disso, os cientistas de
dados sdo responsaveis por comunicar suas conclusées de maneira clara e acessivel para
diferentes publicos de uma organizacéo. Isso envolve traduzir resultados complexos em
ideias que orientam desde estratégias empresariais, melhorias em produtos, servicos
até otimizagGes de processos.

A demanda por cientistas de dados continua a crescer em diversos setores, incluindo
varejo, saude, financas e tecnologia, pois as empresas estdo cada vez mais conscientes
da importancia de aproveitar seus dados como uma ferramenta valiosa, e os cientistas
de dados sdo fundamentais nesse processo de transformacdo digital.

Assim, o profissional da area
ndo apenas lida com dados,
mas também celebra o poder
transformador da estatistica para
revelar descobertas e impulsio-
nar a inovacao nas organizacoes
modernas.

Quer saber mais sobre essa
profissdo? Faca uma pesquisa na
internet e compartilhe com os
colegas um resumo das informa-
¢Bes que vocé encontrar.

Cientistas de dados discutindo e
analisando resultados para
identificar padrdes e insights,
utilizando gréficos e algoritmos
para embasar suas conclusdes e
otimizar decisdes estratégicas.

Trabalho e juventudes:
Pesquisa pessoal. A
partir do Trabalho e
juventudes, incentive os
estudantes a pesquisar
mais informacdes
acerca do mercado

de trabalho para o
cientista de dados e
profissdes relacionadas
a tecnologia da
informacéo. Caso alguns
estudantes trabalhem ou
conhegam profissionais
da area, incentive

a compartilharem

com os colegas da
turma a experiéncia

a fim de valorizar a
diversidade de saberes
e compreender aspectos
do mundo do trabalho.

LUIS ALVAREZ/DIGITALVISION/GETTY IMAGES

15. c. Sabemos que 3,5 é o ponto médio do intervalo [3, 4]. Admitindo que o crescimento da planta nesse intervalo seja linear, a altura
da planta, em centimetro, serd o ponto médio do intervalo [4,8; 5,6], que é a média aritmética entre 4,8 e 5,6, ou seja, 5,2 cm.

EXERCiCIOS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

planta ao longo de determinado periodo. Durante cinco quadro.
dias consecutivos, sempre no mesmo horario, ele mediu

15. a. Resposta no final do livro.

b. Qual foi o crescimento médio diario da planta nes-
ses cinco dias? 15.b. 1,24 cm

c. Faca uma estimativa da altura da planta 3,5 dias
Altura da planta em funcédo do tempo depois de seu nascimento. Justifique o processo
que vocé utilizou para a estimativa e compartilhe-o
com os colegas.

aalturadaplanta. O quadroaseguirapresentaaaltura h,
em milimetro, da planta em fun¢ao do tempo ¢, em dia.

h 0 2 3,6 4,8 5,6 6,2

t 0 1 2 3 4 5
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16.(Enem) Os candidatos K, L, M, N e P estao disputan-
do uma Unica vaga de emprego em uma empresa e
fizeram provas de portugués, matematica, direito
e informatica. A tabela apresenta as notas obtidas
pelos cinco candidatos.

Candidatos| Portugués |Matematica| Direito | Informatica
K 33 33 33 34
L 32 39 33 34
M 35 35 36 34
N 24 37 40 35
P 36 16 26 41

Segundo o edital de selecao, o candidato aprovado
sera aquele para o qual a mediana das notas obtidas
por ele nas quatro disciplinas for a maior.
0 candidato aprovado sera 16. alternativa d

a. K. b. L. c. M. d. N. e. P.

17.Representando em rol as idades, em ano, de sete

pessoas, obtém-se: 6,9, 10, x, x+ 3, x+ 4, 16.
Sabendo que nessa distribuicao a média aritmética é
igual a mediana, calcule a moda. 17. 16

18.(Enem) Uma loja que vende sapatos recebeu diversas

reclamacoes de seus clientes relacionadas a venda
de sapatos de cor branca ou preta. Os donos da loja
anotaram as numeracoes dos sapatos com defeito e
fizeram um estudo estatistico com o intuito de recla-
mar com o fabricante.

A tabela contém a média, a mediana e a moda desses
dados anotados pelos donos.

Estatisticas sobre as numeracdes
dos sapatos com defeito

Média | Mediana| Moda

Numeracgdes dos

sapatos com defeito 36 37 38

Para quantificar os sapatos pela cor, os donos repre-
sentaram a cor branca pelo nimero O e a cor preta
pelo nimero 1. Sabe-se que a média da distribuicao
desses “zeros” e “uns” € igual a 0,45.

Os donos da loja decidiram que a numeracao dos sapa-
tos com maior nimero de reclamacdes e a cor com maior
namero de reclamagdes ndo serdo mais vendidas.

A loja encaminhou um oficio ao fornecedor dos sapa-
tos, explicando que nao serao mais encomendados 0s
sapatos de cor 18. alternativa a

a. branca e os de nimero 38.
b. branca e os de nimero 37.
c. branca e os de nimero 36.
d. preta e os de nimero 38.
e. preta e os de nimero 37.
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19.0s levantamentos que determinam os niveis de
audiéncia de emissoras televisivas sao feitos por
amostragem, por meio de entrevistas, telefonemas
ou dispositivos conectados a certo nimero de televi-
sores, que recolhem informagdes sobre o tempo em
que a tevé permanece ligada e os canais sintonizados.
A audiéncia &€ medida em pontos, e cada ponto indica
determinado nimero de espectadores.
A tabela a seguir mostra a audiéncia de uma emissora
durante dez horas consecutivas.

Audiéncia de uma emissora

s Audiéncia
Numero de horas 5
(numero de pontos)
3 18
4 19
2 20
1 21

Elaborado para fins didéticos.

Qual foi a média horaria de pontos de audiéncia dessa
emissora nesse periodo? 19.19,1

20.Adistribuicao da populacao economicamente ativa de
um pequeno municipio, por grupos de idade, é descrita
pelo grafico a seguir.

Populagao economicamente ativa

30.000 28.200

20.400 21.300

20.000

Populacao

10.100

10.000

VA

o|

16 28 40 52 64 Idade

Elaborado para fins didaticos.

A idade média da populacao economicamente ativa
desse municipio é: 20. alternativa e

a. 35,165 anos. d. 36,282 anos.
b. 34,280 anos. e. 37,165 anos.
c. 37,200 anos.

Nota: A populacdo economicamente ativa compreen-
de o potencial de mdo de obra com que o setor pro-
dutivo pode contar, isto é, a populacdo ocupada
(trabalhando) e a populacdo desocupada (sem traba-
Iho), mas disposta a trabalhar e que, para isso, tomou
alguma providéncia efetiva em busca de trabalho.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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21.Apos a correcao das avaliagdes de todas as turmas do

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

32ano do Ensino Médio, um professor de Matematica
construiu o grafico de barras a seguir, representando
a distribuicao das notas nessa avaliagao.

Distribuicao das notas

Frequéncia
(nimero de
estudantes)

0F =~ =-n-~-
801~

40F -~ i
301

0] 4 5 6 8 9 Classe(nota)

Elaborado para fins didaticos.

Em relacdo a média aritmética x, @ mediana Md e a
moda Mo dessa distribuicao, pode-se afirmar que:

a. Md=Mo=x 21. alternativa ¢
b. Md= Moe x > Md
. Md= Moex < Md
d. Md< Moe x > Mo
e. Md> Moe x > Md

(a]

22.No elenco de jogadores de futebol de um clube, a dis-

tribuicao de idades é dada pela tabela a seguir.

Nuimeros de jogadores por idade

Idade Ndmero de jogadores
19 2
21 2
23 3
25 4
28 4
30 5

Elaborado para fins didaticos.

Sera sorteada, aleatoriamente, uma comissao de dois
jogadores, queteraoamesmafuncdaonarepresentagao
do elenco junto aos dirigentes. Qual é a probabilidade
de os jogadores escolhidos terem idades diferentes
e de a média aritmética de suas idades ser maior que
a média aritmética das idades de todos os jogadores

2 28
do elenco? 22. &5

23.(FGV) A média das alturas dos 6 jogadores em quadra

de um time de volei & 1,92 m. Apos substituir 3 joga-
dores por outros, a média das alturas do time passou
para 1,90 m. Nessas condicoes, a média, em metros,
das alturas dos jogadores que sairam superaa dos que
entraram em: 23. alternativa b

a. 0,03. d. 0,09.
b. 0,04. e. 0,12.
c. 0,06.

24, Trés recipientes, A, B e C, contém agua sanitaria, solu-

cao constituida de agua e hipoclorito de sodio. A tabela
a seguir mostra o volume de agua sanitaria em cada
recipiente e a concentracao de hipoclorito de sédio em
cada solugao.

Volume de agua sanitaria em cada
recipiente e a concentracao de hipoclorito
de sodio em cada solucéo

p Concentragao de
. . Volume de agua . .
Recipiente ot (A hipoclorito
de sodio (%)
A 25 2,00
B 10 1,50
C 15 2,80

Elaborado para fins didaticos.

Misturando todo o conte(ido dos trés recipientes, qual
sera a concentragao de hipoclorito de sddio na solu-
¢ao assim obtida? 24.2,14%

25.Relinam-se em grupos e facam uma pesquisa sobre

um tema da escolhas de vocés que permita a coleta de
dados quantitativos. Apds definir o tema, coletem uma
amostra com pelo menos 10 dados. Organizem os dados
coletados em uma tabela de distribuicao de frequéncia
e, em seguida, construam um grafico que represente
a distribuicdo dos dados. Calcule a média, a moda e
a mediana dos dados coletados, e, por fim, escrevam
um breve texto interpretando os resultados obtidos,
destacando o que os valores estatisticos indicam sobre

o conjunto de dados e a distribuicao observada.
25. Resposta pessoal.

26.Em todas as ciéncias, as médias sao utilizadas para

descrever fendmenos que envolvam medidas. Entre
muitos exemplos, citamos trés: em Geografia, estuda-
-se a densidade populacional, também chamada
densidade demografica; em Quimica, estuda-se a
densidade de uma amostra de matéria (corpo); e, em
Fisica, estuda-se a velocidade média. Pesquise na
internet esses trés conceitos; depois escreva um texto
definindo cada um e exemplifique com um problema

resolvido. 26. Pesquisa e resposta pessoais. Vocé encontrara
mais informacdes nas Orientacoes Especificas

deste capitulo.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 5 a 8.
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Uma pesquisa de
mercado consiste na
coleta de informacdes
que identifiquem
oportunidades e

problemas pertinentes a
area de atuacao de uma
organizacao comercial.
As medidas de posicao,

média, mediana e

moda, sdo fundamentais

nesse tipo de pesquisa.

Para ter uma ideia
sobre o assunto,
assista ao video
Olha o sanduiche.

Disponivel em: https://

m3.ime.unicamp.br/
recursos/1144.

Acesso em: 5 out. 2024.

Com a participagao

dos estudantes, refaca

o exemplo introdutério
(fundos de investimentos)
deste item. A partir dele,
defina desvio absoluto
médio, variancia e
desvio-padrédo. Os
estudantes devem
compreender que as
medidas de disperséo
mostram quanto os
dados numéricos de uma
amostra se distanciam
entre si ou quanto eles se
distanciam de um valor
prefixado, como a média
aritmética. A aplicacéo
mais significativa dessas
medidas € a comparacao
da disperséo de duas
amostras, geralmente
com o objetivo de
determinar a mais
regular (com menor
dispersao). Enfatizar

que a comparagao

da dispersao de duas
amostras pode ser feita
com o desvio absoluto
médio, com a variancia
ou o desvio-padrao.
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Medidas de dispersao

Em um rol de dados numéricos, a média aritmética, a moda e a mediana sdo
referéncias de posicdo dos dados no rol, por isso sdo chamadas de medidas de
posicdo. Essas medidas nada informam sobre o quanto esses dados estdo préximos
ou afastados de determinado valor; essas informacdes sdo obtidas por meio de
outros parametros, que estudaremos neste tépico, chamados de medidas de dis-
persao. Vamos compreendé-las resolvendo o problema a seguir.

De janeiro a maio, dois fundos de investimentos, A e B, tiveram a mesma renta-
bilidade média mensal, conforme mostra a tabela a seguir.

Rentabilidade, em real, para cada R$ 1.000,00 aplicados

Més janeiro | fevereiro margo abril maio Média
Fundo A 10 11 6 10 8 9
Fundo B 7 12 8 11 7 9

Elaborado para fins didaticos.

Um investidor pretende aplicar seu dinheiro em um desses fundos. Por ter um
perfil conservador, esse investidor quer aplicar no fundo em que a rentabilidade
mensal apresente menor dispersdo em relacdo a média aritmética, ou seja, o fundo
que teve o desempenho mais regular.

Como proceder, matematicamente, para determinar qual é o fundo de desem-
penho mais regular?

A comparacao entre os desempenhos desses dois fundos de investimentos pode
ser feita por meio de medidas estatisticas que indicam o quanto os elementos de
uma amostra de nimeros estdo afastados da média aritmética. Essas medidas sdo
conhecidas como: desvio absoluto médio, variancia e desvio-padréo.

Calculando uma dessas medidas, em cada uma de duas amostras de um mesmo
universo estatistico, serd considerada menos dispersa a amostra que apresentar a
menor medida. No caso dos fundos A e B, a amostra de rentabilidade menos dis-
persa, em relacdo a média aritmética, corresponde ao desempenho mais regular.

Desvio absoluto médio

No fundo de investimento A, a média mensal dos rendimentos nos 5 meses
considerados na tabela anterior foi 9 reais, e esses rendimentos foram 10, 11, 6, 10
e 8 reais, de janeiro a maio, respectivamente.

Para determinar o quanto cada rendimento esta afastado da média aritmética,
basta calcular a diferenca entre o rendimento e a média aritmética, nessa ordem;
essa diferenca é chamada de desvio do rendimento. Esses desvios sao:

® 10 — 9 =1 (no més de janeiro, o rendimento foi 1 real acima da média)

* 11 — 9 = 2 (no més de fevereiro, o rendimento foi 2 reais acima da média)
® 6 — 9 = -3 (no més de marco, o rendimento foi 3 reais abaixo da média)
® 10 — 9 =1 (no més de abril, o rendimento foi 1 real acima da média)

¢ 8 — 9 = -1 (no més de maio, o rendimento foi 1 real abaixo da média)

O moédulo de cada um desses desvios € chamado de desvio absoluto do rendi-
mento correspondente. No caso, temos os seguintes desvios absolutos:

* do rendimento de janeiro é |10 — 9| = |1]| =1

e do rendimento de fevereiro é |11 — 9| = |2| = 2
e do rendimento de marco é |6 — 9| =| -3| =3
e do rendimento de abril é [10 — 9| =|1| =1

* do rendimento de maio é |8 — 9| =| -1 =1

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A média aritmética entre esses desvios absolutos é chamada de desvio absoluto mé-
dio, que se indica por Dam. Sendo Dam, o desvio absoluto médio da amostra de rendi-
mentos do fundo A, temos:

M+ 20+ =31+ N+ =10 - 1T +2+3+1+1
5 )

Analogamente, calculamos Dam,, isto €, o desvio absoluto médio da amostra de ren-
dimentos do fundo B:

Dam, =16

_17-91+1N2-91+18-91+1NM1-91+17-9] _ 2+3+1+2+2 _ 2

DamB 5 5

Como o nome sugere, o desvio absoluto médio é a medida do afastamento médio
dos elementos da amostra em relacdo a média aritmética. Assim, verificamos que, no
periodo de janeiro a maio, os rendimentos do fundo A estiveram, em média, 1,6 real
acima ou abaixo da média aritmética, e os rendimentos do fundo B estiveram, em mé-
dia, 2 reais acima ou abaixo da média aritmética.

Como Dam, < Dam,, conclui-se que o fundo A teve um desempenho mais regular
que o fundo B. Assim, o investidor conservador deve optar pelo fundo A.

Generalizando esses procedimentos para uma amostra qualquer de dados numéricos,
definimos:

Sendo x a média aritmética de uma amostra de ndmeros x,, x,, X,, ..., X, chama-se
desvio absoluto médio dessa amostra o nimero representado por Dam, tal que:

X, = X| + %, = x| + |x; = X| + ... +|x,—X|

Dam = o

Variancia
Outra medida que indica o afastamento dos elementos de uma amostra de nimeros,

em relacdo a média, é a variancia, definida como a média aritmética entre os quadrados
dos desvios dos elementos da amostra, ou seja:

Sendo x a média aritmética de uma amostra de ndmeros x,, x,, X,,
chama-se variancia dessa amostra o nimero representado por ¢?, tal que:

oy X,

(=2 (X=X (- X2+ (X - X)?

2
v n

Assim, indicando por o2 e o2, respectivamente, as variancias das amostras de rendi-
mentos dos fundos A e B, descritos na tabela anterior, temos:

(10-9)2+ (11 —9)2+(6—9)2+(10—9)2+(8—9)2=

02 = R
124224 (=3)2+124+(-1)2 16
= == = 3,2
5 5
e
_ 0)2 _ 0\2 _0)2 _0)\2 _0)\2
Géz(7 9)*+(12 9)+(859)+(11 9+ -9 _
(=2)2+32+(-1)2+22+(-2)> _ 22

Como o7 < 62, concluimos que o fundo de investimentos A teve, no periodo de janei-
ro a maio, um desempenho mais regular que o fundo B.

Reflexao: A soma dos
desvios de qualquer
amostra de numeros é
igual a zero. Por isso,
ndo usamos a média dos
desvios como medida de
dispersao da amostra.

Em vez de adotar a
média dos médulos
dos desvios como
medida da
dispersdo de uma
amostra de
ndmeros, por que
ndo adotar
simplesmente a

média dos desvios?/

Observacao

O caractere c é a
letra grega sigma.
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Desvio-padrao

Na interpretacdo da variancia, pode surgir alguma dificuldade em relacdo a unidade
de medida dos elementos da amostra. Por exemplo, quando os elementos da amostra
representam capacidades em litro (L), a variancia representa um resultado em L2. Como
essa unidade ndo tem significado fisico, ndo é conveniente utilizar a variancia nesse caso.
Por causa de dificuldades como essa, definimos:

Enfatizamos que a O desvio-padrdao de uma amostra de nimeros, representado por o, € a raiz
comparacao da dis- quadrada da variancia.

persdao de duas
amostras de nime-
ros pode ser feita Assim, indicando por ¢, e c,, respectivamente, os desvios-padrao das amostras de

por qualquer um rendimentos dos fundos A e B descritos na tabela anterior, temos:
dos indices: desvio

absoluto médio, 6,=V3,2~1,79
variancia ou desvio-
-padrao. Como se
observa neste exem-

o c, =44~ 2,10
plo, os trés indices B ! !
conduziram a mes-

ma concluséo.
N J

e

Como o, < o, conclui-se que o fundo de investimentos A teve, no periodo de janeiro
a maio, um desempenho mais regular que o fundo B.

Mentes brilhantes

Incentive os estudantss Estatistica e lideranca em pesquisas de opinidao
a pesquisar outras

mulheres em posicéao
de lideranga ou que
sejam influentes Politicas com concentracdao em pesquisas de opiniao publica pela Universidade de
em sua area de
atuacgéo. Eles podem

Formada em Estatistica pela Universidade de Sao Paulo (USP) e mestre em Ciéncias

Connecticut (EUA), Marcia Cavallari Nunes acumulou mais de 30 anos no Instituto Bra-

listar pessoas do sileiro de Opinido Publica e Estatistica (Ibope), o mais conhecido instituto de pesquisas
municipio ou do Brasil A , & A R

e conversar sobre a de opiniao do pais. Ocupou o cargo de CEO do Ibope Inteligéncia, a divisdo da empresa
importancia da redugao voltada ao conhecimento do comportamento dos individuos e de suas relacoes familiares,
da desigualdade de . liti d d et dl q

género. sociais, politicas, de consumo e de utilizagao de servicos.

Ela foi aresponsavel, no instituto, pela amostra nacional para as elei¢oes presidenciais
de 1989, as primeiras apds o retorno da democracia. Esteve, segundo a Revista Forbes
Brasil, entre as 14 mulheres mais influentes que se destacaram no pais em 2015. Esta
entre as mulheres brasileiras mais poderosas em 2016.

Segundo a publicacao, as
56 personalidades selecionadas,
entre profissionais das areas
de tecnologia, financas, varejo,
consultoria, pesquisa, indus-
tria e moda, traduzem o real

GABRIELA BILO/ESTADAO CONTEUDO

significado do empoderamento
feminino.

Elaborado com base em: CONSELHO REGIONAL DE
ESTATISTICA DA 32 REGIAO (CONRE-3). Mulheres na
estatistica. Sdo Paulo: CONRE-3, [2024]. Disponivel
em: https://www.conre3.org.br/portal/mulheres-na-
estatistica/. Acesso em: 25 jul. 2024.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

27. Adistribuicdo dos salarios mensais entre os funciona-

Faca os exercicios no caderno.

rios de um escritorio & dada pela tabela a seguir.

Namero de funcionarios por salario

Salario (R$) Ndmero de funcionarios
2.000,00 10
4.000,00 5
6.000,00 1
8.000,00 9
20.000,00 4
42.000,00 1

Elaborado para fins didaticos.
27. b. ~ R$ 5.466,67 27. a. R$ 8.000,00
a. Qual é a média dos salarios nesse escritorio?

b. Qual é o desvio absoluto médio dessa distribuicao?

¢. Suponha que sejam contratados dois novos funcio-
narios com salario de R$ 8.000,00 cada um. Qual
seria o desvio absoluto médio da nova distribuicao
de salarios? 27. c. ~ R$ 5.125,00

28.Em uma fabrica de rolamentos, duas maquinas, A e B,

fabricam esferas de aco, projetadas para ter 10 mmde
diametro. Umaamostrade quatro esferas de cada ma-
quinafoianalisada para verificar se os inevitaveis erros
de medida, produzidos no processo de fabricagao, sao
aceitaveis. A tabela a seguir mostra as medidas, em
milimetro, do diametro das esferas dessa amostra.

Diametro de quatro amostras de
esferas de duas maquinas

Maauina Diametro das esferas |Diametro médio
q (em milimetro) (em milimetro)
A 10,6 | 9,6 | 10,0 | 9,4 9,9
B 10,2 (10,6 | 9,6 | 9,2 9,9

Elaborado para fins didaticos.

a. Calcule o desvio-padrao do conjunto de medidas
de cada maquina. 28.a.A:0,4;B:0,5

b. Qual das duas maquinas apresentou, nessa amos-
tra, maior dispersao de medidas em relacdao ao

diametro médio? 28. b. maquina B

29.Gustavo e Lucas tiveram a mesma média no vestibular,

conforme pode ser constatado nos boletins.

Boletim de Gustavo Boletim de Lucas

Disciplina Nota Disciplina Nota
Biologia 7,0 Biologia 7,0
Histéria 7,5 Histéria 6,5

Geografia 8,0 Geografia 8,0

Portugués 7,0 Portugués 6,5

Inglés 6,0 Inglés 7,5
Matematica 7,0 Matematica 7,5
Fisica 6,5 Fisica 6,0
Quimica 7,0 Quimica 7,0

Como eles disputavam a Ultima vaga, foi adotada como
critério de desempate a variancia do conjunto de notas
em todas as disciplinas: o candidato com desempenho
mais regular teve direito a vaga. (Entende-se por de-
sempenho mais regular aquele cujas notas apresenta-
ram menor dispersao em relacao a média aritmética.)

a. Calcule a média aritmética do conjunto de notas de
cada candidato. 29.a.7,0

b. Calcule a variancia do conjunto de notas de cada
candidato. 29. b. Gustavo: 0,3125; Lucas: 0,375

¢. Qual dos candidatos teve o desempenho mais re-
gular? Por qué? 29. c. Gustavo teve o desempenho
mais regular, pois a dispersdo de seu
conjunto de notas foi menor.

30.Relinam-se em grupos e fagam uma pesquisa sobre
ggum tema da escolha de vocés que permita a coleta

de dados quantitativos. Apos definir o tema, coletem
umaamostra com pelo menos 10 dados. Organizem os
dados coletados em uma tabela de frequéncia e, em se-
guida, calculem o desvio absoluto médio, avarianciae o
desvio-padrao dos dados coletados. Por fim, escrevam
um breve texto interpretando os resultados obtidos.

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 9 e 10.

Os numeros nao mentem

Os nameros ndo mentem! Esse jargdo, utilizado frequentemente na apresentacdo
de dados estatisticos, é absolutamente correto. No entanto, quando isolados do con-
texto geral ao qual se referem, os nimeros podem induzir a conclusdes erréneas. Por
isso, é necessaria uma analise atenta e critica ao observamos resultados estatisticos
que podem beneficiar ou prejudicar pessoas, empresas, instituicdes etc.

Uma empolgante noticia de jornal pode estar tentando convencer o leitor por meio de
uma sequéncia de verdades que culminam com uma conclusao falsa. Um inocente grafi-
co apresentado como resultado de uma pesquisa pode induzir a um erro de avaliagdo.

30. Resposta pessoal.

Sugerimos a leitura do
livro de Darrell Huff,
Como mentir com
Estatistica. Neste livro
o0 autor apresenta
amostras enviesadas,
graficos ddbios e outras
situacdes que podem
induzir interpretacoes
equivocadas de dados.
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O conteudo apresentado
tem dois objetivos:
contextualizar a teoria
matematica por meio

de situagdes reais e
despertar a curiosidade
dos estudantes para
aplicacdes mais
elaboradas. Nesse caso,
exploramos o texto Os
ndimeros nao mentem,
que alerta quanto ao
posicionamento critico
diante dos dados
estatisticos.

A leitura do texto € um
convite a analise e &
percepcao de como 0s
dados representados
em graficos estatisticos
ou manchetes de

jornal podem levar a
conclusées equivocadas
sobre os fatos.
Sugerimos orientar os
estudantes a ler o texto
e resolver, em grupos, 0os
exercicios propostos
31 e 32.

31. alternativa d. A
escolha de diferentes
escalas pode causar uma
aparente diferenca de
crescimento nos graficos.

32. Resposta pessoal. As
informacoes fornecidas
s&o insuficientes para
concluir que é mais
seguro viajar no trecho
paranaense do que no
trecho catarinense. Isso
ocorre porgue foram
considerados valores
absolutos (nimero de
acidentes), e ndo valores
relativos (percentuais).
Se no trecho paranaense
a razdo do numero de
carros que trafegam
nesse trecho for maior
que a razao calculada de
maneira equivalente no
trecho catarinense, entéo
€ mais seguro viajar de
carro no segundo trecho.
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Por exemplo, quando temos conhecimento de uma noticia afirmando que o desmata-
mento de uma regido diminuiu de 40% ao ano para 20% ao ano, isso ndo é necessaria-
mente uma boa noticia, pois essa regido, da primeira para a segunda avaliacdo, pode ter
perdido quase toda a area de floresta. Assim, embora os niimeros sejam verdadeiros, eles
nos induzem a acreditar que o meio ambiente ganhou nesse periodo. O que é falso!

Como outro exemplo, observe os graficos a seguir, que ddo as mesmas informagées
obtidas em uma pesquisa eleitoral sobre a intencdo de voto em dois candidatos, A e B.

Intencéo de voto em dois candidatos Intencao de voto em dois candidatos
Intengao de Intencéao de
voto (%) voto (%)
351 --- 351 --1
301--- |-
25
20
15 S0
10
5
0 - 25 -
A B Candidato A B Candidato
Elaborado para fins didéticos. Elaborado para fins didaticos.

Embora os dois gréficos estejam corretos, o grafico da direita nos induz a acreditar
que o candidato A tem o dobro das inten¢des de voto do candidato B. O que é falso!

EX E RC I’C I os P RO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

31.(Enem) Para convencer a populacao local da ineficiéncia da Companhia Telefonica Vilatel na
expansao da oferta de linhas, um politico publicou no jornal local o grafico I, abaixo apre-
sentado. A Companhia Vilatel respondeu publicando dias depois o grafico Il, onde pretende
justificar um grande aumento na oferta de linhas. O fato é que, no periodo considerado,
foram instaladas, efetivamente, 200 novas linhas telefonicas (imagem abaixo).

Grafico | Grafico ll
N° totais

de linhas telefonicas N°total
de linhas telefénicas

22004 oo

2.150 1

2.100 -

. g . 2.050/
Analisando os graficos, pode-se concluir que:

a. o grafico |l re[?rfasenta um crescimento real maior 2-0001,én abr. 290, dez. Més
do que o do grafico I.

b. o grafico | apresenta o crescimento real, sendo o Il
incorreto.

c. o grafico Il apresenta o crescimento real, sendo o | incorreto.

d. a aparente diferenca de crescimento nos dois graficos decorre da escolha das diferen-
tes escalas.

e. os dois graficos sao incomparaveis, pois usam escalas diferentes.

32.0pinem criticamente sobre a seguinte noticia ficticia: “O namero anual de acidentes auto-

ggmobill'sticos no trecho da BR-116 que cruza o estado do Parana & menor que o registrado
no trecho dessa BR quando cruza o estado de Santa Catarina. Portanto, & mais seguro
viajar de carro no trecho que cruza o estado do Parana”.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Essa secao possibilita explorar e evidenciar a violéncia contra grupos de pessoas, como as LGBTQIA+, favorecendo o desenvolvimento do TCT
Direitos Humanos e da habilidade EM13CHS102 de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas. Os estudantes podem pesquisar o tema a fim de

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS Infogréfico clcivel:Conguistas
de direitos da populacdo LGBTQIA+

Dados sobre LGBTQIA+fobia no Brasil LGBTQIA+: sigla que significa
Iésbicas, gays, bissexuais,

A pauta LGBTQIA+ no Brasil tem sido discutida cada vez mais, | transgéneros, queer, intersexos,
tanto nas universidades e escolas, quanto na politica e pela socie- | 355€xual € mais. O sinal de mais (+)

indica que ha outras possibilidades
dade civil. Apesar disso, a realidade da comunidade LGBTQIA+ no | 4e oriecrl1tag6es sexuaiFs)e identidades/

Brasil ainda tem muitos desafios. Isso fica evidente, sobretudo, pe- | expressdes de género que ndo estdo
los dados sobre a violéncia que esse grupo enfrenta como uma | representadas pela sigla, como
consequéncia da LGBTQIA+fobia. pansexual, ndo binario etc.

conversarem com
A LGBTQIA+fobia pode ser definida como o medo, a aversao, ou o 6dio irracional a os colegas sobre a

. . ~ . . = ~ necessidade de politicas
todas as pessoas que manifestem orientacao sexual e/ou identidade/expressao de géne- plblicas e de agdes

ro diferente dos padrdes heteronormativos, mesmo pessoas que ndo sao LGBTQIA+, mas individuais que visem a
sao percebidas como tais. Consiste em um problema social e politico dos mais graves, SuPeragao de toda forma

. . . .. K . de violéncia. Aproveite e
mas que varia de intensidade e frequéncia, de sociedade para sociedade. apresente o Infografico

. . . . clicavel: Conquistas de
No Brasil, a LGBTQIA+fobia € um problema grave, que causa muitas mortes e viola- i itos da populacao

¢bes de direitos humanos. O Observatério de Mortes e Violéncias LGBTQIA+ no Brasil LGBTQIA+ para que
divulgou um dossié que revelou que durante o ano de 2022 ocorreram 273 mortes de rcnog'vri'ri%irroma's sobre o
LGBTQIA+ de forma violenta no pais. Dessas mortes, 228 foram assassinatos, 30 suicidios

e 15 outras causas. O grafico a sequir apresenta esses dados, por grupo: Mesmo dentro do grupo de
pessoas LGBTQIA+, algumas

sofrem maior discriminagédo. Os

Distribuicdo percentual de mortes de LGBTQIA+ no Brasil, dados do grafico apontam que
travestis e mulheres trans sdo as
por grupo, em 2022 que figuram mais nas estatisticas

de morte por LGBTQIA+fobia.
Promova uma atividade
interdisciplinar com a area de
2,93% 0,37% Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas acerca desse fato,

0,37%

<

2

2

5

o

=

3

< 2,93% . evidenciando, por exemplo, que 0 —

2 I Travesti e mulher Elaborado com base em:

El transexual OBSERVATORIO DE MORTES

s M Gay E VIOLENCIA CONTRA

% I Lésbica LGBTI+ NO BRASIL. Dossié

3| 35,16% I Homem trans e pessoa denuncia 273 mortes e

3 transmasculina violéncias de pessoas LGBT

g Il Pessoa néo binaria em 2022. Disponivel em:
B Outros grupos https://observatorio

morteseviolenciaslgbtibrasil.
58,24% org/dossie/mortes-

° Igbt-2022/. Acesso em:

10 abr. 2024.

. . . . . . nivel de preconceito,—-
Em 13 de junho de 2019, o Supremo Tribunal Federal (STF) determinou que a discrimi- ¢dio e violéncia,

nacdo e a violéncia LGBTQIA+f6bicas sdo uma forma de racismo e puniveis como tal pela lei. 9eralmente, & maior
quando a pessoa tem

Essa decisao foi baseada no artigo 5° da Constituicdo Federal, que em seu inciso XLI uma “passabilidade
: " : iz it = £ . : cisgénero” menor.
afirma que ‘a lei punira qualque[ .dISCI'ImInEf(;‘aO atenta.lto.rla.dos.dlrgltos,e Ilbc.erdades Para orientar a
fundamentais” e no XLIl que “a pratica do racismo constitui crime inafiancavel e impres- conversa, proponha

critivel, sujeito a pena de reclusdo, nos termos da lei”. aleitura de textos
como o indicado a

Ainda ha muita resisténcia e falta de politicas pUblicas para garantir a seguranca e a seguir.
dignidade da populacdo LGBTQIA+ no pais. E comum que pessoas LGBTQIA+ se recu- SCHEFFEL, N. Voce
g ' pop Q‘ ‘ \ P : que p >€ . ja ouviu falar sobre
sem a ir a uma delegacia. Muitas vivem em situacdo de vulnerabilidade, e 0 ambiente de passabilidade?

; St ; ; ; ; e ECOA Uol, 13 set.
uma delegacia pode intimidar ainda mais. Mas existem alternativas, como ComissGes da /" Disponivel

Diversidade Sexual e de Género das OAB de cada estado, Nucleos Especializados de em: https://www.

Prética Juridicas nas universidades (que prestam assessoria gratuita a populacdes em si- ggl'fnoarg/-:gaeﬁ_oa/
tuacdo de vulnerabilidade), ONGs LGBTQIA+ e ativistas de direitos humanos que podem  scheffel/2021/09/13/

ajudar nesse processo de dendncia. voce-ja-ouviu-falar-
J P sobre-passabilidade.htm. Acesso em: 3 out. 2024.
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Atividades 2. b. Resposta no final do livro.

1. O Artigo 52 da Constituicao Federal Brasileira de
1988 diz 0 seguinte: 1. Respostas pessoais.

Todos sdo iguais perante alei, sem distingao de

qualquer natureza, garantindo-se aos brasileiros

e aos estrangeiros residentes no Pais a inviolabili-

dade do direito a vida, a liberdade, a igualdade, a

seguranca e a propriedade |[...].
Discuta com os colegas sobre de que maneira os

direitos fundamentais estabelecidos por esse ar-
tigo podem estar assegurados, também, a popu-

Iagao LGBTQIA+. 2. a. Travesti e mulher transexual.
2. De acordo com o grafico:

a. Qual foi o grupo da populacao LGBTQIA+ de
maior vulnerabilidade no Brasil em 20227

N

Héa estados e cidades que contam com Conselhos LGBTQIA+, Coordenagdes de
Politicas LGBTQIA+ (ou de Diversidade Sexual e de Género), delegacias especializadas
e canais de denuncia por telefone como o Disque 100 LGBT. Procure se informar em
seu estado para utilizar todos os mecanismos que estdo a sua disposicado e, eventual-
mente, orientar uma vitima a efetivar uma denuncia.

Elaborado com base em: OBSERVATORIO DE MORTES E VIOLENCIA CONTRA LGBTI+ NO BRASIL.
Dossié denuncia 273 mortes e violéncias de pessoas LGBT em 2022. Disponivel em: https://obse
rvatoriomorteseviolenciaslgbtibrasil.org/dossie/mortes-lgbt-2022/. Acesso em: 10 abr. 2024.

MORAIS, P. LGBTfobia no Brasil: fatos, nimeros e polémicas. Politize!, 5 maio 2018. Disponivel em:
https://www.politize.com.br/Igbtfobia-brasil-fatos-numeros-polemicas/. Acesso em: 21 mar. 2024.

ANTRA, ABGLT. O que fazer em caso de violéncia LGBTIfébica — Cartilha de orientacGes a
populacdo LBGTI no combate a LGBTIfobia. Rio de Janeiro, 2020. Disponivel em: https://antrabrasil.
org/wp-content/uploads/2020/03/cartilha-Igbtifobia.pdf. Acesso em: 10 abr. 2024.

’ Faca as atividades no caderno. l

b. Construa o grafico de colunas com as frequén-
cias relativas das classes representadas pelos
grupos da populacao LGBTQIA+.

. Vocé ou algum conhecido ja sofreu algum tipo de
preconceito? Fagam uma pesquisa sobre este tema.
Organizem um questionario com as perguntas
adequadas e definam o nimero de elementos para
aamostra. Organizem os dados coletados em uma
tabelade frequéncia e calculem as medidas centrais
e as de dispersao dos dados coletados. Por fim,
escrevam um texto interpretando os resultados

obtidos e apresentem-no para os demais grupos.
3. Pesquisa e resposta pessoais.

. Como vocé pode contribuir para a promocao da
diversidade e da inclusao em sua familia, em seu
trabalho ou em sua comunidade?

4. Respostas pessoais.

J

EXERCI’CIOS COMPLEM ENTARES Faca os exercicios no caderno.

1. A escola é onde as criangas e jovens cultivam amiza-
des e formam grupos, passos fundamentais para a
salde mental do adulto. Por isso o bullying passou a
ser combatido rigorosamente no ambiente escolar.
O bullying € caracterizado por um continuo comporta-
mento agressivo, que evoca aspectos estéticos, fisicos,
morais, sociais, entre muitos outros, sem nenhumarazao.
As pessoas que sofrem bullying sao frequentemente
marginalizadas pelos colegas e podem apresentar sérios
danos psicologicos. Em 2019, foi realizada a 42 edicdo da
Pesquisa Nacional de Salde do Escolar (PeNSE), tendo
como universo o total dos 11,8 milhdes de estudantes
de 13 a 17 anos de escolas plblicas ou privadas do
Brasil. Divulgada em 2021, essa pesquisa amostral
revelou que o percentual de estudantes que sofreram

bullying nos 30 dias anteriores a pesquisa era 23% do
1. a. 5,9 milhées de meninos e 5,9 milhdes de meninas

70

total de estudantes da amostra considerada, sendo que
o percentual de meninas que sofreram bullying foi de
26,5% do total de meninas da amostra, e o de meninos
foi de 19,5% do total de meninos da amostra.

Elaborado com base em: AGENCIA IBGE NOTICIAS. PeNSE
2019: uma em cada cinco escolares sofreu violéncia sexual.
Rio de Janeiro: Agéncia IBGE Noticias, 2021. Disponivel em:
https://agenciadenoticias.ibge.gov.br/agencia-sala-de-
imprensa/2013-agencia-de-noticias/releases/31575-
pense-2019-uma-em-cada-cinco-escolares-sofreu-
violencia-sexual. Acesso em: 25 ago. 2024.

a. Extrapolando os resultados dessa pesquisa amos-
tral para todo o universo considerado, calcule o nG-
mero de meninos e de meninas que, em todo o
universo, teriam admitido o constrangimento por
bullying nos Gltimos 30 dias.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

b. Relinam-se em grupos e facam uma pesquisa com a. No grafico, mostramos apenas os 8 maiores produto-

83 os estudantes da escola em que vocés estudam res de petroleo do mundo em 2023, mas ha outros
perguntando a cada um: Vocé ja sofreu bullying nos produtores. Considerando todos esses paises, a pro-
Gltimos 30 dias? Separem as respostas em cinco ducao total de petréleo no mundo, em junho de 2023,
classes unitarias: 13, 14, 15, 16 e 17 anos de idade, foi de 82,8 milhoes de barris diarios. Construa um gra-
separando cada classe em duas subclasses (meni- fico de “pizza” com 8 setores e, tome 7 setores para
nos e meninas). Depois fagam um relatério apre- representar o percentual individual de producao dos
sentando um grafico comparativo de duas colunas 7 primeiros paises do grafico anterior, em relagao ao
(barras verticais) para cada classe, uma para os total de petréleo produzido no mundo em 2023, e 0
meninos e outra para as meninas. Concluam o rela- 8° setor, nomeado por “outros’, devera representar o
torio se posicionando em relagao ao bullying. percentual restante. 2. a. Resposta no final do livro.

2 O grafico a seguir apresenta os oito maFFS?BESE;?é’ asf%%l b. O Brasil estava entre os 8 maiores produtores de pe-

res mundiais de petroleo em 2023. tréleo do mundo, e as proje¢des sao que continuare-
mos entre os grandes produtores. No entanto, o
preco da gasolina nos postos era o segundo mais
alto entre os paises da América do Sul. Para se ter

Os oito maiores produtores de petréleo em 2023

141 929

E uma ideia, em 17 de marco de 2022, o prego do litro
5 de gasolina no Brasil era US$ 1,27 (cerca de RS 6,46,

considerando a cotacao do délar em 16 de marco).
2. b. Resposta pessoal.
Esse desalinho de pregos &, no minimo, provocante.

\Jamos debaté-lo. Para isso, pesquise em alguns pos-
_ tos de combustiveis do bairro em que vocé mora o

% Q\ e>\ (\,bb'?*\\,b& 0‘6‘0 @ %@9\\ preco médio da gasolina e compare-o com o preco da
20 % gasolina em outros paises da América do Sul. Depois,
consulte seus familiares e professores ou outras fon-

Nota: Inclui condensado e LGN. Atualizagdo em julho de 2024. tes confiaveis que o ajude a responder as perguntas:
Elaborado com base em: INSTITUTO BRASILEIRO DE PETROLEO Por que a gasolina no Brasil & tao cara? Que elemen-

E GAS (IBP). Maiores produtores de petréleo em 2023. Rio de o . .
Janeiro: IBP, 2024. Disponivel em: https://www.ibp.org.br/ tos compdem o prego da gasolina no Brasil: COﬂClU?,
observatorio-do-setor/snapshots/maiores-produtores-mundiais- promovendo um debate em sala de aula ou, se possi-
de-petroleo/. Acesso em: 23 jul. 2024. vel, estenda o debate para toda a escola.

4.9 4,3 42 3,9 34

Milhoes de barris/dia

o N O

3. A balanca comercial de um pais, em determinado periodo, é a diferenca entre o valor
monetario das exportacgoes e o das importacoes, nessa ordem, realizadas nesse periodo.
Quando essa diferenca é positiva, diz-se que houve superdvit na balanca comercial no
periodo considerado; quando é negativa, diz-se que houve déficit; e, quando é zero, diz-se
que houve equilibrio na balanca comercial.
O grafico a seguir mostra os valores, em milhdes de Exportagoes e importacdes brasileiras, més a més,
délares americanos, das exportacées e das impor- em milhdes de délares americanos, de janeiro a junho de 2024
tacoes do Brasil no periodo de janeiro a junho
de 2024. 35.000,0

30.254,6

Considerando apenas o periodo citado no grafico, 80.000,0 267040, 1og :7'723'0 30.454,7 29.043,7
responda aos itens seguintes. 25.000,0 ~ 204925 21.850,6
a. Em algum més desse periodo houve déficitnaba- |  20.000,0 21.886,2 22.3328

20.511,7
lanca comercial brasileira? 3.a.ndo 15.000,0 18.225,0

b. Em que més ocorreu o maior saldo da balanca 10.000,0
comercial? Quanto foi esse saldo? 5.000,0
8. b. abril; US$ 8.568,5 milhdes
¢. Em que més ocorreu o menor saldo da balanga e — FT Y ——
comercial? Quanto foi esse saldo? aneiro Fevereiro Margo ~ Abr a0 Junho
8. c. fevereiro; US$ 5.203,5 milhdes ) Més
d. Qual foi o saldo acumulado da balanga comercial

brasileira nesse periodo? 3. d. US$ 42.309,7 milhdes

US$ (em milhoes)

- Exportagbes - Importagdes

Elaborado com base em: BRASIL. Ministério do Desenvolvimento,
Inddstria, Comércio e Servicos. Balanca Comercial Preliminar
Parcial do Més. Brasilia, DF: MDIC, 22 jul. de 2024. Disponivel

em: https://balanca.economia.gov.br/balanca/pg_principal_bc/
principais_resultados.html. Acesso em: 23 jul. 2024.
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Com o exercicio complementar 9, é possivel propor aos estudantes que reflitam sobre as queimadas e seus impactos nas florestas,
relacionando o assunto com o ODS 13. A abordagem favorece um trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias em um debate ou roda de conversa sobre o tema.

4, O grafico de setores a seguir mostra a distribuicio das | 8. Em um projeto de restauracao de um viaduto consta

notas de 500 estudantes em umaavaliacao de redacao.

Notas da avaliacao de redacao

nota 10 (3%)
nota 0 (3%)

/ nota 1 (5%)
nota 2 (6%)

nota 3 (10%)

nota 9 (3%)

nota 8 (4%)

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

nota 7 (7%)

nota 6 (20%)
nota 4 (18%)

nota 5 (21%)

Elaborado para fins didaticos.
4. a. Resposta no final do livro.

a. Construa uma tabela de distribuicao de frequéncias
dessa amostra, separando as notas em quatro
classes de mesma amplitude.

b. Construa o histograma correspondente a tabela do
itema. 4. b. Resposta no final do livro.

. Noinicio de umareunido, aidade média dos participantes
erade 26,4 anos. Algum tempo depois, 5 dos participan-
tes se retiraram, o que fez com que a idade média das
pessoas que permaneceram resultasse em 27 anos. Sea
idade médiados que se retiraram era de 24 anos, calcule
o ndmero de pessoas que iniciaram a reuniao.

5. 25 pessoas

. (Unicamp-SP) A média aritmética das idades de um
grupo de 120 pessoas é 40 anos. Se a média aritmética
das idades das mulheres é 35 anos e a dos homens
é 50 anos, qual & o nimero de pessoas de cada sexo
No grupo? 6. 80 mulheres e 40 homens

. Com o objetivo de melhorar o atendimento em um
hospital pablico, foram registrados os tempos de
espera dos pacientes em determinado dia. O resultado
apresentou a distribuicao a seguir.

<

s Tempo de espera dos pacientes

o

3 < 404---------1

o []

3 Ew

c 3 .9

< £ 24 .

g =8 201 |

2 S § 18]

%] C o

z «©

o =)

4 o T

2 o

< e 0 v r T } |

50 100 150 200 250

Classe (tempo de espera em minuto)

Elaborado para fins didaticos.

a. Qual é a amplitude dessa amostra se os valores
0 min e 250 min pertencem a ela? 7. a. 250 minutos

b. Qual é a amplitude de cada classe?

¢. Qual é o tempo médio de espera por paciente nessa
amostra? 7. c. ~ 123,3 minutos

. As consequéncias das queimadas de

que amédia aritmética e amediana entre as alturas das
quatro colunas de concreto que sustentam esse viaduto
sao 6,8 me 6,4 m, respectivamente. Tendo como base
esses dados, o engenheiro responsavel pela obra cal-
culou a média aritmética entre as alturas das colunas
mais alta e mais baixa que sustentam esse viaduto.
Essa média éigual a: 8. alternativa e

a. 6,4 m d71m
b. 6,8m e.72m
c. 6,9m

florestas em larga escala sdo tragicas:
alteracao do equilibrio de ecossistemas;
diminuicao da biodiversidade; emissao
de gases poluentes na atmosfera, piora da qualida-
de do ar; aumento das doencas respiratérias — em
razao dos gases e particulas nocivas — danos ao
patriménio publico e privado — cercas, casas, rede
de energia elétrica; agravamento do aquecimento
global, contribuindo para elevagao da temperatura;
diminuicao da fertilidade do solo, que perde matéria
organica e umidade; intensificacao da erosao nas
areas atingidas pelo fogo etc.

Para monitorar as queimadas e os incéndios florestais
no Brasil, os técnicos do Instituto Nacional de Pesqui-
sas Espaciais (Inpe) detectam os focos de queimada
por imagens de satélites, calculando os riscos de no-
vos focos e tentando evita-los.

No endereco https:/terrabrasilis.dpi.inpe.br/queimadas/
bdqueimadas/, o Inpe fornece dados sobre as queima-
das no Brasil. Por exemplo, os dados a seguir sao parte
de uma tabela fornecida pelo instituto.

Area queimada (km?) por bioma
por ano completo

2020 2021
Amazoénia 77.396 (1,8%) 45.585 (1,1%)
Caatinga 30.453 (3,6%) 49.869 (5,9%)
Cerrado 139.644 (6,9%) | 137.585 (6,8%)

Mata Atlantica | 17.928 (1,6%) 20.876 (1,9%)

Pampa 6.113 (3,5%) 1.228 (0,7%)

Pantanal 40.606 (27,0%) | 19.219 (12,8%)

Os percentuais dos biomas referem-se a

extensao territorial da cada bioma.

Elaborado com base em: INSTITUTO NACIONAL DE
PESQUISAS ESPACIAIS (INPE). Dados de queimadas.

Sao José dos Campos: Inpe, 2024. Disponivel em: https://
terrabrasilis.dpi.inpe.br/queimadas/bdqueimadas/#exportar-
dados. Acesso em: 29 jul. 2024.

7. b. Todas as classes tém a mesma amplitude de 50 minutos.
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9. d. Nao se pode afirmar que no ano x a area queimada em todos os biomas juntos foi menor que a area total de todos os biomas juntos no ano
y. A drea queimada em cada ano pode ter sido a mesma, porém no ano x os percentuais estiveram mais regularmente distribuidos pelos biomas
do que no ano y, isto é, em média, as distancias entre os percentuais e sua média foram menores no ano x que no ano y.

Com base na tabela, faca o que se pede:

a. Construa um grafico de frequéncia relativa (%) das
areas queimadas, em km?, por bioma no ano com-

Média semanal de horas dedicadas a

exercicios fisicos por pessoa de 16 a 74 anos

— pleto de 2021. (Se possivel, construa esse grafico

utilizando uma planilha eletronica.)
9. a. Resposta no final do livro.

b. Calcule a média aritmética entre os percentuais de

area queimada por bioma no ano completo de 2021.

¢. Calcule o desvio absoluto médio e o desvio-padrao

entre os percentuais de area queimada por bioma

Pais . ) ~ .

Sexo Chile Italia Japao Brasil
Homens 4,5 4,5 3,9 3,4
Mulheres 3 2,7 2,8 2,7

Elaborado com base em: INSTITUTO IPSOS. Global views on
sports and exercise. Paris: Ipsos, 2021. Disponivel em: https://
www.ipsos.com/sites/default/files/ct/newsdocuments/2021-08/

no ano completo de 2021. 9. c. Dam ~ 3,6%; ¢ ~ 18%

d. Suponha que a média aritmética entre os percen-
tuais de area queimada por bioma, em determina-
do ano completo x, seja a mesma que a de outro
ano completo y. Se o desvio absoluto médio dessas
porcentagens no ano x foi menor que no ano y, po-
de-se afirmar que no ano x a area queimada em
todos os biomas juntos foi menor que a area quei-
mada em todos os biomas juntos no ano y? Justifi-
que a sua resposta. 9.b.~ 4,9%

10.Pesquisa do instituto Ipsos divulgada em julho de 2021
mostrava o Brasil em Gltima colocacao no ranking de
29 paises no quesito média de horas semanais de
exercicios fisicos por habitante na faixa etariade 16 a
74 anos. Os quatro primeiros colocados foram Holan-
da, Alemanha, Roménia e Rissia, nessa ordem, e os
quatro Gltimos foram Chile, Italia, Japao e Brasil, nessa
ordem.

A tabela a seguir mostra o desempenho dos quatro
Gltimos colocados nessa pesquisa.

Global-Views-on-Sports-and-Exercise-lpsos.pdf.
Acesso em: 30 jul. 2024.
10. a. Resposta no final do livro.

a. Construa um grafico comparativo relativo a essa

tabela, com duas colunas adjacentes (homens e
mulheres) para cada um dos paises.

. Calcule a média aritmética, o desvio absoluto mé-

dio, a variancia e o desvio-padrao entre os nimeros
de cada linha da tabela. 10. b. Resposta no final do livro.

. Entreviste seus familiares e amigos na faixa etaria de

16 a 74 anos sobre o tempo semanal que eles dedicam
a exercicios fisicos. Depois, calcule a média entre os
tempos semanais dos homens e a das mulheres. Final-
mente compare essas duas médias com as da coluna
referente ao Brasil na tabela anterior. Se a diferenca
entre as médias da tabela e a que vocé obteve for sig-

nificativa, tente explicar o porque dessa diferenca.
. ¢. Resposta pessoal.

. Pesquise em fontes confiaveis os beneﬁuos das ativi-

dades fisicas a satde. Depois escreva um breve rela-
torio sobre o que vocé aprendeu e compartilhe-o com
os colegas e o professor. 10. d. Resposta pessoal.

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 2

apresentamos as seguintes questoes.

b. 313,17 d. 96,36

Além do processo de avaliacdo promovido pelo professor, é importante que vocg, estu-
dante, faca uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é mensurar seu nivel de
aprendizagem em relacdo ao assunto desenvolvido no capitulo. Para ajuda-lo nessa tarefa,

1. O Ministério de Minas e Energia de determinado pais fez um plane-

<
jamento de investimentos em sua matriz energética para o periodo Reparti¢éo setorial dos investimentos £
de 2025 a2040. Serao investidos 803 bilhoes de délares, conforme na ma‘;'ozzenerz%‘;':(')ca "°°/Pe"°d° E
o0s percentuais descritos nos setores do grafico apresentado. °a (em %) g
o, [}
I. De quanto sera o investimento, em ddlares, previsto para o 4% <
setor de petroleo e derivados nesse periodo? g
(&}
a. 373,47 bilhdes d. 393,47 bilhdes g

b. 493,47 bilhoes e. 398,47 bilhoes

c. 473.47 bilhdes I. alternativa d.

] ] Il. alternativa b.
Il. De quanto sera o investimento, em dolares, previsto para o

setor de eletricidade e cana-de-aglcar nesse periodo?
a. 281,05 c. 32,12 e. 293,11

[l Cana-de-agucar Petréleo e derivados
M Eletricidade [ Gas natural

Elaborado para fins didaticos.
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Tilapia nilética.

I1l. Qual é a medida, em grau, do arco do setor circular que representa o investimento
em cana-de-aglcar? Ill. alternativa c.

a. 12,1° c. 14,4° e. 22,8°
b. 24,3° d. 16,6°

2. (Ufal) Considere 8 nimeros cuja média aritmética é 4,5. Retirando-se um desses na-
meros, a média aritmética dos restantes é 4,2. O nimero retirado é: 2. alternativa d

a. 0,3. b. 3,3. C. 54 d. 6,6. e. 8

3. alternativa e
3. Um criador de tilapias tém dois tanques, A e B, com volumes de

220 m? e 180 m?de agua, respectivamente, e densidades popula-
cionais de 190 e 170 peixes por metro clbico, respectivamente. Por
meio da abertura de uma comporta, o criador uniu os dois tanques, o
que fez com que os peixes se distribuissem uniformemente pelos dois
tanques. Qual é a densidade populacional, em nimero de peixes por
metro clbico, do reservatério formado pela unido dos dois tanques?

a. 170 b. 174 c. 178 d. 180 e. 181
4, Atabela de distribuicao de frequéncias mos- Idade Frequéncia

tra o nimero de criangas, com as respectivas (emano) | (ndmero de criancas)
idades, que receberam atendimento médico 5 2

em um posto de salde, em determinado dia. 5 :

Qual é o desvio-padrao das idades das crian- g 5

cas relacionadas nessa tabela? 0 1

a. 4,5 c. 55 e. 6 14 2

b. 5 d. 56 4. alternativa a

Elaborado para fins didaticos.

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo dos exercicios, copie no caderno o quadro indicado a
seguir e preencha-o assinalando a resposta mais adequada ao seu aprendizado. Se
julgar necessério, retome os topicos de conteldos relacionados a cada questdo ou
converse com os colegas e com o professor a fim de tirar davidas a respeito delas.

Questao Parcialmente Nao

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

Compreendi os conceitos sobre populacéo
estatistica, amostra e tipos de variaveis
estatisticas?

Sei elaborar graficos de colunas, barras
horizontais, setores e histogramas?

Consigo agrupar os dados de uma amostra em
classes definidas por intervalos reais?

Aprendi a analisar a distribuicdo dos valores de
uma amostra pelas medidas de posicdo: média
aritmética, moda e mediana?

Aprendi a analisar a distribuicdo dos valores de
uma amostra pelas medidas de dispersdo:
desvio absoluto médio, variancia e desvio-
-padrao?

@
3
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Painel de voos do aeroporto de Vitéria (ES).

SERGIO V S RANGEL/SHUTTERSTOCK

Foto de 2020.
2. A informacao

As planilhas eletronicas tém diversas utilidades em situacdes cotidianas e possibilitam analisar do nimero de voo

grande quantidade de informacdes de modo organizado em um s6 local. Por ser dinamica, é
possivel atualizar informacdes em uma planilha desse tipo a qualquer momento, de modo rapi-
do e simples. Para tal, os dados sdo organizados e distribuidos em linhas e colunas, o que facilita
na hora de identificar alguma informacéo especifica.

Além da teoria Além da teoria: 1. O niUmero do voo, o destino, o portdo, o horario
previsto e observagdes.

1. Na planilha da fotografia, quais sdo as informacdes apresentadas?

2. Aiinformacéo do nimero de voo de todos os voos esta apresentada em linha ou em coluna?
Justifique sua resposta.

3. Cite outros exemplos do cotidiano em que os dados podem ser representados por meio
de planilhas como as do painel de voos.

estd apresentada
em coluna, pois
os dados estéo na
vertical.

3. Resposta
pessoal. Exemplo
de resposta:
Atendimento

em um pronto
atendimento,

com horario de
chegada, nome
do paciente,

sala em que sera
atendido e médico
que atendera o
paciente.
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Comente a introdugao,
enfatizando que o
estudo das matrizes

se desenvolveu a

partir dos sistemas
lineares. Ressalte que,
ao resolver um sistema
linear, operamos apenas
com os coeficientes
numeéricos e os termos
independentes; assim,
podemos representar o
sistema por uma tabela
formada apenas por
esses numeros, ficando
subentendidas as
incognitas.

Aproveite o contexto
sobre qualidade das
estradas pavimentadas
no Brasil para abordar
0 ODS 9. Proponha
uma pesquisa a
respeito de verbas
publicas destinadas

a infraestrutura do
municipio ou regido

e a qualidade dessa
infraestrutura na
percepgao dos
moradores ou dos
estudantes.
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1. Um pouco de histoéria

Por volta de 250 a.C., foi escrito na China o livro
Chiu-Chang Suan-Shu (Os nove capitulos da arte
matemdtica), de autor desconhecido. Essa obra tra-
ta de 246 problemas relacionados a mensuracdo
de terras, agricultura e impostos, por exemplo. Um
dos problemas tem o seguinte enunciado:

Trés fardos de uma boa colheita, dois fardos de
uma colheita mediocre e um fardo de uma colhei-
ta ruim foram vendidos por 39 dou. Dois fardos da
boa, trés da mediocre e um da ruim foram vendi-
dos a 34 dou; e um da boa, dois da mediocre e trés
da ruim foram vendidos a 26 dou. Qual foi a quan-
tia recebida pela venda de cada fardo da boa co-
Iheita, da colheita mediocre e da colheita ruim?

Elaborado com base em: EVES, H. Introducao a
histéria da matematica. 5. ed. Campinas, SP:
Editora da Unicamp, 2011.

Pagina do livro

O equacionamento desse enunciado, usando a Chiu-Chang Suan-Shu.

notacdo moderna, conduz ao sistema:

3x+2y+2z = 39
2x+3y+z = 34
X+2y+3z = 26

No livro, esse sistema é resolvido com o uso de uma tabela, reproduzida a seguir, na
qual sdo relacionados os coeficientes das incégnitas e os termos independentes das
equacoes.

1T 2 3
2 3 2
31 1
26 34 39

Atualmente, esse tipo de tabela é chamado de matriz. Esse é um dos registros mais
antigos de uma matriz, o que nos leva a crer que o estudo das matrizes teve como mo-
tivacdo histérica inicial a necessidade de resolver sistemas de equagées do 12 grau.

Somente no século XIX, o matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) sistematizou
a teoria das matrizes, com base em um estudo sobre transformacdes lineares.

As matrizes facilitam significativamente o estudo de fendmenos que envolvem mais
de uma variavel. Um dos exemplos mais atuais de sua aplicacdo estd na computacdo
gréfica, em que a manipulacdo de imagens computadorizadas é feita por meio de trans-
formagGes geométricas, definidas a partir de operacdes entre matrizes.

Oriente os estudantes a consultar as paginas
6 e 7 para saber mais sobre este e os demais

2. O conceito de matriz
Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.

Em novembro de 2023, a Confederacdo Nacional do Transpor-
te (CNT) divulgou o relatério de uma pesquisa sobre a qualidade
das estradas pavimentadas no Brasil. Esse estudo foi realizado em
uma amostra de 111.502 km de rodovias brasileiras, conforme des-
creve a tabela a seguir, em que as estradas séo distribuidas segundo
as regides (numeradas de 1 a 5) e as jurisdi¢oes (1 e 2).

0DS 9

Trecho da rodovia Ferndo Dias, BR-381,
em Minas Gerais. Foto de 2024.

o
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Extensao, em quilometro, das rodovias
avaliadas, por regido brasileira

Regiao . . 5 . Fonte: CONFEDERACAO

Rodovias (1) Rodovias federais (2) Rodovias estaduais NACIONAL DO
TRANSPORTE; SERVICO

(1) Norte 10.251 3.478 SOCIAL DO TRANSPORTE;

(2) Nordeste 20.400 9.169 SERVICO NACIONAL DE
APRENDIZAGEM DO

(3) Sudeste 11.653 19.081 TRANSPORTE. Pesquisa

(4) Sul 11.819 6.880 CNT de rodovias 2023.
Brasilia: CNT: SEST SENAT:

(5) Centro-Oeste 11.693 7.078 ITL, 2023.

Note a simplicidade dessa tabela. Por exemplo, a intersec¢do da linha 2 (Nordeste)
com a coluna 1 (Rodovias federais) informa que, nessa pesquisa, foram avaliados
20.400 km de rodovias federais da regido Nordeste; analogamente, a interseccdo da
linha 5 (Centro-Oeste) com a coluna 2 (Rodovias estaduais) informa que foram avaliados
7.078 km de rodovias estaduais da regido Centro-Oeste.

As tabelas sdo muito Uteis no cotidiano, pois permitem a visualizacdo simplificada e
global do cruzamento de duas ou mais informag&es sobre um ou mais objetos de estudo.
Essa ideia também é aplicada nas Ciéncias, com o mesmo obijetivo, isto é, simplificar a
representacdo do cruzamento de informagdes a respeito de objetos de estudo.

Em Matematica, tabelas como essa sdo chamadas de matrizes. Neste capitulo, vamos
estudar a relagdo de igualdade e algumas operacdes com matrizes.

Observacao

Chama-se matriz do tipo /7 x ntoda tabela de nimeros dispostos em m linhas

A m x n é lido como
e n colunas. Tal tabela deve ser representada entre parénteses () ou colchetes [ ].

“m por n”.

Exemplos
6 7
a. | -4 0 ) € uma matriz do tipo 3 x 2, pois tem 3 linhas e 2 colunas.
2 -1

b. [3 2 —5]é uma matriz do tipo 1 x 3, pois tem 1 linha e 3 colunas.

Representacio genérica

Indicamos por @, o elemento posicionado na linha i e na coluna j de uma matriz A.

Exemplo
Na matriz: 6 7
An=l-4 0
2 -1
* 0 elemento 6 esta na linha 1 e na coluna 1; por isso, € indicado por a,,, ou seja,
a,, =6
* 0 elemento 7 esta na linha 1 e na coluna 2; por isso, € indicado por a,,, ou seja,
a,=7;
* de modo analogo, temos a,, = -4, a,,=0,0,, =2ea,,=-1.

Representamos genericamente uma matriz A do tipo m x n da seguinte maneira:

a] 1 a1 2 a'l 3 te a] n

A _ aZl aZZ aZ3 te aZn
mxn . . . : :

am1 amZ am3 e amn

Como essa representacdo é muito extensa, vamos convencionar uma forma abrevia-
da. Essa matriz pode ser representada simplesmente por A = (a,) ou, quando nao

mxn

houver possibilidade de confusdo quanto ao tipo da matriz, por A = (a,).
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EXERCICIO RESOLVIDO A

1. Represente explicitamente a matriz A = (a,./,)2X4 tal

que g, = 20+

Resolucao

do tipo 2 X 4

A

Primeiro, representamos genericamente a matriz 4,

11 a’l 2 a’l 3 aﬂ;)
aZ‘l 022 023 azz.

Em seguida, calculamos o valor de cada elemento a,
pelaleia,=2i+:
a,=2-1+1=3
a,=2-1+2=4
a,=2+1+3=5
a,=2-1+4=6

a,,=2-2+1=5
a,=2-2+2=6
a,=2-2+3=7
a,=2-2+4=8

3456)

luindo, A=
Concluindo, temos a matriz 5 6 7 8

Observacao

Indicamos por / a

matriz identidade
de ordem n.
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Algumas matrizes especiais

Matriz quadrada

Matriz quadrada é toda matriz cujo nimero de linhas é igual ao nimero de colunas.
O ndmero de linhas (ou de colunas) de uma matriz quadrada é chamado de ordem
da matriz.

Exemplos
4 9 0
a. | -6 2 4 ) éuma matriz quadrada 3 x 3, ou de ordem 3.
3 5 =22

b. (g _?> € uma matriz quadrada 2 x 2, ou de ordem 2.

c. (5) é uma matriz quadrada 1 x 1, ou de ordem 1.

Em uma matriz quadrada A de ordem n, os elementos a, tais que i = j formam a dia-
gonal principal da matriz, e os elementos a,taisque i+ j=n+1 formam a diagonal
secundaria. Por exemplo:
diagonal secundaria

diagonal principal

Matriz identidade

A matriz (I) é qualquer matriz quadrada cujos elementos da diagonal principal sdo iguais
a 1 e todos os demais elementos sdo iguais a zero sdo chamadas de matriz identidade.

Exemplos

10 0
10
a. /3=<0 1 0> b./2=(0 1)

0 0 1

< l,=()

Matriz nula
Toda matriz cujos elementos sédo iguais a zero é chamada de matriz nula.

Exemplos

00
0 0O 0)
a. <O O) b. (0 0 0 0

00

c. (0)

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Matriz transposta

Transposta de uma matriz A é a matriz A' na qual os nimeros que formam cada co-

luna i de A sdo, ordenadamente, iguais aos nimeros que formam cada linha i de A'.

Exemplos
5 —4
a. Atranspostade A, ,=|6 2 |éamatrizA , =
o 7

b. Atranspostade B, ,=(2 0 -5 8)¢éamatriz B}

4 1

3. Igualdade de matrizes

Duas matrizes do mesmo tipo sdo iguais quando todos os seus elementos correspon-

dentes sdo iguais.

(2

[©))

oN

-5
8

N O©
S~

EXERCICIO RESOLVIDO

2
2. Determine o nimero real x tal que: <g X - 5) = <6

0
Resolucao

elementos correspondentes forem iguais, isto é:

6 =6

X*-5 = 11 x* =16
=

0=0 {x=4

X =4

que as matrizes sao iguais se, e somente se, x= 4.

N

11)
L)

As matrizes sao do mesmo tipo (2 x 2). Logo, elas serdo iguais se, e somente se, 0s

Como o ndimero 4 é a Gnica solugdo comum as duas equacoes do sistema, concluimos

X =
X =

Observacao

Note que a trans-
posta de uma ma-
trizdo tipomxné
uma matriz do tipo
nx m.

Em duas matrizes
do mesmo tipo
(matrizes que tém
0 mesmo ndmero
de linhas e o mes-
mo ndmero de co-
lunas), elementos
correspondentes
sao aqueles que
ocupam a mesma
posicdo, em rela-

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

\géo a cada matriz. )

Faca os exercicios no caderno.

1. O grafico mostra os trés paises do G20 que tiveram o
maior aumento nas taxas percentuais de inflagdo no
periodo de janeiro a outubro de 2022 e de 2023.

Segundo o IBGE, inflagdao é o nome dado ao aumento
dos precos de produtos e servicos. Ela é calculada pelos
indices de precos, comumente chamados de indices de
inflacao.

Fonte: FERRARI, H. Brasil termina 2023 com a

72 maior inflacdo do G20. Poder 360, 13 jan. 2024.
Disponivel em: https://www.poder360.com.br/
poder-economia/economia/brasil-termina-2023-com-
a-7a-maior-inflacao-do-g20/. Acesso em: 25 jul. 2024.

Os trés paises do G20 que registraram maior inflagao
acumulada em 2022 e 2023

Taxa de inflacao (%)

250 1

200 T
150 1

100 1
50

211,4
94,8
r 64,3 64,8
D e =
j |
Argentina Turquia Russia
Pais
W 2022 2023

Comente com os estudantes que o G20 é um grupo formado por ministros de financas e chefe de bancos centrais das 19

maiores economias mundiais mais a Unido Africana e a Unido Europeia, com o objetivo de fortalecer a economia internacional.
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94,8 211,4
1.a.A= [64,3 64,8]
12,1 7,7
Numerando por 1, 2 e 3 os paises: Argentina, Turquia
e Rissia, respectivamente, e por 1 e 2 os anos 2022 e
2023, respectivamente, responda aos itens seguin-
tes, de acordo com o grafico.

a. Construa a matriz A= (g,) em que a, representa a
taxa anual de inflagao do pais /no ano .

b. Qual dos trés paises considerados no grafico teve o
menor aumento percentual da taxa inflacionaria no

periodo de janeiro a outubro de 2022 e de 20237

. . o 1. b. Russia.
c. A inflacdo tem consequéncias na economia e, em

Gltima instancia, no dia a dia dos consumidores.
Pesquise por que ela surge e quais sao 0s seus
efeitos no cotidiano das pessoas.

1. c. Resposta pessoal.

. Umarede comercial é formada por cinco lojas, numera-

das de 1a5. Atabelaaseguir mostra o faturamento,
em real, de cada uma dessas lojas nos quatro primeiros
dias de janeiro.

1.950 2.030 1.800 1.950
1500 1.820 1.740 1.680
5o A ig 3.010 2.800 2.700 3.050
" . ;) |2500 2420 2300 2680
1.800 2.020 2.040 1.950

DIRCEU PORTUGAL/FOTOARENA

Cada elemento a, dessa matriz é o faturamento da
loja ino dia i
a. Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 2?
. 2. a. R$ 2.800,00
b. Qual foi o faturamento dessa rede de lojas no dia 3?
. . 2. b.R$ 10.580,00
c. Qual foi o faturamento da loja 1 nos quatro dias?
2.¢.R$ 7.730,00

. Represente explicitamente cada uma das matrizes.

a. A=(ay),,, talque a,=i+2j

13 4
1,se/=3'/p'A_<3 15
b.A=(a), . talquea=< . °~ |
ij72%3 J {I+j,S€I;éj
c. A=(a), , tal =) sea=(1 )
T Wijlaxa! queai/_ -1 1

4, Sendo A= (aij)zo><20'

a. a soma dos ndmeros que compoem a diagonal
principal da matriz A. 4. a. 630

coma, =2i+), calcule:

b. a soma dos nimeros que compdem a diagonal se-
cundaria da matriz A. 4. b. 630

5. Sendo /, a matriz identidade de ordem 2, determine o
ndmero real xtal que: 5.x = -2

xX2-3 x+2 .y
0 1) 2

6. Obtenha os valores reais de pe gde modo que a matriz
aseguirsejanula. 6.p=1eqg=3
0 3p-q O
p+qg-4 0 0

X% - 5x 2
7. Dadas as matrizes A= 8 x2-16 | e
6 12

B= <_4 8 6 ) determine o ndmero real x tal
2 0 x*-x

queA=B. 7.x=4

8. Elabore um problema envolvendo a representacao

83 matricial de dados numéricos associado a alguma
situacao do cotidiano. Em seguida, troque o proble-

ma elaborado com um colega para que um resolva o
problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
discutam as resolucdes. 8. Resposta pessoal.

Para retomar os conteilidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.

4. Adicao de matrizes

Uma concessionaria de automéveis é formada pelas lojas A e B. Em um estudo realiza-
do por essa empresa sobre a aceitacdo de 2 novos modelos de veiculo nos 4 primeiros dias
de fevereiro, foram obtidos os resultados apresentados nas matrizes a seguir.

A=(2 3

5 /30 2 3
1253>e3_<4245)

As matrizes A e B sdo tais que:

® a matriz A descreve o desempenho da loja A, de modo que cada
elemento a, € o nimero de unidades vendidas do modelo i no dia j;
® a matriz B descreve o desempenho da loja B, de modo que cada
elemento b;/ é o nimero de unidades vendidas do modelo i no dia j.
Se quisermos representar por uma Unica matriz as vendas diarias
desses novos modelos nas duas lojas juntas, no periodo considerado,
podemos construir a matriz C, , na qual cada elemento c, é a soma
de seus correspondentes g, e b, nas matrizes A e B, isto é:

Concessionaria de veiculos em Campo
Mourao, Parana. Foto de 2019.
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2+3 340
1T+4 2+2 544 3+5

1+2 5+3)=<5 3 3 8)
5 4 9 8

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Assim, cada elemento G da matriz C representa o nimero de unidades vendidas do
modelo i no dia j pelas duas lojas juntas. A operagédo efetuada com A e B é chamada de
adi¢ao de matrizes, e C é chamada de matriz soma de A e B. Generalizando, definimos:

Observacao

A soma de duas matrizes do mesmo tipo, A e B, é a matriz em que cada elemen-

! Indicamos essa
to é a soma de seus correspondentes em A e em B.

soma por A + B.

Exemplo
4 7 2 1\ _
<—5 3>+(-3 —6) =

Matrizes opostas

(5 )

Dada} uma matriz A, chama-se oposta de A a matriz que, adicionada com A, resulta Observacido
na matriz nula. ]
A matriz oposta de A
Exemplo é indicada por —A.

2 0
7 -8

en=(t 93 9= 9

5. Subtracao de matrizes

Retomando o exemplo das concessiondrias de automéveis, se quisermos uma matriz
que compare as vendas da loja A com as vendas da loja B, dos novos modelos nos 4 primei-
ros dias de fevereiro, podemos construir a matriz D, , na qual cada elemento d|, represente

a diferenca entre seus correspondentes ae b,; , nessa ordem, nas matrizes A e B, isto é:

D = <2—3 3-0 1-2 5—3) _ (—1 3 -1 2)
1-4 2-2 5-4 3-5 -3 0 1 =2
Assim, cada elemento d; da matriz D representa o desempenho da loja A em relagao
a loja B. O elemento d,, = 3, por exemplo, indica que a loja A vendeu 3 unidades a mais
que a loja B do modelo 1 no dia 2. A operacéo efetuada com A e B é chamada de sub-

tracdao de matrizes, e D é chamada de matriz diferenca de A e B, nessa ordem. Gene-
ralizando, definimos:

Dada a matriz A = ( > sua oposta é —A = ( 7 8)' pois:

Observacao

A diferenca de duas matrizes do mesmo tipo, A e B, nessa ordem, é a soma de Indicamos essa dife-
A com a oposta de B. renca por A — B.

Exemplo

9 6 2 4
SendoA=< 4 o>eB=<_3 5>,temos:
-4 -1 1 -1
9 6 -2 -4 7 2
A—B=A+(—B)=<4 0>+<3 —5>=<7 —5>
-4 - -1 1 -5 0

Para simplificar esse procedimento, podemos subtrair os elementos correspondentes
emAe8B:

9 6 2 4 9-2 6-4 7 2
A-B=[ 4 o0])-(-3 5]=|4-(-3) 0-5|=| 7 -5
-4 -1 1 -1 —4-1 -1-(=1) -5 0
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6. Multiplicacao de um numero real por uma matriz

Recorrendo novamente ao exemplo das concessiondrias, considere que a loja de automodveis A estabeleca a
meta de dobrar as vendas diarias dos novos modelos no mesmo periodo do ano seguinte. Essa meta pode ser

representada pela sequinte matriz:

2A=2-<2 31

1 2 5 3

)=<462 10)
2 4 10 6

Note que, para obter essa matriz, multiplicamos cada elemento da matriz A por 2. Nesse caso, efetuamos uma

multiplicacdo de um ndmero real por uma matriz, definida a seguir.

Observaciao

Indicamos esse pro-
duto por k- Aou KA.

Exemplo

O produto de um nidmero real k por uma matriz A é a matriz em que cada
elemento é o produto de seu correspondente em A pelo nimero k.

oG (22

EXERCICIOS PROPOSTOS

9.a.<

6 8 —1)
7 -2 7

0 1 25 5 5 26
9. b. (—4 ~10 —7) 9.c. (3 -15 5)

Faca os exercicios no caderno.

9. Dadasasmatrizes:A:(2 3 8),B=<4 > _9>

1 -4 0 6 2 7
2 0
eC=| 8 6 |, determine:
-4 -10
a. A+ B b.2A-B c.3A—%'Ct

10.Relina-se com um colega, escolham trés matrizes do
gmesmo tipo, A, B e (, e verifiguem se valem as pro-
priedades a seguir.

a.(A+B)+C=A+(B+ ()
b.A+B=B+ A 10.b.sim

10. a. sim

c. A+0=0+ A=A emque 0 é a matriz nula do mes-
mo tipo de A. 10.c. sim

11.Faca o que se pede. (4 _8 10>
7 -10 0

a. Determine a matriz Atal que:

17 5 -1 8 12 6

A+t )=( )

= (3 4. -

11.b.x_(1 5), 02 3/7\7 -2 12
b. Determine as matrizes Xe Y'tais que:

1 -1
y= (4 3\, , (25
(> 1) X+Y_(_1 6)ex Y_<3 4)

12.Uma empresa é formada por duas fabricas, A e B, de
placas solares fotovoltaicas. Cada uma delas produz
trés modelos de placas, denominados modelo 1, mo-
delo 2 e modelo 3. As matrizes a seguir apresentam
as producoes dessas fabricas nos 2 primeiros dias de
determinado més.

51 62 75 82
A=149 51)eB =86 95
62 58 82 88

Considera-se que:

» amatriz A descreve o desempenho da fabrica A, de
modo que cada elemento g, & o nimero de placas
do modelo i produzidos no dia j;

» a matriz Bdescreve o desempenho da fabrica B, de
modo que cada elemento b,./. € o nimero de placas
do modelo iproduzidos no dia .

Em relacao ao periodo de tempo considerado nessas
matrizes, responda aos itens seguintes.

a. Quantas placas do modelo 1 foram produzidas pela
fabrica A no dia 27 12. a. 62 placas

b. Quantas placas do modelo 1 foram produzidas pela
fabrica B no dia 2? 12. b. 82 placas

¢. Quantas placas do modelo 1 foram produzidas pe-
las duas fabricas, juntas, no dia 27 12. c. 144 placas

d. Quantas placas do modelo 2 foram produzidas pe-
las duas fabricas, juntas, no dia 1? 12. d. 135 placas

e. Construa a matriz Cem que cada elemento ¢,repre-

sente o nimero de placas diarias do modelo / pro-
duzidas pelas duas fabricas juntas no dia j.

f. Construa uma matriz D, , que compare o desem-
penho da fabrica A com o da fabrica B, em relagao

ao ndmero de placas fabricadas em cada dia.
12. e. Resposta no final do livro. 12. f. Resposta no final do livro.

13.Elabore um problema envolvendo adicao e/ou subtra-
gggéo de duas matrizes 3 x 3. As matrizes devem estar
associadas ao preco de um produto de trés marcas
“distintas e, cada um, com 3 modelos ou caracteristicas
em duas lojas, A e B. Em seguida, troque o problema
elaborado com um colega para que um resolva o
problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
discutam as resolugdes. 13. Resposta pessoal.
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Para retomar os conteilidos estudados, resolva os exercicios complementares 4 e 5.
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7. Multiplicacao de matrizes

Ao fazer o controle de estoque de uma cafeteria, o gerente estimou
que seriam necessarias as quantidades de café descritas, a seguir, na ta-
bela "Quantidade de cada tipo de café usado em certa cafeteria".

A avaliacdo de custo foi realizada com dois fornecedores, cujos precos
por quilograma sdo descritos na tabela "Preco por quilograma de cada
tipo de café informado por dois fornecedores".

Quantidade de cada tipo de café

usado em certa cafeteria Apds conceituar a
- " ° - multiplicagdo de
Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 matrizes, conforme
Tradicional Gourmet Descafeinado Aromatizado é feito na introdugéo

desse item (cafeteria),
sugerimos uma incursao
pelas transformacoées
geométricas.

Massa (kg) 80 90 40 50

Elaborado para fins didaticos.

Preco por quilograma de cada tipo de café
informado por dois fornecedores

Fornecedor 1 Fornecedor 2
Tipo 1 R$ 28,00 R$ 27,50
Tipo 2 R$ 30,60 R$ 32,50
Tipo 3 R$ 37,00 R$ 35,80
Tipo 4 R$ 35,50 R$ 33,00

Elaborado para fins didaticos.

Para suprir o estoque de café, qual sera o gasto da cafeteria se os produtos forem
comprados do fornecedor 1?7 E se forem comprados do fornecedor 27
As duas tabelas podem ser representadas, respectivamente, pelas matrizes:

28,00 27,50
30,60 32,50
A=(80 90 40 50) B=137.00 35,80
35,50 33,00

Considera-se que:
e cada elemento a, da matriz A indica a quantidade de café tipo j que deve ser comprada;
* cada elemento b, da matriz B representa o preco por quilograma do café tipo i no

fornecedor j.

Para calcular o orcamento de cada fornecedor, efetuamos as seguintes operagdes:
e fornecedor 1: 80 - 28,00 + 90 - 30,60 + 40 - 37,00 + 50 - 35,50 = 8.249,00;
e fornecedor 2: 80-27,50 + 90- 32,50 + 40 - 35,80 + 50 - 33,00 = 8.207,00.

Organizando esses resultados em uma matriz G, tal que cada elemento ¢, representa
o orcamento do fornecedor j, temos:

C=(8.249,00 8.207,00)

A matriz C é chamada de matriz produto de A por B, nessa ordem, que indicamos por

A+ B= Cou AB= C. Desse modo, os dados numéricos dessa consulta de precos podem ser

representados por:
28,00 27,50

30,60 32,50
37,00 35,80
35,50 33,00

Essa situacdo vai ajudar a entender o conceito de multiplicacdo de matrizes. Mas,
antes desse conceito, vamos definir o produto de uma linha por uma coluna.

(80 90 40 50) - = (8.249,00 8.207,00)
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Produto de linha por coluna

Dadas as matrizes A = (a.) e B=(b.), _, consideremos a linhaide Aea
i . S ij7m x k ij’k x n
coluna j de B, isto é: b
1j
bz/
(an Uy g o aik) = b3,-
b

kj
O produto da linha i pela coluna j é definido por:
a,- b”. +a,- bz/ +a,- b3/. 5 coo 7 @y, 2 bk/
Ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da linha i pelos elementos
da coluna j e adicionamos os resultados obtidos.

O esquema a seguir ajuda a compreender essa defini¢do.

b..
= 1j
Observacao b
2
Note que, para exis- b..
tir o produto de uma 3 = 9 b” + aizbzl' + a’3b3/ toet a’kbk/
linha por uma colu- : produto da linha i
na, as duas devem bkl pela coluna j
ter o mesmo nime- /) y

coluna j
ro de elementos. ) a, a, a; .. g, /

de B
linha ide A
Exemplo
3 4 2 6 2 2
Considerando as matrizes A = [ ] eB=1-4 5 1|, temos que:
6 -2 0
51 3
e 0 produto da 12 linha de A pela 22 colunade Bé:3-2+4-5+2-1=28
[ 6 2 2]
3 4 2
A = B = —_
[6 2 o] ¢ 45

(9]
—_

A=

1
3

e 0 produto da 22 linha de A pela 32 colunade Bé: 6-2+(-2)-1+0-3=10
2
1
3

[3 4 2

] 6
eB=|-4
6 -2 0 5

Multiplicacao de matrizes

Observacao . . . .
O produto da matriz A= (a,),  , pela matriz B=(b,)  €amatrizC=(c),
Esse produto é indi- tal da el toc & ldt da linha i de A I] pl ' de B jrmp
cado por A+ Bou AB. al que cada elemento ¢, € o produto da linha i de A pela coluna j de B.
Exemplo
(3 5 _ (4 5 =2 .
SendoA—<2 O)eB—(2 ] 3>,temos.
AB—(3 5)_(4 5 _2)_ 3445-2 3:545-1 3-(-2)+5-3
“\2 0/ \2 1 3) \2:440-2 2:540-1 2-(-2)+0-3
Cap_ (22 20 9
"AB_<8 10 —4)
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Observe que o elemento a,, da matriz AB é o produto da linha 1 de A pela coluna 1
de B; o elemento a,, € o produto da linha 1 de A pela coluna 2 de B; e assim por
diante.

Notas:

1. Se A e Bsdo matrizes, existe o produto AB se, e somente se, o nimero de colunas de A
€ igual ao ndmero de linhas de B. Considere os exemplos a seguir.

a. Existe o produto: A - B Reflexao: S.im, existem matrizes ndo nulas A e B tlais que A-B=B"-A.Quando isso
3x4  T4AxS acontece, dizemos que A e B comutam na multiplicagao.
iguais Por exemplo, as matrizes néo nulas A = [j ?]e B= [_l 2] comutam na multiplica¢&o.
~ . Observe:
. N xi r A B
b. Nao existe o produto: A, .- B, , AB_[4 0] [1 o]_[4 0] BA_[1 0] [4 O]—[“ O]
A A .B = . - A= . =
4 1 -4 4 0 4 -4 4] 4 1 0 4
diferentes

2. A matriz C, tal que C = AB, tem 0 mesmo nimero de linhas de A e 0 mesmo nimero
de colunas de B, isto é:

mx k : kxn m xn
Reflexao
Por exemplo:
_ . _ Existem matrizes
a. Ay st Bis =G b. AL B =G nao nulas, A e B, tais
3. A multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa, como se observa nas notas 1 e 2. queA-B=B-A?

EXERCICIO RESOLVIDO )

3. Determine a matriz Xtal que: G 2) cX= (_g)
Resolugao

Primeiro, vamos determinar o tipo da matriz X:

b xmts)

mxn
2x2 T T 2x1
A A
devem devem

seriguais  ser iguais
O ndmero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao nimero de linhas de X;
portanto, m= 2.

O ndmero de colunas da matriz X deve ser igual ao nimero de colunas da matriz
produto; portanto, n= 1.
a

b
2 3\.(a\_[( & 2a+3b _(A)
(5 2 (5)=(e)= ( a- b ) A
2a+3b=14
a-4b=-9
Para resolver esse sistema de equagdes, multiplicamos a segunda equacao por —2:
{ 2a+3b=4
-2a0+8b=18
Adicionando essas equagdoes membro a membro, temos:
0ag+11b=22=>b=2
Substituindo b por 2 em 2a + 3b = 4, obtemos:
26+32=4=>a=-1

Assim, a matriz X é do tipo 2 x 1. Sendo X = ( ) temos:

Portanto: {

Assim, concluimos que: X= (“;)
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Mentes brilhantes

A computacéao grafica

A computacdo grafica pode ser definida como o conjunto de métodos e técnicas

BBVA FOUNDATION

utilizados para converter dados numéricos em um dispositivo grafico via compu-
tador. Esses dados numéricos sdo inseridos na forma de matrizes.

Embora a computacdo gréfica tenha origem por volta de 1950, quando foi
construido o primeiro computador com recursos gréficos de visualizacdo de dados
numéricos, s6 em 1962 ela ganhou impulso, gracas ao trabalho do doutor Ivan
Sutherland: Sketchpad - a man-machine graphical communication system. Esse foi
o primeiro editor grafico no qual era possivel criar imagens digitais, movimenté-las
e transformé-las. Ele passou a ser usado nas industrias automobilisticas e aeroespa-
ciais norte-americanas. Foi uma fabrica de automaveis a precursora dos primeiros
programas de CAD (Computer Aided Design). Até o fim da década de 1960, quase

todas as industrias automobilisticas e aeroespaciais j4 utilizavam esses programas.
Ivan Edward Sutherland,

pesquisador estadunidense, Elaborado com base em: PINHO, M. S. Computacao gréfica. Grupo de realidade
um dos pioneiros da virtual (GRU) da Escola Politécnica PUC-RS, [2022]. Disponivel em: https://
computacdo grafica. www.inf.pucrs.br/~pinho/CG/Aulas/Intro/intro.htm. Acesso em: 25 jul. 2024.
o 41.000 55.000
EXERCICIOS PRO POSTOS 18.a.C= <29_000 39.000> Faca os exercicios no caderno.
14.Dadas as matrizes A= < 2 6>’ B= <4> o 18.Umaindistriatéxtil produzummodelo de camisetaem
. -1.0 3 %tres tamanhos: pequeno (P), médio (M) e grande (G),
C=(1 -2), determine, se existirem: usando na confecgao de cada camiseta dois tipos de
a. A-B 14. a. (26) d. /2 14.d. (—2 12> fio: Te 2. A tabela 1, a segl_Jir, d~escreve a quant_idade
j4 _ , -2 -6 de cada fio usada na fabricacao de cada camiseta.
b. A+ C 14. b. ndo existe e. B” 14.e. nao existe A tabela 2 descreve a producdo dessas camisetas
c. B-C14. c.<g ‘2) nos meses de janeiro e fevereiro.
(Observacdo: A’ = A+ A) Tabela 1 - quantidade de fio utilizado, em grama
171
15.Sendo as matrizes A= (1 2 3) B=14 4)e . ELIEL Il P M G
0O 6 1 > Fio
C= < 1 _1 1) determine: 15.a. (;g ;2) Fio 1 60 70 80
- - 10 3 Fio 2 40 50 60
a A-B 18 4\ d [-A 154 (o 2 1)
15.b. | 4 32 16 Elaborado para fins didaticos.
b. B-A > 16 8/ e. B-C 0 0O
c. Al 15.c. ((1) Z ?) 15.e. 8 8 g Tabela 2 - unidades fabricadas
Més . .
16.0bservando sua resolugao dos exercicios anteriores, Tamanho Janeiro Fevereiro
classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afir-
magcoes a seguir. P 200 300
a. Se Pe Qsao matrizes quaisquer tais que existam os M 300 300
produtos PQ e QP, entdo PQ= QP. 16. a. falsa
_ . . = G 100 200
b. Se P & uma matriz qualquer do tipo m x n, entao:
P-I =Pel -P=P 16.b.verdadeira Elaborado para fins didaticos.
c. Se o produto de duas matrizes, Pe Q, & igual a ma- Considerando apenas os meses apresentados na ta-
tr|z’nula, entao pelo menos uma das matrizes, Pou bela, retina-se com um colega e facam o que se pede
Q énula. 16.c. falsa nos itens a seguir.
17. Dadas as matrizes A— (1 2>, B= < 6)' obtenha a. Construam a matriz C_'= (C,./.) em que cada elemento
0 -3 -15 o represente a quantidade do fio j, em grama, usa-
amatriz Xtal que A- X=B. 17. X = (‘;‘) da para a confecgao das camisetas no més j.
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O exercicio 19 merece atengéo especial, pois introduz o conceito
de matrizes inversas.

b. Quantos quilogramas do fio 1 foram usados para a

confeccao dessas camisetas no més de janeiro?
18.b. 41 kg

¢. Quantos quilogramas do fio 1 foram usados para a
confeccao dessas camisetas no bimestre janeiro/

fevereiro? 18.c.96k
g 18. d. 94 kg

d. Quantos quilogramas de fio foram usados na con-
feccao dessas camisetas no més de fevereiro?

19.Uma matriz quadrada A de ordem n € invertivel se, e

somente se, existe uma matriz quadrada Bde ordem n
talque: AB=BA=1/,emque/ éamatrizidentidade de
ordem n. As matrizes Ae Bsao chamadas de inversas
entre si, e tal fato & indicado por B= A~ (lemos: "B é
igual & inversa de A") ou A= B (lemos: "4 é igual &
inversa de B”).
Uma importante propriedade garante que para matri-
zes quadradas A e B, de mesma ordem n, se AB= 1/,
entao BA =/ . Assim, para verificar se duas matrizes
de mesma ordem sao inversas, basta calcular um dos
produtos: ABou BA. Considere o exemplo a seguir.

. (11 _ L -1\ = .
AsmatrlzesA_(3 A>EB_<—3 1>sa0|n

O

=5 .) (5 71 -

Nao é preciso calcular o produto BA, pois se AB= 1, a
propriedade anterior garante que BA= /.

De acordo com essas informacoes, faga o que se pede.

a. Verifique se as matrizes C = (‘;’ g) e
19. a. S&o inversas entre si.

D = < 3 _g’) sao inversas entre si.

b. Verifique se as matrizes £ = (; L1'> e

F = ( & 0> sao inversas entre si.
-1 3 19. b. N&o sdo inversas entre si.

¢. Determine, se existir, a inversa de cada uma das

matrizes: G = <1 3)eH = (2 3>.

1 4 4 6
19.¢c.G"' = < :’ _?); néo existe a inversa de H.

20.Se A, X e Y sao matrizes, sendo A nao nula, tal que
A-X=A-Y,posso concluir que X=Y? 20. nao

21.Elabore um problema envolvendo multiplicagao de
83 duas matrizes. Em seguida, troque o problema elabo-
rado com um colega para que um resolva o problema
elaborado pelo outro. Por fim, analisem e discutam as

resolucades. 21. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 6 a 9.

A criptografia é um conjunto de principios e técnicas aplicado na codificacdo e
decodificacdo de mensagens. Uma dessas técnicas utiliza o conceito de matriz. Converse
com os colegas sobre a criptografia e sobre como os conceitos matematicos que vocé
aprendeu nesse capitulo estdo presentes nessa situacdo. Como sugestdo, vocé pode assistir
ao video O gabarito secreto. Disponivel em: https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1100.

Acesso em: 16 out. 2024.

Também sugerimos o livro de Simon Singh, O livro dos cédigos, que narra a histéria
de criadores e decifradores de cédigos, comecando quinhentos anos antes de Cristo e
chegando até hoje, quando a criptografia é usada na internet e em operac¢des bancérias.

8. As matrizes e as transformacoes geométricas

Com o progresso da informatica, a teoria das matrizes
tornou-se ferramenta bésica na area da computacdo gra-
fica, em que é frequente a necessidade de alterar tama-
nho, posicao ou forma de uma imagem computadorizada.

As alteracdes em uma imagem processada por com-
putador séo realizadas por meio de fun¢ées matemati-
cas chamadas de transformacdes geométricas, entre
as quais apresentaremos trés, no plano cartesiano: a
translacdo, a rotacdo e a reflexdo.

Podemos aplicar o conceito de matriz para realizar
essas transformacoes, indicando cada ponto (x, y) do

. . [x
plano cartesiano pela matriz [y]' conforme apresenta-

remos a seguir.

Cena do filme O rei ledo (2019), direcao de
Jon Favreau, feito por computacao gréfica.
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Translacao

Quando realizamos o deslocamento de uma figura, conservando a forma, o tama-
nho, a direcdo e o sentido da figura original, efetuamos uma translacao.

Na figura 1, a silhueta tracejada representa a posicdo inicial da ilustracdo da arvore que
foi transladada 3 unidades para a direita e 2 unidades para cima; para isso, efetuamos

a adicdo m + B] para cada ponto m da figura na posicao inicial, obtendo os pontos

X+3 . .
[y+ 2] da figura colorida.

Rotacao

A rotacao gira a figura em torno de um ponto referencial, conforme o exemplo a
seqguir.

. X A . . .
Para rotacionar um ponto [y] de um angulo de medida positiva «, no sentido

y anti-horario, em torno da origem O, efetuamos a seguinte multiplicacdo de matrizes:
cosa —senal . [X . . . X .
[sen o COS a ] [y] Assim, na figura 2, para rotacionar cada ponto [y] da ilus-
tracdo na posicao inicial (representada pela silhueta tracejada) 30° no sentido anti-
-horario, efetuamos:
30° V3x-y
o — o X 2 . z
) [COS 300 sen 39 ] . [ ], obtendo os pontos da figura da arvore na
X sen 30° cos 30 y x+3y
Figura 2 posicdo final. 2

Como podemos
determinar as
coordenadas da
reflexdao de um
ponto (x, y) em
torno do eixo x por
meio da
multiplicacdo de

Reflexao em torno do eixo y

A reflexdo em torno do eixo y é a transformacéao que reflete cada ponto do plano
em torno do eixo y. Assim, a reflexdo de um ponto (x, y) em torno do eixo y é o
ponto (—x, ¥).

Essa transformacdo pode ser associada a multiplicacdo entre matrizes, como indi-

cado a sequir:
o 2l b= [V

= 1 0 X -X
izes? Reflexao:[ ]H = [ ]
\matrlzes. ) 0 -1 y y
~N
Conectado
Acompanhe como podemos .
. e INICIO
escreyer um algorltmo em Por- l e Ler as coordenadas x1 e yl do primeiro vértice.
tugués estruturado para deter-  w=== ¢ Ler as coordenadas x2 e y2 do segundo vértice.
. = N @wss © Ler as coordenadas x3 e y3 do terceiro vértice.
minar a reﬂexa_o deum trlar)QUIo - e Exibir a mensagem “Digite 1 para obter a reflexdo em
em torno do eixo you do eixo X, @wsss © torno do eixo x ou 2 para obter a reflexao em torno do eixo y”.
- e Ler valor 1 ou 2.
dadas ,as. coordenadas (x, y) de = < SE valor for igual a 1, faca:
seus vertices. . yl =yl - (-1)
. y2 = y2 - (-1)
. y3 = y3 -+ (-1)
e Exibir a mensagem “As coordenadas dos vértices do triadngulo
e refletido em torno do eixo x sao (x1, y1), (x2, y2) e (x3, y3)".
° Fim do SE
e SENAO, faca:
o x1 = x1 - (-1)
. x2 = x2 - (-1)
° x3 = x3 + (-1)
e Exibir a mensagem “As coordenadas dos vértices do tridngulo
e refletido em torno do eixo y sdo (x1, y1), (x2, y2) e (x3, y3)".
e Fim do SENAO
° FIM
J
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/ MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Transformac6es geométricas e ladrilhamento do plano

O mosaico é uma técnica que consiste em preencher uma superficie plana com
pecas menores e o termo esta associado ao grego mosaicon, que significa “obra pa-
ciente”. Composicdes artisticas desse tipo sdo milenares e estdo presentes nas mais
diversas culturas; em 1928, por exemplo, escavacdes arqueoldgicas no Iraque revela-
ram mosaicos sumerianos de cerca de 3500 a.C.

Uma intervencdo artistica mais recente, no centro do Rio de Janeiro, fez uma
homenagem aos povos indigenas da América Latina: a obra Murais do Abya Yala
composta de um mural de 10 painéis com mosaicos de ceramica. O conceito Abya
Yala é um termo usado para identificar o territério conhecido hoje com o continen-
te americano.

Com diferentes técnicas de mosaico moderno em ceramica, os artistas [dos Murais do
Abya Yala] contam que a ideia é ter no centro da peca uma unido entre as culturas e expe-
riéncias retratadas, representando a integracdo desses povos da América.

RODRIGUES, M. Centro do Rio vai ganhar mural de 30 metros em homenagem aos povos
indigenas da América Latina. G1, 15 abr. 2021. Disponivel em: https://g1.globo.com/rj/
rio-de-janeiro/noticia/2021/04/15/centro-do-rio-vai-ganhar-mural-de-30-metros-em-
homenagem-aos-povos-indigenas-da-america-latina.ghtml. Acesso em: 13 set. 2024.

Outro exemplo é o zellige, mosai-
co ceramico tradicionalmente mar-
roquino, composto de pequenos la-
drilhos de terracota esmaltados e
dispostos em padroes geométricos.
Os ladrilhos sdo feitos a mao, desde
a moldagem da argila até a aplica-
¢ao do esmalte colorido, e cada
peca é cuidadosamente cortada e
polida antes de ser montada no pa-
drdo desejado.

Além de sua beleza estética, o
zellige também tem um significa-
do cultural, refletindo a histéria e
tradicdes do povo marroquino.

O zellige é usado abundante-
mente na Madraca Ben Youssef adornando pisos, paredes, colunas e outras superficies
arquitetonicas.

A partir da ideia de mosaico, podemos compreender o que sdo os ladrilhamentos,
definidos a sequir:

[ladrilhamento €] a divisdo do plano em uma quantidade enumeravel de poligonos, de
modo que a unido de todos esses poligonos constitui todo o plano, e a intersecao de dois
desses poligonos ou é vazia ou é um vértice ou estd contida em uma linha poligonal.

OLIVEIRA, ]. F. M. Pavimentacdes no Plano Euclidiano. 2015.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) -
Universidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, 2015.

OBJETO DIGITAL QY[R

Descoberto um novo
ladrilhamento nao
periédico

Madraca Ben
Youssef em
Marrakech,

Marrocos.
Foto de 2023.
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N

Atividades

No estudo dos ladrilhamentos, podemos considerar aqueles compostos apenas
de poligonos regulares (chamados ladrilhamentos “bem-comportados”) ou aqueles
compostos de poligonos quaisquer.

Um ladrilhamento bem-comportado obedece as caracteristicas a seguir:
1. Os ladrilhos sdo apenas poligonos regulares.

2. O encontro de dois ladrilhos adjacentes sempre é entre seus vértices ou entre
seus lados, ou seja, o lado de um poligono nao se encontra com o vértice de outro.

3. A configuracédo de poligonos em torno de um vértice é sempre a mesma, isto
é, os poligonos em torno de todos os vértices sdo sempre 0s mesmos e na mesma
ordem.

Observe um exemplo de ladrilhamento bem-comportado na figura a seguir.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

Ladrilhamento composto
de dodecagonos regulares
e triangulos equilateros.

Nesse tipo de ladrilhamento, podemos perceber diferentes transformaces geomé-
tricas. Por exemplo, fixado um dos tridngulos da figura anterior, digamos o triangulo
A, o triangulo imediatamente a esquerda dele (no caso, o triangulo M) pode ser ob-
tido por meio de uma reflexdo do triangulo A em torno de um eixo vertical.

Ja os triangulos B, C, D, E e F podem ser obtidos por meio de rota¢des do triangu-
lo A em torno de um ponto, no caso, o centro do dodecaedro P. Além disso, o trian-
gulo N pode ser obtido por meio de uma translacdo horizontal do triangulo A.

1. c. Com apenas triangulos equilateros (6 triangulos em torno

de um mesmo vértice), ou com apenas quadrados (4 quadrados
em torno de um mesmo vértice), ou com apenas hexagonos ’ Faca as atividades no caderno. l
(8 hexédgonos em torno de um mesmo vértice).

1. Utilizando as ferramentas de um software | e. Quais transformacdes geométricas vocés podem

gg de Geometria dinamica, facam a composicao identificar nos ladrilhamentos bem-comportados
de dqis ladrilhamentos bem-comportados. produzidos por vocés nessa ativisladeF? . |
= Depois, respondam: 1. a. Resposta pessoal. 2. \locés ja conheciam obras artisticas qeusgojt?hg%sr?’log'
a. Que poligonos regulares vocés utilizaram? %técnica de ladrilhamento ou de mosaicos? Pesquisem
b. Nos ladrilhamentos formados, qual é asoma outras obras de arte e verifiquem se no municipio ou
dos angulos internos que tém um vértice em regido em que vocés moram ha artistas que traba-
COMuUM? 1. b. 360° Iham com essa técnica. Verifiguem a possibilidade

de fazer uma visita a exposicdes ou museus, por

c. Ut|||z.ando apenas poligonos congruentes, exemplo, em que estejam disponiveis obras desse
que tipos de ladrilhamentos bem-comporta- tipo 2. Resposta pessoal.
dos é possivel obter? Faca os testes utilizando 3. Resposta pessoal.

0 software de Geometria dinamica.

d. E possivel obter um ladrilhamento bem-
-comportado utilizando apenas pentagonos
congruentes? Por qué?

3. Facam uma pesquisa sobre eventos culturais como
as exposicoes artisticas em museus, feiras ou murais.
Depois, conversem a respeito de como esses eventos
podem preservar a historia dos diferentes povos e
culturas e o porqué isso é importante.

1. d. N&o, pois a soma dos angulos internos
90 em torno de um vértice néo seria 360°.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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TRABALHO E JUVENTUDES

Designer de games

O sucesso dos jogos eletronicos e videogames se da, em grande parte, pela
evolugdo da computacdo grafica. O realismo, a fisica dos movimentos, a mecanica
dos jogos sdo avancos tecnoldgicos que tém bases matematicas e ferramentas
computacionais.

O designer de games é um profissional que trabalha com a criacdo e desenvolvi-
mento de um jogo eletrénico atuando tanto em como seré a jogabilidade e visual
gréfico, quanto na histéria do jogo, como sera construida a narrativa, quais serao

OBJETO DIGITAL Jele[<?11 4

Animacéo grafica

Proponha aos estudantes
o Podcast: Animacao
grafica que fala da
profisséo do designer no
processo de criagdo de
uma animagao.

os personagens e ambientes explorados.

A Matematica é usada por profissionais dessa area envolvendo: o agrupamento
de graficos 2D e 3D; célculos de Geometria para representar e transformar objetos
no espaco; projecdes para criar a perspectiva correta para simular efeitos visuais
realistas; simulacdo de fendmenos fisicos nos jogos, permitindo que objetos se
movam, colidam e interajam de maneira realista. Equacdes matematicas sdo usadas
para calcular a trajetéria de projéteis, a dinamica de colisbes, a gravidade e outros
fendmenos fisicos.

A Inteligéncia Artificial (IA) é formada por algorit-
mos matematicos que sdo responsaveis por decisdes
e comportamentos inteligentes de personagens nao
jogaveis (NPCs), como um inimigo ou companheiro
de equipe. Para jogos que envolvem elementos de
sorte (resultados aleatérios), como jogos de cartas,
jogos de tabuleiro etc., sdo usados célculos de proba-
bilidade, dados estatisticos e formulacao de sistemas
de aleatoriedade controlada.

Conceitos e técnicas matematicas sao ferramen-
tas essenciais para os profissionais desenvolvedores
de jogos, que podem criar experiéncias envolventes,
realistas e desafiadoras para os jogadores.

Quer saber mais sobre a profissdo de designer grafico de videogames? Faca uma
pesquisa na internet e compartilhe com os colegas um resumo das informacdes
que vocé obteve.

Trabalho e juventudes:
Pesquisa pessoal.

SEVENTYFOUR/SHUTTERSTOCK

Designer construindo
modelo 3D de
personagem.

EXERCICIOS PROPOSTOS

22.Efetuando operagdes com matrizes, determine:
a. o ponto M’ obtido pela translagao de 3 unidades para a direita e 4 unidades para baixo do

ponto M = [g] 22.a.M = [_ﬂ

b. o ponto P’ obtido pela rotacao de 45° do ponto P= b em torno da origem do sistema

Faca os exercicios no caderno.

cartesiano no sentido anti-horario. 22.b.P' = [;:/é]

23.0bserve as operacoes com matrizes apresentadas em cada item a seguir e indique a quais
transformacoes geomeétricas elas podem ser associadas. Se necessario, represente o0s
pontos em um sistema cartesiano ou utilize um software de Geometria dinamica para
representar alguns pontos no plano cartesiano e testar suas respostas.

a [cos 90° -sen90°] [X] c [cos 180°  sen 180°] . H
" [sen90°  cos90°] ¥ " [sen180° -cos180°] ¥
b [sen 90°  cos 90°] . m d H . [cos 60° -sen 60°]
" lcos90° -sen90°| LY "Y' [sen60°  cos60°

23. a. Rotagao de 90° no
sentido anti-horario.

23. b. Reflexdao em torno
do eixo x.

23. c. Reflexdo em torno
do eixo y.

23. d. A multiplicagéo
entre essas matrizes nao
esta definida, assim, ndo
pode ser associada a
nenhuma transformagéao
geométrica.

9l
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24.Emum plano cartesiano ou em softwarede Geometria dinamica, represente o quadrilatero
BABCD como indicado na figura a seguir. Depois, faca o que se pede em cada item.

=

24, a. y

y 6

6 5 A C
c' _ A c D

J D 4

D' . 8 B

O B 2
A B 2 1

1

O0f 1 2 3 4 5 x

-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 x

ANALISE DA RESOLUCAO

g Um estudante resolveu o exercicio conforme a reproducédo a seguir. Um erro foi
cometido. Apontem o erro e refacam a resolucdo no caderno, corrigindo-a.

Analise da resolucao:

O estudante esqueceu de

considerar a equacéao (4)
do sistema: bc = 0.

Por essa equagao,

concluimos que b e ¢ ndo

podem ser
simultaneamente nao
nulos.

Por exemplo, parab =5
e c = 2, temos a matriz:

x=(5 o)

Calculando X?, temos: ac bc o 0
0 5 0 5 10 O 2 —
X2 = . = : b =
(2 0) (2 0> ( 0 10)’ @+ 0 (I)
portanto, X?# (8 8) ab =0 (‘2')
Resolucdo correta: ac=0 (3)
Todas as matrizes X sdo da forma: bc=0 ( 4)

0 b /00
X‘(o o>°“X‘<c 0

)

a. Em cada ponto P = m da figura, aplique a transformacgao geométrica definida por
[? _01] . m e os represente no plano cartesiano.
b. Qual é a transformagao geométrica aplicada?
24. b. Rotagao de 90° no sentido horario em torno da origem.
25.Elabore um problema envolvendo transformacoes geométricas e operagdes com matrizes
zgcuja resposta seja o ponto P= [_43]. Depois, troque o problema elaborado com um colega

para que um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e discutam as
I’ESO|U§6€S. 25. Resposta pessoal.

Exercicio

Obtenha todas as matrizes X, com X = (‘Z_ g

00
b, d} CR, tal x2=( )
)e{a c C al que 0 0

Resolucao
P = )@ 4= 9

<a/1 + bo w&) _ (o 0)

,com{b, c} CR.

Suwbstitnimds (4) em (1):a"+0=0=>a=0 (5)
Substitninds (5) em (2) ¢ (3):0-b=0e0-c=0
Eusars eqpnaBus sdis satisfoitars ponas paisquers valsnes de b o c.
Leae, todas a matnizes X sdis dov fovma:

X= (i g),mmwzwwwww& ec.
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Aproveite alguns dos Exercicios complementares como instrumento de avaliagdo. Uma maneira € organizar os estudantes em
pequenos grupos a fim de que resolvam alguns desses exercicios de maneira colaborativa.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1.

STEVE GSCHMEISSNER/SCIENCE
PHOTO LIBRARY/FOTOARENA

Um bidlogo comparou, durante os trés primeiros dias
do més de julho, o crescimento populacional de duas
culturas de bactérias, as quais denominou cultura 1
e cultura 2. Apos esse estudo, o cientista construiu a
tabela:

. 9
A:(S 10
8-10°

5,2-10°

5,408 - 109>
8,4+ 10° '

8,904 - 10°

em que cada elemento a,-,-é o nimero de individuos da
cultura ino dia jdo més de julho.

Bactéria Escherichia coli.
Imagem obtida por
microscopia eletrénica de
varredura, colorizada
artificialmente e ampliada,
aproximadamente,

4.100 vezes.

a. Qual era a populagao de bactérias da cultura 1 no
dia 2 dejulho? 1.a.52-10°

b. Qual foi a porcentagem de aumento da populagao
da cultura 2 do dia 12 para o dia 2 de julho? 1. b. 5%

. Paraaconstrucao da matriz a seguir, considerando os

dados da PNAD Continua, indicamos:

» por 1, 2 e 3 as trés classes de idade: 0 a 29 anos,
30 a 59 anos e 60 anos ou mais, respectivamente;
» por1,2e3,0sanosde2012,2020 e 2021, respec-
tivamente.
Assim, cada elemento a, da matriz representa o per-
centual da populagao residente no Brasil com idade na
classe ino ano j. Por exemplo o elemento a,, = 43,9%
representa o percentual da populagao residente no
Brasil da classe de 0 a 29 anos, no ano 2021.

49,9% 44,5% 43,9%
A=1388% 41,3% 41,4%
11,3% 14,3% 14,7%

De acordo com essas informacoes, faga o que se pede.

a. Construa um grafico estatistico, comparativo de li-
nhas, que represente os dados dessa matriz.

b. De 2012 a 2021, a populacao brasileira total resi-
dente no Brasil cresceu 7,6%, atingindo 212,7 mi-
Ihdes de habitantes. Qual era a populagao brasileira
da classe de 0 a 29 anos, residente no Brasil

em 2012? 2. c. Resposta pessoal.
c. Observe que o percentual da classe de pessoas
com 60 anos ou mais, aumentou 3,4% de 2012 a
2021 com tendéncia de alta. Pesquise, em fontes
confiaveis, as consequéncias sociais e econémicas
do envelhecimento da populacao. Escreva um bre-

ve texto relatando os dados de suas pesquisas.
2. a. Resposta no final do livro.
2. b. Aproximadamente 98,7 milhdes de pessoas.

Faca os exercicios no caderno.

3. (Enem) A Transferéncia Eletrdnica Disponivel (TED) é

uma transacao financeira de valores entre diferentes
bancos. Um economista decide analisar os valores
enviados por meio de TEDs entre 5 bancos (1, 2, 3, 4,
5) durante um més. Paraisso, ele dispoe esses valores
em uma matriz A = [a,./.], emque1<i<5e1</<5,
e o elemento a, correspondente ao total provenien-
te das operagoes feitas via TED, em milhao de real,
transferidos do banco /para o banco jdurante o més.
Observe que os elementos g, = 0, uma vez que TED
& uma transferéncia entre bancos distintos. Esta € a
matriz obtida para essa analise:

020 22
00210
A=l12 0 1 1
02200
30110

Com base nessas informagoes, o banco que transferiu
a maior quantia via TED é o banco

a. 1 c. 3 e. 5
b. 2 d 4

3. alternativa a

. Umaindustria de torrefagao e moagem de café é forma-

da por trés fabricas numeradas por 1,2 e 3. O graficoa
seguir mostraa producgao de cada fabrica, em tonelada
de café moido, no primeiro bimestre de 2024.

Producao de café torrado e moido <

(1° bimestre de 2024) s

o

o 30 »s 28 »7 05 27 28 8
S 25 E
© g
S 20 W Fabrica1 || S
- =
Abri <

g 15 B Fabrica 2 g
Iy Fabrica 3 L
S 10 g
3 !
2 s 3
o g
0 g

Jan. (més 1) Fev. (més 2) Més o

Elaborado para fins didaticos.
De acordo com esse grafico, faca o que se pede.

a. ConstruaamatrizA=(a,)._ ., emque g represente
if'3x2 if

a producdo, em tonelada, da inddstria /no més j do
primeiro bimestre de 2024.

b. Na matriz B = (b,.j)
representa a producdo, em tonelada, da indlstria /

5« o @ Seguir, cada elemento b,
X 2 ij

no més jdo primeiro bimestre de 2025. 2 3

25 25 27 28] *PC= [1 1}

4.a.A = [28 27} B= |20 28 23
21 28 29 31
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Obtenha a matriz C = B — A, em que A é a matriz
obtida no item a.

¢. Sendo C= (c,/.)3 ., amatriz obtidanoitemb, qual é 0

significado de cada elemento C,-,-?

d. Qual o crescimento percentual da producao da fa-
brica 1 no més de janeiro de 2025 em relagao ao
més de janeiro de 20247 4. d. 8%

e. Qual o crescimento percentual da producao da fa-
brica 1 no primeiro bimestre de 2025 em relagao ao
primeiro bimestre de 20247 4. e. 10%

f. Qual o crescimento percentual da producao da in-
distria no primeiro bimestre de 2025 em relagao
ao primeiro bimestre de 20247 4.1.7,5%

. Duas matrizes A e B comutam na multiplicagao se, e
somente se, A- B= B+ A. Considerando essa definicao,
faca o que se pede.

a. Verifique se as matrizes A = <g ;) e

5. a. comutam

B = <C1) _§> comutam na multiplicacao.

b. Sabendo que as matrizes C = <§ ?) e

D = < l 2) comutam na multiplicacao, deter-

mine o nidmero real x. 5. b. x =2
. (UFV-MG) Seja a matriz M= [‘; ” .

. 2
a. Determine M*. g 4 2 — [; ?] =,

b. Determine M"". R [_1 1] iy
0 1
Nota: M2 = M- Me MY = - M- M- ... M

17 fatores

7. (UEL-PR) Uma nutricionista recomendou aos atletas
de um time de futebol a ingestao de uma quantidade
minima de certos alimentos (fruta, leite e cereais)
necessaria para uma alimentacao sadia.

ZZCAPTURE/ISTOCK/GETTY IMAGES

A matriz D fornece a quantidade diaria minima (em
grama) daqueles alimentos.

A matriz M fornece a quantidade (em grama) de pro-
teinas, gorduras e carboidratos fornecida por grama
ingerido dos alimentos citados.

600 | cereais

1 1 1 a 26
2007 fruta 8. (0 1 —2>'<b> = < O)
D = |300|leite 1T -1 0/ ¢ -4

fruta leite cereais
0,006 0,033 0,1087 proteinas

M = 10,001 0,035 0,018| gorduras
0,084 0,052 0631 | carboidratos

A matriz que mostra a quantidade diaria minima (em
grama) de proteinas, gorduras e carboidratos forneci-
da pela ingestao daqueles alimentos é: 7. alternativa e

18,207 [ 51,90]
a. | 36,30 d. | 48,30
| 454,20 | 405,60
[ 29,70] [ 75,907
b. 16,20 e. 21,50
| 460,20 ] | 411,00
- . 9. b. Quantidade, em quilograma,
48,30 de fertilizante Z usado nas
C. 36,00 plantacdes de milho, soja e feijao
| 432,40 na regido Q.

8. Uma importante aplicacao das matrizes é equacionar
83 problemas com duas ou mais incognitas. Por exemplo,
considere que, em um supermercado, o valor gasto na
compra de 3 kg de feijdo e 5 kg de arroz seja R$ 65,00
e que o valor gasto na compra de 1 kg de feijao e 1 kg
de arroz seja R$ 16,60. Para determinar os precos x e
y do quilograma de feijao e de arroz, respectivamen-
te, podemos equacionar esse problema por meio do

sistema de equacoes:

3x+ 5y = 65,00
{x+ y = 16,60

De acordo com a definicao de multiplicacao de matri-
zes, esse sistema pode ser representado pela seguinte
equacao matricial:

<3 5) . (X) _ (65,00)
1 1 y) — \16,60
Dessa forma, equacionamos matricialmente o problema.

Agora, junte-se a um colega e apliquem essa ideia no
problema a seguir.

Em um campeonato de futebol, trés atacantes, A, B e
C, de uma equipe marcaram juntos 26 gols. O ata-
cante B marcou o dobro do nimero de gols marcados
pelo atacante C, e A marcou 4 gols a menos que B.
Indicando por g, be co nimero de gols marcados por
A, B e C, respectivamente, equacionem matricial-
mente esse problema.

9. (UFMG) Milho, soja e feijdo foram plantados nas regices
P e Q com ajuda dos fertilizantes X, Y e Z. A matriz A
indica a area plantada de cada cultura, em hectare,

or regido: (1400 1.800 1.750
porres . 9al - [1.450 1.600 1.700

milho soja feijao
_ |50 20 20] P

A=
40 10 301 Q

4. c. Cada elemento c, da matriz C, obtida no item b, representa o crescimento da produg¢ao, em tonelada, da fabrica i no
94 més j do primeiro bimestre de 2025, em relagao a producao dessa fabrica no més j do primeiro bimestre de 2024.
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A matriz Bindica a massa usada de cada fertilizante, em quilograma, por hectare, em cada
cultura:

X Y Z

10 20 157 milho
B = l15 20 20] soja

30 20 30/ feijao

a. Calcule a matriz C= AB.

b. Explique o significado de c ,, 0 elemento da 22 linha e 32 coluna da matriz C.

10.Ao aplicar a transformacao [

23!

0 g] : [;] em todos os pontos da forma P = m de um

poligono A4, é verdade que o poligono A’ obtido:

a.
b.
c.

sera uma reflexdo do poligono A em torno da reta vertical x=0.

sera uma reflexao do poligono A em torno da reta vertical x=-2.

sera uma translacao do poligono A na vertical para cima.

. sera uma translacao do poligono A na horizontal para a esquerda.
. ndo sera translacao, reflexao ou rotagao do poligono A.  10. alternativa e

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 3

Além do processo de avaliagdo promovido pelo professor, é importante que vocé,
estudante, realize uma autoavaliacéo. O objetivo desse instrumento é mensurar seu nivel
de aprendizagem em relacéo ao assunto desenvolvido no capitulo. Para ajudé-lo nessa

tarefa, apresentamos as seguintes questoes. Na secao Verifique
. . . _ _ o que aprendeu
1. Determine as matrizes Xe Y tais que: 1.x — [_1 g] ey = [_; _4] no Capitulo 3,
0 1 5 5 apds resolverem as
— _V — - atividades propostas,
X+ V= [—6 4] exX-V = [A 6] possibilite aos

estudantes
compartilharem

. Umaindustria de televisores tem duas filiais, Ae B. Cada uma delas produz o modelo 1 e com os colegas as

o modelo 2 de televisor. As producdes dessas filiais nos trés primeiros dias de margo sao  "éspostas.
representadas pelas matrizes:

4 (49 60 7o>e5,= (76 80 45)
90 48 73 93 60 50/'

Em que:

cada elemento a, da matriz A representa o nimero de unidades do modelo i fabricadas
pela filial Ano dia j;
cada elemento bfjda matriz Brepresenta o nimero de unidades do modelo i fabricadas
pela filial Bno dia .

. Quantas unidades do modelo 2 foram fabricadas no dia 3 de marco pela filial A? 2. a. 73 unidades

b. Quantas unidades do modelo 1 foram fabricadas no dia 2 de marco pela filial B? 2. b. 80 unidades

2.e.P = 2A+B) = (

Para o periodo considerado, construa uma matriz que descreva, dia a dia, a producao de

cada modelo nas duas filiais juntas. 2. c. - (125 140 115)
J 2¢.A+B = (g3 108 123

. Para o periodo considerado, construa uma matriz que compare o desempenho da pro-

ducdo de cada modelo pela filial Acomadafilial B. 2.4.4-B - (‘2; —fg gg)

. Seameta dessa indlstria é dobrar a producao diaria de cada modelo nos trés primeiros

dias de margo do ano seguinte, qual é a matriz P que representa essa meta?
250 280 230)

366 216 246 95
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3. (UEL-PR) Uma das formas de se enviar uma mensagem secreta & por meio de codigos
matematicos, seguindo os passos:

1. Tanto o destinatario quanto o remetente possuem uma matriz chave G

2. O destinatario recebe do remetente uma matriz P, tal que MC= P, onde M é a matriz
mensagem a ser decodificada;

. Cada nimero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1=g,2=53=¢..,23=2
. Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras, k, w e y.
. O nimero zero corresponde ao ponto de exclamagao.

o vl &~ W

. A mensagem é lida, encontrando a matriz M, fazendo correspondéncia nimero/letra e
ordenando as letras por linhas da matriz conforme segue:

m1 1 m12m‘|3m21 m22m23m3‘| m32m33

Considere as matrizes:

1 170 2 -10 1
C=(0 -1 0)eP=|18 38 17
0 21 19 14 O

Com base nos conhecimentos e nas informacoes descritas, assinale a alternativa que
apresenta a mensagem que foi enviada por meio da matriz M. 3. alternativa a

a. Boasorte! c. Boatarde! e. Socorro!
b. Boaprova! d. Ajudeme!

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo das questdes, vocé deve copiar no caderno a ficha a seguir,
que Ihe fornecera uma visdo geral sobre o seu desempenho neste capitulo. Vocé deve
assinalar com um X em cada célula se a resposta for “sim”.

A ficha de autoavaliacdo é apresentada neste momento, mas vocé pode copié-la e
preenché-la sempre que considerar necessario verificar sua aprendizagem, adequando o
nimero de colunas ao nimero de exercicios.

Se teve dificuldades ou nao resolveu algum exercicio, retome os conteldos aborda-
dos no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as dividas e converse com um colega
que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a duavida persistir, pergunte ao professor na aula
seguinte. Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas diarias alcan-
caveis, planejando seus estudos, passo a passo.

Ficha de Autoavaliacdao

Sobre o exercicio...

3

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema e
consegui resolvé-lo.

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema, mas ndo
consegui resolvé-lo sozinho. Pedi ajuda.

'o DE}

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema, mas ndo
consegui resolvé-lo sozinho. Na@o pedi ajuda. Até agora na@o sei resolvé-lo.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube relacionar
os dados. Pedi ajuda.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube relacionar
os dados. Nao pedi ajuda. Até agora nao sei resolvé-lo.

N&o consegui resolvé-lo.
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Sistemas lineares e
determinantes

y 4

(@)
=
=
=
o
<
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Investir no mercado financeiro pode parecer desafiador, mas estudando conceitos basicos do
mercado financeiro e dos investimentos, é possivel comecar de um jeito direto e descomplicado.
Existem muitas maneiras de investir, das mais acessiveis as mais sofisticadas, e conhecé-las para dar
os primeiros passos pode ser importante para ter uma vida financeira saudavel e confortavel no
futuro.

Antes de comecar, é importante conhecer o tipo de investimento em que pretende aplicar o seu
dinheiro, pois existem diversos modelos, cada um com caracteristicas especificas, e a maioria deles
sdo classificados como investimentos de renda fixa e renda variavel. Além disso, a escolha de retor-
no do investimento também se deve levar em consideracdo, sendo necessério escolher entre os
investimentos de curto, médio ou longo prazo.

BEAUTRIUM/SHUTTERSTOCK

Além da teoria Além da teoria: Respostas pessoais.

1. Vocé conhece algum outro modelo de investimento?

2. Na renda fixa, o calculo de remuneracao é definido no inicio da aplicagao, sendo possivel saber quanto sera seu
rendimento no final de determinado tempo; por isso, este investimento é considerado uma aplicacdo segura.
Ja na renda variavel ndo ha como prever o retorno no momento do investimento, pois a remuneragdo varia
de acordo com as condi¢cdes do mercado; por isso, é considerada uma aplicacdo de risco. Sabendo disso, em
qual tipo de renda vocé investiria?

3. A poupanca é um modelo de investimento, apesar de muita gente nado a considerar dessa forma. Ela é uma
aplicacdo com rendimento associado a variacao da taxa Selic. Pesquise a taxa Selic e como ela afeta a sociedade.
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Antes de iniciar o assunto, pergunte: “Provavelmente vocé ja ouviu falar de varios tipos de sistema, por exemplo, o sistema solar, o
sistema respiratorio e o sistema operacional de um smartphone. Qual é o significado da palavra “sistema” nesses contextos? (Sistema

> . . ~ . =

cumeaocesrates 1. Os sistemas de equacoes no dia a dia

situagao da introdugéo

(aplicacdo financeira) Em muitas situacdes do nosso cotidiano ou do universo cientifico, € comum deparar-

:”Scezrﬂ;phsaaﬁ:n‘:g:afges mos com problemas matematicos que apresentem dois ou mais valores desconhecidos;

essas equacoes se inter-  €5ses valores sdo chamados de incégnitas. Uma maneira de tentar descobrir os valores

-relacionam por das incognitas é formar equacgdes que as relacionem.

35:;?;?;”;3”;613; gﬁfgﬁ:;éo As equagdes necessarias a resolucao de um problema sdo interdependentes, isto €, o

formando um todo constitui Valor de cada incognita, caso exista, € o mesmo para todas as equacdes. Por causa dessa

um sistema de equagdes.  inter-relagcdo, esse conjunto de equacdes é chamado de sistema de equagbes. Como
exemplo, acompanhe a situacdo a seguir.

Em um mesmo instante, Patricia aplicou R$ 10.000,00, distribuidos
em dois fundos de investimento, A e B. Apés um ano, em que Patricia
ndo fez nenhum novo investimento nem resgate, o saldo bruto acu-
mulado nas duas aplicagdes juntas totalizavam R$ 10.845,00. Dado
que, nesse ano, os rendimentos brutos dos fundos A e B foram de 8%
e 9%, respectivamente, calcule a quantia que Patricia aplicou em cada
um deles.

Para resolver esse problema, vamos indicar por a e b as quantias,
em real, aplicadas nos fundos A e B, respectivamente. Assim, equacio-
nando os dados, formamos o sistema:

a+ b=10.000
1,08a + 1,09b = 10.845

Isolando a incégnita a na primeira equacao, obtemos:

a=10.000 - b M
1,080 + 1,09b = 10.845 (2)

Substituindo (1) em (2):
1,08(10.000 — b) + 1,09b = 10.845 = b = 4.500

Substituindo b por 4.500 em (1), obtemos: a = 5.500
Concluimos, entdo, que Patricia aplicou R$ 5.500,00 no fundo A e R$ 4.500,00 no fundo B.

2. Equacao linear
No problema anterior, os valores desconhecidos foram obtidos por meio do sistema:

a+ b=10.000
1,08a + 1,09b = 10.845

As equacgdes que compdem esse sistema sao do 12 grau; por isso, sdo chamadas de
equacdes lineares. Por exemplo, a equacéo 1,08a + 1,09b = 10.845 é linear nas incég-
nitas a e b, em que 1,08 e 1,09 sdo os coeficientes das incognitas e 10.845 é o termo
independente da equacao.

Generalizando, toda equacao do 12 grau é linear e toda equagcdo com coeficientes das
incégnitas nulos também é linear.

Chama-se equacao linear nas incégnitas x,, x,, X,, ..., X, com n natural, toda
equacdo que pode ser apresentada na forma:

ax, + a,x, + ax, + ...+ ax =b,

emquea, a,, a,, ..., d, sao constantes reais chamadas de coeficientes das incognitas
e b é uma constante real chamada de termo independente da equacéo.
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Exemplos

a. Aequacdo 5x + 6y = 7 é linear. Nessa equacao:
® xe ysao as incognitas;
® 5 e 6 sdo os coeficientes das incognitas x e y, respectivamente;
e 7 é o termo independente.
b. A equacdo Ox + Oy + 0z = 0 é linear. Nessa equacéo:
® X, ye zsao as incognitas;
e 0, 0 e 0sdo os coeficientes das incognitas x, y e z
e 0 ¢é o termo independente.
c. Aequacdo Ox + Oy + Ot + 0z = 3 é linear. Nela:
® X, Y, te zsdo as incégnitas;

0, 0, 0 e 0 sé@o os coeficientes das incognitas x, y, t e z;
e 3 é o termo independente.

Contraexemplos (equacdes nao lineares)

a. 5x° + 3y =1 nao é equacio linear, pois é do 22 grau em relacéo a x.

b. 17 + y = 2 ndo é equacao linear, pois o expoente de x é —1, isto é: x™' + y =2

Solucao de uma equacao linear

Note que, atribuindo os valores 3 e —2, respectivamente, as varidveis x e y da equacdo
5x + 4y = 7, obtemos a sentenca verdadeira:

5:344-(-2)=7
Por isso, dizemos que o par ordenado (3, —2) é uma solugédo dessa equacao.

Chama-se solugcdo da equacao linear a,x, + a,x, + a,x, + ... + a x = b toda se-

quéncia de n elementos (énupla) de ndmeros («,, a,, a,, ..., « ) tal que a sentenca
a,a, + a,a, + a,a, + ... + a o = b seja verdadeira.

Caso néo exista énupla nessas condicdes, dizemos que a equacdo é impossivel.

Exemplos

a. Uma solugédo da equacdo linear 4x + 2y = 14 é o par ordenado (1, 5), pois a sen-
tenca4 -1+ 2-5 =14 é verdadeira.

b. Uma solucdo da equacdo linear 2x — 3y + z= 7 é o terno ordenado (2, 0, 3), pois
asentenca2-2—3-0+ 3 =7 éverdadeira.
Notas:

1. A menos que se especifique o contrario, vamos apresentar cada solucdo de uma
equacdo linear obedecendo a ordem alfabética das variaveis, isto é, (x, ¥), (x, v, 2),
(a, b, ¢) etc.

2. Nem sempre existe solucdo para uma equacdo linear; por exemplo, a equacdo

0x + Oy = 3 ndo tem solucdo. Assim, essa equacdo é impossivel.

Equacao linear homogénea

Toda equacdo linear cujo termo independente é zero é chamada de equacao
linear homogénea.

Reflexao

Com o que foi
apresentado até o

momento, a
equacao x + 2yz=>5
é linear?

Reflexao: Nao, pois o
termo 2yz possui mais
de uma incoégnita; e,
portanto, é do segundo
grau. O grau de um
mondémio &€ a soma
dos expoentes de suas
variaveis.
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EXERCIiCIO RESOLVIDO

1.

Exemplos
| a. 5x+4y=0

Propriedade

b. 3x+7y+z=0

Toda equagdo linear homogénea a,x, + a,x, + a,X; + ... + a x = 0 admite
como solucédo a énupla (0, 0, O, ..., 0), chamada de solucao trivial da equacao

homogénea.

A solucdo trivial de uma equacéao linear homogénea também pode ser chamada de

solucd@o nula ou solugéo imprépria.

Exemplos

‘ a. A solucdo trivial da equacdo 2x + 9y = 0 é o par ordenado (0, 0).
b. A solucdo trivial da equacdo 4x — 3y + z= 0 é o terno ordenado (0, 0, 0).

Uma papelaria vende apenas trés tipos de caneta
esferografica, A, B e ( aos precos unitarios de
R$ 1,00, R$ 2,00 e R$ 3,00, respectivamente. Uma
pessoa pretende gastar R$ 12,00 nessa papelaria,

Note que 4 & o maximo valor possivel para b, pois,
lembrando que g, b e c devem ser naturais nao nu-
los, se tivessemos b > 4, teriamos a < 0, para qual-
quer natural ndo nulo ¢, o que nao convém. Logo, as

comprando apenas canetas esferograficas, pelo me-
nos uma de cada tipo. Quantas sao as possibilidades

possibilidades de compra sao:

de compra? Possibilidade
= de compra
Resolucao
b c

Indicando por g, b e c a quantidade de canetas ad- a
quiridas dos tipos A, B e C respectivamente, e con- 1 1 7
siderando o preco unitario de cada tipo, temos

a+ 2b+ 3c=12; portanto: 4

a=12-2b-3c 1 3

Como q, b e csao nimeros naturais nao nulos, de-
duzimos que:

1 2

—_

N[N
N
N [ »n

e para b= 1, o maior valor possivel de cé 3, pais, se
¢ fosse maior que 3, teriamos como valor de aum 3 01 3
ndmero negativo, 0 que nao convém;

® para b= 2, o maior valor possivel de cé 2;
® para b= 3, o unico valor possivel de cé 1; Concluimos, entdo, que ha 7 possibilidades de

e para b= 4, o (nico valor possivel de cé 1. compra.

& J

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Considerando a equagao 4x + 3y = 12, responda as
questoes.

a. Qual é ovalorde yparax=3? 1.a.0
b. Qual é o valor de ypara x=—-7? 1.b. %

c. Sempre existira um valor de y para qualquer valor
atribuidoa x? 1. c.sim

Faca os exercicios no caderno.

2. Um consumidor comprou 15 kg de arroz em pacotes de
83 1kg, 2 kg e 5 kg, com pelo menos um pacote de cada tipo.
Junte-se a um colega, e indiquem, respectivamente,
por X, ye zos nimeros de pacotes de 1 kg, 2kge 5 kg
adquiridos por esse consumidor. Em seguida, facam o
que se pede.
a. Elaborem uma equacao que relacione x, ye zcom a
massa de arroz, em quilograma, comprada pelo
consumidor. 2.a.x+2y +5z=15

d. Quantos pares ordenados de ndmeros reais sao
solugoes da equacao 4x+ 3y= 12?7 1.d.infinitos
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b. No contexto desse enunciado, x, ye zs6 podem as-
sumir valores naturais ndo nulos, pois representam
quantidades nao nulas de pacotes. Nesse contexto,
deem trés solugdes (x, y, 2) para a equacao obtida
noitema. 2.b.(3,1,2);(8,1,1); (43, 1)

c. Nesse contexto, determinem o nimero de solucoes
(x, v, 2) da equacao obtida no item a. 2. c. 6 solugées

d. Determinem o maior nimero possivel de pacotes

de 2 kg que o consumidor pode ter adquirido.
2. d. 4 pacotes

3. Fazendo um balango sobre as vendas de Natal, um co-
merciante constatou que nos dias 23 e 24 de dezembro

foram vendidos x e y relégios, respectivamente, com
x#0e y+#0.Nodia 23, o preco médio por reldgio foi
de R$ 240,00, e no dia 24 foi de R$ 220,00. Se o total
arrecadado com essas vendas nos dois dias foi de
R$6.240,00, quantos relogios podem ter sido vendidos
no dia 23? 3. 4 ou 15 relégios

4. Elabore um problema que envolva equacao linear cujo
83 coeficientes das duas incognitas sao 3 e 1. Em seguida,
troque o problema elaborado com um colega para que

um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,

analisem e conversem sobre as resolucdes.
4. Resposta pessoal.

Para retomar os conteddos estudados, resolva o exercicio complementar 1.

3. Sistema linear

Uma veterindria prescreveu uma dieta segundo a qual o cdo deve consumir diaria-

mente o total de 35 g de proteinas, 242 g de carboidratos e 26 g de fibras alimentares.
Como orientacdo, a médica sugeriu a mistura dos trés tipos de complemento alimentar,
A, B e C, apresentados na tabela a seguir com as respectivas massas desses nutrientes
por grama.

Quantidade de nutrientes por grama para a mistura dos
complementos alimentares A, Be C

Cortlplementos Proteinas Carboidratos Fibras alimentares
alimentares
A 0,029 0,28 g 0,02 g
B 0,12g 0,60 g 0,09 g
C 0,08 g 0,80 g 0,059

Elaborado para fins didaticos.

Tendo aceitado a sugestdo da veterinaria, a dona do cdo deve calcular a massa de cada
um dos complementos A, B e C que deve compor a mistura. Como isso pode ser feito?

Para relacionar os dados numéricos desse problema, vamos indicar por a, b e ¢, res-
pectivamente, as massas, em grama, dos complementos A, B e C que devem compor a
mistura, obtendo as seguintes equacdes:

0,02a + 0,12b + 0,08c = 35
0,28a + 0,60b + 0,80c = 242
0,02a + 0,09b + 0,05c = 26

Por relacionarem as mesmas incognitas, essas equacdes do 12 grau formam um siste-
ma de equacdes lineares ou, simplesmente, um sistema linear.

Existem vérios métodos de resolucdo de um sistema linear, entre os quais o método
do escalonamento, que estudaremos adiante. Qualquer um deles nos permite concluir
que a = 150, b = 200 e ¢ = 100, ou seja, a mistura deve ser composta por 150 g do
complemento alimentar A, 200 g de Be 100 g de C.
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Observacao

Equacdes simulta-
neas sao equacgoes
que apresentam as
mesmas incégnitas.

A dltima equacao
desse sistema deve
ser entendida como:

k0x+2y+4z=12 )

Um sistema pode
nao ter solucgao.
Nesse caso, o con-
junto solugéo é va-

kzio. )

Um sistema linear de m equacdes e n incégnitas, com m > 1en > 1, é um
conjunto de equacgdes simultaneas na forma:

a, X, + a,Xx, + a,;x; + + a,x = b1
a,, X, + a,,X, + a,X + + a,x = b,
a.x, + a.x, + a.x, + ... + a x = b

em que:
® X,, Xy Xy ..., X, A0 as incognitas;
!

°a;, sdo os coeficientes das incognitas, com 1 <i<mel <j<n;
* b.sdo os termos independentes das equacdes, com 1 < i< m.

Exemplo

3x+ y+2z=3
Ossistema { x + 5y + 3z = 29 é um sistema linear nas incégnitas x, y e z.

2y +4z=12

Solucao de um sistema linear

Chama-se solugao de um sistema linear qualquer solucdo comum a todas as equa-
¢cdes do sistema. O conjunto S formado por todas as solucdes de um sistema linear é
chamado de conjunto solucao do sistema.

Exemplo
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3x+ y+2z=3
X+5y+32z=29
2y+4z=12

Considere o sistema linear:

3:-1)+6+2:-0=3
-1+5-6+3-0=29
2:6+4-0=12

Uma solucdo desse sistema é o terno ordenado (-1, 6, 0),
pois esse terno é solucdo comum a todas as equacdes
do sistema, isto é, todas as sentencas sdo verdadeiras
para esses valores das incognitas. Observe:

Classificacao de um sistema linear

Um sistema linear € classificado de acordo com o ndmero de solucdes que tem: siste-
ma possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) ou sistema
impossivel (SI).

Sistema possivel e determinado (SPD) é todo sistema linear que admite uma
Unica solucao.

Exemplo

x+y=5
y=2

Por isso, é classificado como SPD (sistema possivel e determinado).

O sistema linear { admite uma Unica solugdo, que é o par ordenado (3, 2).

Sistema possivel e indeterminado (SPI) é todo sistema linear que admite mais
de uma solucao.
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Exemplo

2x+ y=5

i i lucgo: (2, 1), (4, —
4X_|_2y=10adm|te mais de uma solucédo: (2, 1), (4, -3), (0, 5)

O sistema linear {

etc.

Por isso, é classificado como SPI (sistema possivel e indeterminado).
Sistema impossivel (SI) é todo sistema linear que ndo admite solucao.

Exemplo

8 € impossivel (SI), pois ndo existem dois nimeros x e y cuja

X+
O sistema linear { 4

X+
soma seja igual a 5 e também igual a 8.

Resumindo, temos:

Determinado

escfue (uma Unica solugao)

Indeterminado

Sistema linear . =
(mais de uma solucao)

Impossivel (nenhuma solugédo)

Nota:

Ha outra nomenclatura adotada nessa classificacdo: dizer que um sistema é possivel
equivale a dizer que o sistema é compativel; analogamente, dizer que o sistema é impos-
sivel equivale a dizer que o sistema é incompativel.

Interpretacao grafica de um sistema linear
com duas equacoes e duas incognitas

Isolando a incégnita (ou variavel) y nos sistemas lineares apresentados nos trés exem-
plos anteriores, temos:
y=-x+5
y=2

y==-2x+5
y=-2x+5

y=-x+5

sistema 1: {
y=-x+38

sistema 2: { sistema 3: {

As equagdes desses sistemas podem ser associadas as fun¢des. No primeiro sistema,
temos uma funcdo afim e uma funcdo constante; nos demais sistemas temos funcées
afins. Portanto, em cada sistema as equacdes representam retas no plano cartesiano.

Note que: y

e As retas a e b que representam as equacgdes do sistema 1
sdo concorrentes, ou seja, tém um Unico ponto comum, 5
que é (3, 2), conforme mostra a figura 1. Esse ponto é a
Unica solucdo do sistema 1. 5 \
3 fxa X

Figura 1

Um sistema com duas equagdes do 12 grau e duas in-
cégnitas é possivel e determinado se, e somente se, as re-
tas representadas por suas equacdes forem concorrentes.

Prova-se que, se
um sistema linear
admite mais de
uma solugdo, entdo
ele admite infinitas
solugdes. Uma jus-
tificativa desse fato
para um caso parti-
cular é apresentada
no préximo tépico:
“Interpretacao gra-
fica de um sistema
linear com duas
equacOes e duas

Nessas interpre-
tacdes graficas ad-
mitimos sistemas
lineares com pelo
menos um coefi-
ciente ndo nulo em

kincc’>gnitas”. )

kcada equagdo. )
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y e As retas c e d que representam as equacdes do sistema 2 sdo coincidentes, ou
seja, tém infinitos pontos comuns: todo ponto de c pertence a d e todo ponto
de d pertence a ¢, conforme mostra a figura 2. Esses infinitos pontos sdo as so-
lucdes do sistema 2.

Um sistema com duas equacgdes do 12 grau e duas incognitas € possivel e inde-
terminado se, e somente se, as retas representadas por suas equagdes forem coin-

Figura 2 cidentes.
y e As retas e e f que representam as equagdes do sistema 3 sdo paralelas distintas, ou
N seja, nao tém ponto comum e sdo coplanares, conforme mostra a figura 3. Logo, o

sistema 3 ndo tem solucao.

Um sistema com duas equacdes do 12 grau e duas incégnitas € impossivel se, e
somente se, as retas representadas por suas equagdes forem paralelas distintas.

X
5e8f

Figura 3 Como duas retas do plano cartesiano tém um Gnico ponto comum, ou tém infinitos
pontos comuns, ou nao tém ponto comum, podemos concluir que um sistema com
duas equacdes do 12 grau e duas incégnitas tem uma Unica solugdo, ou infinitas solu-
¢Oes, ou ndo tem solucdo. Prova-se que essa conclusao pode ser generalizada para um
sistema linear qualquer com n equagées e m incégnitas.

EXE RCI’C | OS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

X+2y- z=2
2x+ y-3z=-5'
classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afir-
macoes a segulir.

Essa figura é a representacao grafica de um sistema

5. Emrelacao ao sistema linear S: {
linear de trés equacoes e duas incognitas que:

a. possui trés solugdes reais e distintas, representa-

das pelos pontos P, Qe R, pois eles indicam onde as
a. Oterno(1,2,3)é SO|U(;§O de S. 5. a. verdadeira retas se intersectam.

b. O terno (-9, 4, —3) é solucao de S. 5. b. verdadeira b
c. Oterno(1,0,—1)ésolucaode S. 5. c. falsa

possui trés solugdes reais e distintas, representa-
das pelos pontos A4, Be ( pois eles indicam onde as
retas intersectam o eixo das abscissas.

d. Oterno <§ 1, 8) ésolucaode S. 5. d. verdadeira

3'3 . possui infinitas solucoes reais, pois as retas se in-
e. O sistema S é possivel e determinado. 5. e. falsa tersectam em mais de um ponto.
f. O sistema Stem pelo menos uma solucdo da forma d. n3o possui solugao real, pois nao ha ponto que per-
(3, 5, k), em que ké um ndmero real. 5. f. falsa tenca simultaneamente as trés retas.
e. possui uma nica solugao real, pois as retas pos-
6. (Enem) Na figura estao representadas trés retas no suem pontos em que se intersectam.

plano cartesiano, sendo P, Qe Ros pontos de intersec-
¢desentreasretas, e 4, Be Cos pontos de interseccdes 7. Sendo as retas r e s 0s respectivos graficos das fun-
dessas retas com o eixo x. 6. alternativa d coes afins y=ax+ be y= cx+ d, de variaveis xe y,

y tém-se as seguintes propriedades:

s t ® g+ = re ssao concorrentes;
® g=ce b# d= re ssao paralelas distintas;

® g=ce b= d= re ssao paralelas coincidentes.

\
f8)

De acordo com essa informacao, faca o que se pede
R em relagao aos sistemas S, S, e S, apresentados.

3x+4y=1 5x+2y=3
X S: S:
T lex+8y=1 2\ 7x+ y=1
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7.c.S
Lx+2y=7 c. Em qual desses sistemas as equagoes representam3

: r= retas paralelas coincidentes do plano cartesiano?
3 12x+ 6y =21 o . p
d. Classifique cada um desses sistemas como possi-

vel e determinado (SPD), possivel e indeterminado

a. Em qual desses sistemas as equacdes represen- (SPI), ou impossivel (SI). 7. d. S : SI: S,: SPD; S SP

tam retas concorrentes do plano cartesiano?7- @ S,

7.b. S, e. Determine o ponto (x, ) comum as retas que com-
b. Em qual desses sistemas as equacoes represen- poem o sistema classificado como SPD no item
tam retas paralelas distintas do plano cartesiano? anterior. 7. e. (_%‘ %)

Para retomar os conteidos estudados, resolva os exercicios complementares 2 e 3.

Com a atividade do
boxe Conectado,
auxilie os estudantes a
Usando um software de construcéo de gréficos e com o que foi estudado até o mo- comporem, utilizando as

mento, construa duas retas para representar um sistema possivel e determinado. Faca o ferramentas do software,

. . . . . . p retas concorrentes,
mesmo para representar um sistema possivel e indeterminado e um sistema impossivel. retas coincidentes

e retas paralelas e a
associar cada uma delas
aum SPD, SPl e SI,

4. ReSO|u95o de um Sistema Iinear respectivamente.

Resolver um sistema linear significa obter o conjunto S, chamado de conjunto Observacio
solucdo do sistema, cujos elementos sdo todas as solugdes do sistema. Entre os métodos

existentes para a resolucdo de um sistema linear, estudaremos o escalonamento. Antes, Neste topico fare-

porém, vamos definir sistema linear escalonado e aprender a resolvé-lo. mos um estudo ge-
ral da resolugdo de

- - sistemas lineares,
Sistema linear escalonado com qualquer n-
mero de equacdes
e de incégnitas. )

Conectado Conectado: Resposta pessoal.

Um sistema linear é dito escalonado (ou na forma escalonada) se, e somente se:

e todas as equagdes apresentam as incognitas na mesma ordem;

e em cada equacdo existe pelo menos um coeficiente, ou o termo independente, ndo nulo;
e a partir da primeira equacdo do sistema, de cima para baixo, o nimero de coefi-

cientes nulos que antecedem o primeiro nimero ndo nulo de cada equagédo au-
menta de uma equacao para a seguinte.

Exemplos
Os sistemas lineares a seguir estdo na forma escalonada.
2x+3y- z=2 2x+3y—- z=2
a. 40x + 5y + 4z = 8, que pode ser representado simplesmente por Sy+4z=28
Ox+0y+3z=6 3z=6
X+4y-2t+ z=5 X+4y-2t+ z=5
b. {0x+ 3y+ t-3z=1 ou, simplesmente, 3y+ t-3z=1
Ox+O0y+0t+2z=4 2z=4
4x+2y=13 . 4x+2y=13
ou, simplesmente,
Ox - 5y=1 -5y=1
7x=3y—- z=5 7x-3y- z=5
d. J0x+ 3y + Zz=1 ou, simplesmente, 3y+ z=1
Ox+O0y+0z=3 0z=3
Contraexemplo (sistema nédo escalonado)
O sistema ndo esta na forma escalonada, pois o nimero de 3x+ y+5z=2
coeficientes nulos que antecedem o primeiro ndmero ndo Ox+2y-2z=1
nulo de cada equagdo ndao aumenta de uma equagao para a Ox+4y+2z=3
seguinte (da 22 para a 32).
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No trabalho com

o escalonamento,
podemos adotar a
seguinte sequéncia:

(1) Definir sistema linear
escalonado, mostrando
como se resolve cada um
dos trés tipos;

(2) Definir sistemas
lineares equivalentes;

(8) A partir de sistemas
lineares com duas
equagdes e duas
incognitas, apresentar
as propriedades que
transformam um sistema
linear em um sistema
linear equivalente na
forma escalonada.

Neste exemplo, te-
mos 3 variaveis e 2
equacdes; logo, o
ndmero de variaveis
livres é dado por

K3_2=1' )
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Resolucao de um sistema linear escalonado

Existem apenas trés tipos de sistema linear escalonado. A seguir, caracterizamos cada
um deles e exemplificamos sua resolugdo.

12 tipo
Sistema linear escalonado com ndmero de equagdes igual ao nimero de incégnitas,
havendo em cada equacdo pelo menos uma incégnita com coeficiente ndo nulo.
Exemplo
— 4x+ y+3z=5 @)
S5y-2z=4 (2)
3z=9 (3)
A maneira mais simples de resolver esse tipo de sistema é de baixo para cima, isto é:
e Determinamos o valor de z na equagdo (3): 3z=9=>2z=3
e Substituimos z por 3 na equagédo (2): 5y —2-3=4=>y=2
e Substituimos y por 2 e z por 3 na equacao (1):

4x+2+3-3=5=>x=—%

Logo, o conjunto solugdo do sistema é S = { <—%, 2, 3) }

Propriedade

Se um sistema linear escalonado tem o nimero de equacdes igual ao nimero de in-
cognitas e em cada equacdo ha pelo menos uma incégnita com coeficiente ndo nulo,
entdo o sistema é possivel e determinado (SPD).

22 tipo
Sistema linear escalonado com o nlmero de equagdes menor que o ndmero de inc6g-
nitas, havendo em cada equacdo pelo menos uma incégnita com coeficiente ndo nulo.

Exemplo
— x=3y+2z=1

{ y—4z=2
Todo sistema linear escalonado desse tipo admite pelo menos uma variavel, que pode
assumir qualquer valor real e, por isso, é chamada variavel livre ou variavel arbitraria
do sistema. O namero de variaveis livres desse tipo de sistema é a diferenca entre o
ndmero de varidveis e o nimero de equacdes, nessa ordem.
Uma convencdo, nao obrigatéria, é escolher como variavel livre desse sistema a qlti-
ma varidvel de qualquer uma de suas equagdes, ou seja, a variavel z. Para entender o
significado do termo “livre” nesse contexto, vamos atribuir alguns valores reais a va-
riavel livre z desse sistema:

e Se fizermos z =1, teremos:
{x—3y+2-1=1 - {x—3y=—1 (1M
y—-4-1=2 y=26 (2)
Substituindo (2) em (1), obtemos:
x=3-6=-1=>x=17
Assim, para z =1, obtemos a solugdo (17, 6, 1).
e Se fizermos z = 0:
{x—3y+2-0=1 - {x—3y=1 M
y—-4-0=2 y=2 (2
Substituindo (2) em (1), obtemos:
x—=3:2=1=>x=7

Assim, para z = 0, obtemos a solucao (7, 2, 0).
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indeterminado (SPI).

vre. Nesse caso, exibimos os valores de x e y em funcédo de z:
x=3y+2z=1 x=3y+2z=1 m
{ y—4z=2 ~ { y=2 +4z (2)
Substituindo (2) em (1):
x—32+42)+2z2=1=>x-6-122+2z=1
S x=74+10z
Assim, o conjunto solucdo do sistema é:

§S={7+10z 2+ 4z 2), com z €R}
X y

Propriedade

Se um sistema linear escalonado tem o nimero de equa¢Ges menor que o nimero de

incégnitas e em cada equagdo ha pelo menos uma incégnita com coeficiente nado nulo,
entdo o sistema é possivel e indeterminado (SPI).

Notas:

1. O ndmero de variaveis livres de um sistema linear escalonado do 22 tipo é chamado

de grau de indeterminacdo do sistema. Assim, o sistema do exemplo anterior tem
grau de indeterminacdo 1.

2. Aescolha da variavel livre é puramente convencional. No sistema anterior, por exem-

plo, poderiamos ter escolhido y como variavel livre e, nesse caso, o conjunto solu-

cao S seria:
S = {(# y, ygz), com yelR}

Poderiamos ainda escolher x como variavel livre; nesse caso, teriamos:

S={<x, 2x—4 X_7),comxe\R}

5 710

E claro que, independentemente da variavel (x, y ou z) escolhida como livre, os con-
juntos solucdo do sistema anterior sdo iguais, isto é:

2x—4 x-7 _J(A+ 5y y-2
{<X' =5 70 >'C°mXE'R}_{(T'V'T

={(7+10z 2+ 4z 2), com z€ R}

), com yelR} =

32 tipo
Sistema linear escalonado em que uma das equacdes apresenta o termo independen-
te ndo nulo e todas as incégnitas com coeficientes nulos.

Exemplo
— 2x— y+3z=15

Ox+3y—- z=7
Ox+0y+0z=3

Observando que a Ultima equacdo é impossivel, pois ndo existe um terno de nime-
ros (x, y, z) tal que Ox + Oy + 0z = 3, concluimos que ndo existe uma solu¢do comum

as trés equacdes do sistema. Portanto, o sistema é impossivel.

Propriedade

Se em um sistema linear (escalonado ou nd@o) uma das equacdes apresenta o termo
independente ndo nulo e todas as incégnitas com coeficientes nulos, entdo o sistema é
impossivel (SI).

Observamos que, para cada valor atribuido a variavel livre, encontramos uma solugéo
para o sistema; logo, podemos obter infinitas solugdes, ou seja, o sistema é possivel e

Para resolver o sistema, expressamos suas infinitas solucdes em funcédo da variavel li-

Explique como
vocé classificaria o
tipo de sistema
linear escalonado a
seguir.
3x+ y-3z=12
x+0y+ 3z=6

0x+0y+0z=0
(G J

Reflexao: Como 22 tipo,
sistema possivel e
indeterminado (SPI),
apesar do sistema
apresentar trés equacdes
e trés incognitas, é
possivel desconsiderar

a ultima linha pois tanto
seus coeficientes como o
termo independente séo
zeros. Assim, o sistema
pode ser escrito como:

3x+y—-3z2=12
x+0y+3z=6
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ANALISE DA RESOLUCAO

83 Um estudante resolveu o exercicio conforme a reproducao a seguir. Um erro foi
cometido. Em dupla, encontrem qual foi esse erro e discutam o que pode té-lo
causado. Refacam a resolu¢do no caderno e depois conversem com o professor e
outros colegas para expor a estrategia de raciocinio usada por vocés.

Resolucao
Aejamv:

Exercicio

Trés jogadores, A, B e C, de uma equipe finalista de um
campeonato de futebol disputam a artilharia da competi-
cdo. Antes do Ultimo jogo, os trés jogadores juntos haviam
marcado 25 gols, e A tinha um gol a mais que C. Terminado
o Ultimo jogo, a equipe desses jogadores venceu por 1 a 0,
ocorrendo entdo empate na artilharia do campeonato.
Pode-se afirmar que:

o jogador A foi um dos artilheiros.
o jogador B foi um dos artilheiros.
o jogador C foi um dos artilheiros.

o pow

certamente o jogador A ndo foi um dos artilheiros.
e. ndo é possivel determinar nenhum dos artilheiros.

O estudante cometeu um erro ao admitir que a variavel b pode assumir
qualquer valor real. Como representa o numero de gols, b deve ser um
numero natural.

Observando a forma geral dos termos ordenados, { (26 —b b, 24~ b) }

2 772
podemos restringir ainda mais os valores de b: b €N, b <24 e b é par.
Atribuindo a b esses possiveis valores, temos o quadro a seguir.

w: vikmete de 4oty mancades pels jeqader A

b: nimers de 4obs mancades polo jsqadsn 13

Atribuicoes de valores a b

24-b 26-b
o: nivmetts de 4ol mascades pels jeqader C A
. , 0 12 13
Aem o Mbime jeqe, tomes o istoma: 5 11 12
4 10 11
w+bro=25 (1) 6 9 10
a=C+ | (Q,) 8 8 9
10 7 8
Swbstitwinds (2) em (1), tomes: 1‘21 2 Z
c+|+b+ro=25=>20=24-1 16 4 5
18 3 4
o= 9“41— b (3) 20 2 3
22 1 2
Substitninde (3) em (2), tomes: 24 0 1
_24 -0 .26 - b
vr—z ! R

24 - b b 24 -

Mm,&mgmwwwmmtmw65={< b= ),wbem}

Come o sistema tem infimitas selngdes, nds & pessivel detervmimar nemhmny des

atibheires.
AMtermativa e.

Observando o quadro, constatamos que, com apenas um gol

marcado no ultimo jogo, s6 poderia ocorrer empate na artilharia nas
cinco primeiras linhas, e em qualquer uma delas o jogador A seria
um dos artilheiros. Logo, a alternativa a € a correta.
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8.b.SPI; S={(7 —18z;1 — 3z; z), comz € R} 8.¢c.SPI; S = {(%y 2>, comye\R}

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

8. Classifique cada um dos sistemas e dé seu conjunto so-

lucao.
X+ 3y-2z=-1 8.a.SPD;S={@,1,3)}
a. Ly+5z=19
22=06
X-5y+3z=2
b'{ y+3z=1

9. Junte-se a um colega para resolver este problema.
83 Todos os 152 participantes de um congresso sao
professores de Matematica, Fisica ou Quimica. Cada

um deles leciona apenas um desses componentes, e

ha pelo menos um professor de cada um. Se o nimero

de professores de Fisica & o dobro do nimero de pro-
fessores de Quimica, qual é o menor nimero possivel

de professores de Matematica que participam desse

c {Zx— y+4z=1
' 3z=6 congresso? 9.2

Mentes brilhantes

Diofanto de Alexandria

Nas ciéncias, costuma-se dizer que Diofanto esta para a Aritmética assim
como Euclides estd para a Geometria. Essa comparacao é suficiente para mostrar
adimensao da obra de Diofanto, matemdtico grego que viveu no século Il a.C.

Sua obra deu um novo rumo a Algebra, ao introduzir notagoes algébricas
com simbolos e abreviagdes para indicar operacoes e quantidades desconhe-
cidas. Anteriormente, os argumentos algébricos eram escritos em palavras,
nao em simbolos.

Grande parte das pesquisas de Diofanto foi dedicada a procura de solugoes
inteiras de equacoes nao determinadas; por exemplo, 5x + 3y = 8 (equagao
diofantina linear) e x° + y° = z° (equacao diofantina quadratica).

Em homenagem a sua obra, foi escrito na ldpide de seu timulo este enigma-
tico problema: “Caminhante! Este é o timulo de Diofanto. Os niimeros dirao
a duracgao de sua vida, cuja sexta parte foi ocupada por uma doce infancia.
Decorreu mais uma duodécima parte de sua vida até que seu rosto se cobrisse
de pelos. Passou ainda um sétimo da vida antes de tomar esposa, e cinco anos

depois teve um belo filho, que infelizmente viveu apenas metade do que o pai Capa da edicdo de
viveu. Seu pai sobreviveu-lhe, chorando, quatro anos. Diz, caminhante, quantos Arithmetica de Diofanto,

. . R publicada na Franca,
anos tinha Diofanto quando a morte o levou?”. i UG

Elaborado com base em: EVES, H. Introdugéo a histéria
da Matematica. Trad. Hygino H. Domingues. 5 ed. Campinas:
Editora da Unicamp, 2011.

Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares, A e A’, sdo equivalentes se, e somente se, tém o mesmo con-
junto solucdo. Indicamos que A e A’ sdo equivalentes por A ~ A’.

Exemplo

Os sistemas A: {X 4 e A {X 4

sao equivalentes, pois ambos tém o
x—y=1 y=3 9 P
mesmo conjunto solucdo: S = {(4, 3)}
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Os produtos da
equacao (1) por -2
e por —3 podem ser
calculados mental-
mente. Nao é
necessario escreve-

Propriedades

Sendo A, A" e A” sistemas lineares, verificam-se as seguintes propriedades:
e Reflexiva: A ~ A

e Simétrica: Se A~ A, entdo A’ ~ A.

e Transitiva: Se A~ A’e A’~ A”, entao A~ A”.

Escalonamento de um sistema linear

A resolucdo de um sistema linear escalonado é extremamente simples, conforme vi-
mos. Isso nos motiva a estudar um método que transforma um sistema linear nédo esca-
lonado em um sistema equivalente na forma escalonada. Por exemplo, considere o
sistema:

A x+3y=5
Tl 2x+7y=12

Para escalona-lo, precisamos zerar o coeficiente de x da Ultima equacdo. Vamos,
entdo, multiplicar a 1* equacao por (—2), obtendo o sistema equivalente:

o -2x - 6y=-10
|l 2x+7y=12

Substituindo, no sistema A’, a 2° equagao pela soma dela com a 1*, membro a mem-
bro, obtemos o sistema A”:
-2x-6y=-10
A { Y
y=2

Note que A” ~ A e que A” esté na forma escalonada. Nessa forma, facilmente obte-
mos o conjunto solugdo: S = {(-1, 2)}

Essa técnica, que usaremos para transformar um sistema linear em um equivalente na
forma escalonada, é fundamentada nos teoremas a seguir.

Teoremas

e Permutando entre si duas ou mais equacdes de um sistema linear A, obtém-se
um novo sistema linear A’, equivalente a A.

e Multiplicando (ou dividindo) ambos os membros de uma equagdo de um siste-
ma linear A por uma constante k, com k # 0, obtém-se um novo sistema A’,
equivalente a A.

e Substituindo uma equacgdo de um sistema linear A pela soma, membro a mem-
bro, dessa equacdo com outra desse sistema, obtém-se um novo sistema A’,
equivalente a A.

k-los. )
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Exemplo
X+2y+3z=7 )
Vamos resolver o seguinte sistema: 42x+ y+ z=4 )
3x+3y+ z=14  (3)
Inicialmente, vamos zerar os coeficientes de x nas equacdes (2) e (3); para isso:
e substituimos a equacdo (2) pela soma dela com a equacdo (1) multiplicada por —2;
e substituimos a equacéo (3) pela soma dela com a equacéo (1) multiplicada por —3.

X+2y+32=7 @2\* X+2y+32=7
2x+ y+ z=4 + ~ 40x -3y -5z=-10
3x+3y+ z=14 * Ox -3y —-8z=-7
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Agora, para obter o coeficiente zero em y na Ultima equacdo do sistema anterior,
substituimos essa equacdo pela soma dela com a segunda multiplicada por —1:

X+2y+3z=7 X+2y+3z=7

Ox—3y—52=—10*><>§:) ~ 0x-3y-5z=-10

Ox—3y—8z=-7 < 0x+ 0y - 3z=3
Chegamos, assim, a um sistema escalonado equivalente ao sistema A, em que

z=-1,y=5e x=0. Concluimos, entdo, que A é SPD e que seu conjunto solucéo
é: 5=, 5, -1)}

Notas:

1. Se durante o escalonamento do sistema do exemplo anterior ocorresse uma equagao
da forma Ox + Oy + 0z = b, com b # 0, entdo o sistema seria impossivel, pois tal
equacdo nao ¢€ satisfeita para nenhum terno (x, y, 2).

2. Se durante o escalonamento do sistema anterior ocorresse uma equagdao da for-
ma O0x + Oy + 0z = 0, eliminariamos essa equacdo, obtendo um sistema também
equivalente ao sistema original.

EXERCICIOS RESOLVIDOS | NoPortal da Obmep
(disponivel em: https://

portaldaobmep.impa.
br/index.php/modulo/
3x+4y+5z=1 ver?modulo=75; aces-
2x+3y+32=0 so em: 8 out. 2024),
- vocé pode encontrar

Sx+7y+8z=1 diferentes materiais

Resolucdo para aprofundar os
estudos acerca de sis-
temas lineares e esca-

2. Escalone, classifique e dé o conjunto solucao do sistema:

Inicialmente, vamos efetuar algumas operacdes para obter, nas equacoes (2) e (3),

o coeficiente de xigual a zero. lonamento. Ha textos
» Substituimos a segunda equacao pela soma dela multiplicada por 3 com a primeira teoricos, exercicios e
equacao multiplicada por —2. videoaulas.

= Substituimos a terceira equacao pela soma dela multiplicada por 3 com a primeira
equacao multiplicada por —5.
Facamos tais produtos mentalmente, evitando, assim, muitas passagens, isto é:
X
3X+4V+5Z=1£\@ 3x+ 4y+5z="1
2x+3y+32=0><%%>+ + ~ 0x+ y- z=-2
S5x+7y+82=1%— >(3) Ox+ y- z=-2

» Substituimos a terceira equacao do sistema anterior pela soma dela com a segunda
equacao multiplicada por —1.

3x+4y+5z=1 3x+4y+5z=1

Ox+ y- z=—2¢>§:) ~ A0x+ y- z=-2

Ox+ y- z=-2<-+* Ox+0y+0z=0
Eliminando a Gltima equagao, chegamos ao sistema escalonado equivalente ao
sistema original:

3x+ 4y+5z=1
y- z=-2
Como esse sistema linear escalonado tem o nimero de equacées menor que o

nimero de incognitas e todas as equacgdes tém pelo menos uma incognita com
coeficiente ndo nulo, sua classificacao é SPI (sistema possivel e indeterminado).
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Reflexao: Sim. Em
um sistema linear com
trés equacgoes e duas

Resolvendo em funcao da variavel livre z temos:

incognitas, se existir uma {3X +4y+5z=1 {3X +4y+5z=1 (1)
unica solugao _ _ 5" _
(a, b) comum a duas y z 2 y=2z-2 (2)

equagdes, temos: se (a, b)
também for solucdo da
terceira equacgéo, entdo

o sistema sera possivel e
determinado; se (a, b) ndo
for solugdo da terceira SoX
equagao, entdo o sistema
sera impossivel.

Por exemplo, resolvendo
o sistema formado pelas
duas primeiras equagdes
do exercicio resolvido 3,
obtemos (-3, 2).
Substituindo x por -3 ey
por 2 na terceira equacao,
constatamos que (-3, 2)
néo é solugdo da terceira
equacéo. Logo, o sistema
formado pelas trés
equagdes é impossivel.

Para classificar o
sistema do exercicio
resolvido 3, posso
determinar a
solucdo comum a
duas equagdes e
substitui-la na

\terceira equacgao?

Resolucao

X

2x+ y=3 +

J L

_5-9z
3

A
3x+7y=5«+*+

Substituindo (2) em (1), obtemos:
3x4+4(z—2)+52=1=>3x+4z—8+52z="1

=>x=3-37

Logo, o conjunto solucao é: S={(3 — 3z z— 2, 2, com z€R}.

3. Escalone, classifique e resolva o sistema:

X+ 2y=1
3x+7y=5
2x+ y=3
X+ 2y=1 X+ 2y=1
~0x+ y=2—2+(3) ~{0x+ y=2
Ox-3y=1«—*F Ox+0y=7

Note que, como a dltima equagao tem todos os coeficientes nulos e o termo indepen-
dente ndo nulo, ela ndo é satisfeita para nenhum par (x, ).

Logo, a classificacao do sistema é Sle S=@.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

10.Escalone, classifique e dé o conjunto solucao de cada
um dos seguintes sistemas:

X+5y+2z=10
a.42x+ y-3z=-310.a.SPD; S ={1,1,2)
3x+6y+5z=19

X-y+2z=1
b.{3x+y- z=2 10.b.S;;S=0
5x-y+3z=1

3x+7y-11z=6

Lz =1 10.c.SPl;S={®6z -5,
37=14 3 -2z, 2),comzelR}

C. 4 X+ 2y-
X+ 3y -

Sugestdo: No item ¢, para facilitar o escalonamento,
permute as duas primeiras equacoes.

11.Qual é aclassificacao e o conjunto solucao de cadaum
dos seguintes sistemas?

X+ 3y=1 3x+ y=-4
A Lx- y=2 b.4 x+2y=2

3x-4y=0 2x- y=-6
11.a.8;S=g 11. b. SPD; S = {(-2, 2)}
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11.¢c. SPI; S ={(2y + 3, y), com y € R}

xX-2y=3 3x+5y=2

C.93x-6y=9 d.12x-3y="1

2x-Ly=6 5x+2y=3
1.d.5P0; s = { (13, 35)

12.Uma escola de ensino basico tem 3.000 estudantes

gdistribufdos nos niveis de Educacao Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio. O Ensino Fundamen-
tal tem o dobro de estudantes do Ensino Médio, e a
Educacao Infantil tem 500 estudantes a menos que o
Ensino Fundamental. Junte-se aum colega, e determi-
nem o nimero de estudantes de cada nivel de ensino
dessa escola.

12. Ao todo, a escola tem 900 estudantes na Educagéao Infantil,
1.400 estudantes no Ensino Fundamental e 700 no Ensino Médio.
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13. Os dados fornecidos s&o insuficientes.

13.Trés avioes, A, B e ( fretados por uma agéncia de
viagens, partiram de um aeroporto internacional, com
destino a paises da Europa. Os avides A e B juntos
transportaram 260 passageiros a mais que C; 0s avioes
Ae Cjuntos transportaram o dobro do nimero de pas-
sageiros de B; e o aviao Btransportou 260 passageiros
a menos que o dobro do nimero de passageiros de A.
Quantos passageiros viajaram em cada aviao?

14.Elabore um algoritmo que descreva os passos para

gdeterminar a classificacao de um sistema linear. Em

seguida, troque o algoritmo elaborado com um colega
para que um construa um fluxograma com base no
algoritmo elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
conversem como raciocinaram para a elaboracgao do
fluxograma. 14. Resposta pessoal.

Para retomar os conteidos estudados, resolva os exercicios complementares 4 a 11.

5. Os sistemas lineares e o conceito

de determinante

O estudo dos sistemas lineares levou alguns matematicos do século XVII a desenvol-

ver a teoria dos determinantes.

Essa teoria surgiu, quase simultaneamente, no Japéo e na Europa, embora o matema-
tico japonés Seki a tenha publicado primeiro, em 1683, na obra Kake fukudai no ho, em
que apresenta um método geral para o calculo de determinantes.

Na Europa, nesse mesmo ano, o matematico aleméo Leibniz escreveu ao matematico
francés L'Hospital sobre a classificacdo de um sistema linear em que aplicava um novo

tipo de célculo, hoje chamado de determinante.

llustracdo do matematico llustracdo do matematico
japonés Takakazu Seki alemdo Gottfried Wilhelm von
Kowa (1642-1708). Leibniz (1646-1716).

llustracdo do matematico
francés Guillaume Francois
Antoine, marqués de
L'Hospital (1661-1704).

O determinante é um namero obtido por meio de multiplicagdes e adi¢des dos coe-
ficientes de um sistema linear, conforme apresentado a seguir.

Determinante de ordem 2

Vamos considerar o seguinte sistema linear nas incégnitas x e y: {

ax+by=p
x+dy=gq

Aplicando os teoremas usados no escalonamento, obtemos um sistema equivalente

{ax+by=p><@ N { ax+ by=p

desta maneira:

x+dy=q % :y

(ad - cb)y=aq - cp

Haverd um Unico valor de y que satisfaca essa Gltima equacao se, e somente se, o
coeficiente de y nessa equacao for diferente de zero: ad — cb # 0. Consequentemente,
havera um Unico par ordenado como solucdo do sistema; logo, o sistema sera possivel e

determinado. Assim, concluimos que:

ad — cb #+ 0 & SPD
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Observagio O numero (ad — cb) é chamado de determinante da matriz (‘Z Z) dos coeficientes

Matriz e determi- do sistema original, em que a 12 coluna é formada pelos coeficientes de x e a 22, pe-
nante sao entes dis- | los de y.
tintos: matriz é uma Indicamos o determinante por:
tabela e determi-
nante é um ndmero. ‘a b
c d
Por estar associado a uma matriz de ordem 2, dizemos que esse determinante tem

ordem 2.

Note que um determinante de ordem 2 é igual a diferenca entre o produto dos ele-
mentos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundéria, nessa
ordem, da matriz dos coeficientes do sistema:

diagonal secundaria
=ad - cb

diagonal principal

Exemplos

4x+ 2y =1

a. Vamos calcular o determinante D da matriz dos coeficientes do sistema
3x+5y =9

4 2

=4-5-3-2=14
3 5

Como D # 0, concluimos que o sistema é possivel e determinado (SPD).

x+3y=1
b. Vamos calcularodeterminante Dda matrizdoscoeficientesdosistema{3 N 9y 2
X y=

’
= = 0
3 9

Como D = 0, o sistema néao € possivel e determinado. Restam, portanto, duas al-
ternativas: o sistema é impossivel ou é possivel e indeterminado. Para saber qual
das duas alternativas é correta, basta escalonar o sistema:

x+3y=14<>< :) x+3y=1
+ ~ ’
{3x+9y=2<¥ {0x—0y=—1

Logo, o sistema é impossivel.

Determinante de ordem 3

Vamos considerar o seguinte sistema linear nas incégnitas x, y e z:

ax+by+cz=p
dx+ey+1fz=q
gx+hy+iz=r

Aplicando os teoremas usados no escalonamento, obtemos o sistema equivalente:

ax+by+cz=p
0x + (ae — bd)y + (af — dc)z = aq — pd
0x + Oy + (aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb)z = aer + bqg + pdh — gep — hga — rdb
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Esse sistema sera possivel e determinado se, e somente se, o coeficiente de z na Ulti-
ma equacao for diferente de zero, isto é:

aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb # 0 < SPD

a b c
Esse coeficiente de z é chamado de determinante da matriz|d e f]| dos coefi-

g h i

cientes do sistema, em que a 1%, a 22 e a 32 coluna sdao formadas pelos coeficientes de x,
y e z do sistema original, respectivamente. Indicamos o determinante D por:

a b ¢

D=|d e f

g h i

; ; : ; Observacao
Por estar associado a uma matriz de ordem 3, dizemos que esse determinante tem

ordem 3. A regra de Sarrus
Para facilitar o calculo desse determinante, podemos seguir uma regra prética apre- | refere-se a um me-
sentada a seguir, conhecida como regra de Sarrus. todo de memoriza-

¢do do calculo de

® Repetimos, a direita do determinante, as duas primeiras colunas e desenhamos setas | Jeterminantes de

sobre a diagonal principal e duas paralelas, e sobre a diagonal secundéria e duas para- ordem 3 atribuido

lelas, de modo que cada seta intercepte trés nimeros do determinante, conforme | ao matematico fran-

0 esquema: cés Pierre Frederic
kSarrus 1 798-1861).)

e Multiplicamos os trés nimeros alinhados em cada seta, conservando o sinal de cada
produto obtido na direcdo da diagonal principal e invertendo o sinal de cada produto
obtido na direcdo da diagonal secundaria.

—gec —hfa —idb

aei bfg cdh
¢ Finalmente, adicionamos os seis produtos calculados:

D = agei + bfg + cdh — gec — hfa — idb

Exemplo

2x+y+3z=1
Vamos calcular o determinante Dda matrizdos coeficientesdossistema:4 x —y+ 5z=2
3x+y—-2z=6
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Reflexao

Existe determinante
de ordem 1?

Reflexao: Embora
tenhamos estudado
apenas determinantes
de ordens 2 e 3, existe o
determinante de qualquer
matriz quadrada de
ordem n, com n € IN*.
Por exemplo, o
determinante da matriz
deordem1,A=1a,], &
definido como o préprio
elemento a,,.

E importante observar
que a classificagéo de
uma equacgao do tipo

ax = b, na variavel x, é
um caso particular da
classificacdo de sistemas
lineares. Observando que
a matriz dos coeficientes
dessa equagéo € [a], cujo
determinante é o proprio
ndmero a, temos:

® se esse determinante
¢é diferente de zero,

isto &, sea # 0, entdo

a equacao € possivel

e determinada; por
exemplo, a equagao

3x = 6 tem uma Unica
raiz, que é 2.

¢ se esse determinante é
igual a zero, isto &,

se a =0, a equacao

sera impossivel se

b # 0, ou sera possivel e
indeterminada se b = 0.
Por exemplo, a equacéo
Ox = 5 é impossivel,
eaequacdo Ox =0¢
indeterminada.
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Generalizacao

D=4+15+3+9-10+2=23

Como D # 0, concluimos que o sistema é possivel e determinado (SPD).

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes de um sistema linear com
ndmero de equages igual ao nimero de incégnitas, temos:

D # 0 < SPD

EXERCICIO RESOLVIDO

4. Para que valores reais de m o sistema nas incognitas x, y e za seguir é possivel e

determinado?

Resolucao

Observando que o coeficiente de z na
22 equacao é zero, podemos represen-
tar esse sisterna como:

Esse sistema sera possivel e determi-
nado se, e somente se, o determinan-
te da matriz dos coeficientes do
sistema for diferente de zero, isto é:

D =0 < SPl ou SI

24

3x+ 2y - 4z=1
A4 x- 2y= 3
X+ my-bz=-1

3x+ 2y - 4z=1
A x- 2y+0z=3
X+ my-bz=-1

3 2 -4
AéSPDs (1 -2 0|#0
1 m -4

Calculando o determinante D da matriz e impondo D # O, temaos:

0 —-4m

2L—4m—-8+8+#0
S.m#6

Logo, A é SPD para todo nimero real m, com m # 6.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

15.Calcule o determinante da matriz dos coeficientes de
cada um dos sistemas a seguir.

5x+3y=6
. 15.a.23
Lx+7y=1

X+ y=2
b.{ y 15.b. 3

y=6
2x+3y+z=5
C. x-z=3 15.c.-12
Lx+2y+2z=0

X+ysen3-zcos3= 1
d. ysen3-zcos3= 2 15.d.1
X+ ycos3+zsen3=-1

kx+3y=6
, Nas va-
10x+ (k+ 1)y=12
riaveis x e , possui uma Unica solucao, para qualquer
ndmero real ktal que: 16. alternativa d

16.(Unir-R0O) O sistema {

a. k#5 C. k#2 e. ktbek#2
b. k#4 d. k#5ek#-6
17. (Fuvest-SP) Para quais valores de ko sistema linear
X+y+z= 1
3x-y+2z= 3
y+ kz=-2

E compativel e determinado?

Nota: Lembre-se de que dizer que um sistema é com-
pativel e determinado equivale a dizer que o sistema é
possivel e determinado. 17. k + %

18.Resolva, em R, as equagoes a seguir.

x 3
a. =0 18.a.S={-3,3
9 3x { )
2sen x 1 ’
b 1 cos x| 2
2
18.b. S = {xe\R|x:%+kn, comkel}
x 3 1 5
|1 5 2/=8 18es={2-%f
0 2 «x
18.d.S=0
3 x =2
d.[x+1 1 1 |=-12 19. Pesquisa e resposta pessoal.
5 > 1 Vocé encontrara mais informacdes

nas Orientacoes Especificas deste
capitulo.

19.Foiapresentado o calculo de determinantes de ordens

2 e 3, porém é possivel calcular determinantes de qual-
quer ordem n, com n € IN*. Para isso, pode-se utilizar
um recurso conhecido como teorema de Laplace. Faca
uma pesquisa nainternet sobre esse teorema e apre-
sente paraaturma por meio de um exemplo, o calculo
de um determinante de ordem 4.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 12 e 13.

6. Discussao de um sistema linear

A tabela a seguir descreve as duas Gltimas compras de matéria-prima realizadas por
uma industria de valvulas de bronze (o bronze é uma liga metélica cujos principais com-

ponentes sdo cobre e estanho).

Compra de matéria-prima

Cobre (tonelada)
Compra 1 8 2
Compra 2 16 k

Estanho (tonelada)

Custo total R$
660.000,00
980.000,00

Elaborado para fins didaticos.
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Em uma equacgao
nas incégnitas x,,
X, X3 - X, Cha-
ma-se parametro
qualquer outra va-
riavel, distinta de
K1 X Xy e € X

J
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EXERCICIOS RESOLVIDOS )

5. Discuta, em funcao do parametro real m, o sistema
nas incognitas xe y:

2x+ my=28

Se o preco da tonelada de cada produto foi o mesmo nas duas compras, pode-se
concluir que o nimero real ndo negativo k obedece a condigéo:

a. k=5 b. k#+5 c. k=4 d. k+4 e. k=3

Podemos analisar essa questdao por meio do sistema linear a seguir, em que x e y re-
presentam os precos, em real, da tonelada do cobre e do estanho, respectivamente.

8x + 2y = 660.000
16x + ky = 980.000

Esse sistema deve ser possivel, pois o preco de cada produto foi o mesmo nas duas
compras. Calculamos, entdo, os valores de k para que essa classificacdo ocorra.
Calculando o determinante da matriz dos coeficientes desse sistema, temos:

8 2
=8k - 32
16 k
Se esse determinante for diferente de zero, o sistema sera possivel e determinado.
Assim:

8k-32#£0=>k+#4

Portanto, se k # 4, o sistema admite apenas uma solucdo. Logo, uma condicdo
suficiente para que o preco dos produtos seja 0 mesmo nas duas compras é k # 4.

Agora, consideramos o que ocorre quando k = 4. Para esse valor de k, o determinan-
te anterior é igual a zero e, portanto, o sistema pode ser possivel e indeterminado ou
impossivel. Para saber qual dessas classificacdes ocorre, substituimos k por 4 e escalona-
mos o sistema:

{ 8x+ 2y = 660.000 %

8x+ 2y = 660.000
16x + 4y = 980.000 <+

0x + Oy = -340.000

Deduzimos, entdo, que se k = 4, o sistema é impossivel, isto €, ndo existe um par
ordenado (x, y) que seja solucdo do sistema. Portanto, para k = 4, o preco da tonelada
de cada produto ndo seria 0 mesmo nas duas compras.

Com base nesse estudo, afirmamos que a condi¢do necessaria e suficiente para que
o preco de cada produto seja 0 mesmo nas duas compras é k # 4. Assim, a alternativa
correta € a d.

O que fizemos nesse exemplo foi classificar o sistema linear sequndo os valores do
parametro k. A esse procedimento damos o nome de discussao do sistema linear em
funcdo do parametro k.

Muitas situacdes exigem a discussao de um sistema linear; por isso, faremos um estu-
do mais detalhado desse assunto. Para facilitar, vamos dividir o estudo em dois casos.

12 caso: discussao de um sistema linear com numero
de equacdes igual ao nimero de incognitas

A discussd@o de um sistema linear cujo nimero de equacdes é igual ao nimero de
incégnitas pode ser feita pelo determinante da matriz dos coeficientes do sistema, auxi-
liado pelo escalonamento, conforme mostram os exercicios resolvidos a seguir.

Resolucao

Seja Do determinante da matriz dos coeficientes do

X+3y==4 sistema, isto é:
D= |1 3|
2 m
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Impondo a condicao D# 0, obtemos os valores de m
para que o sistema seja possivel e determinado:

1 3
Oem-6#0
A b #

Logo: m# 6 = SPD

Para m = 6, temos D = 0 e, nesse caso, o sistema
pode ser impossivel ou possivel e indeterminado.
Substituindo m por 6 no sistema e escalonando-o,
obtemos:

x+3y=4j@ X+3y=4
2x+6y=8<" Ox+0y=0
Logo: m=6= SPI

Resumindo:

= Para m# 6, o sistema é possivel e determinado
(SPD).

» Para m=6, o sistema é possivel e indeterminado
(SP1).

. Discuta o sistema nas incognitas xe yem funcao do

parametro real p:

5x+py=1
px+5y=1

Resolucao

Seja Do determinante da matriz dos coeficientes do
sistema, isto é:
5
=, 4
p 5
Impondo a condicao D # O, obtemos os valores de p
para que o sistema seja possivel e determinado:

5 p :
) 5‘#0@25—p #0

SLp#ESep#-5
Logo:p#5ep#-5=SPD

Para p=>5ou p= -5, temos D=0 e, nesse caso, 0
sistema pode ser impossivel ou possivel e indeter-
minado.

= Substituindo p por 5 no sistema e escalonando-o,
obtemos:

5x+ 5y=1j@ 5x+5y="1
5Xx+5y=1<"* Ox+0y=0
Logo: p=5= SPI

= Substituindo p por —5 no sistema e escalonando-o,
obtemos:

5x - 5y =1 XjD 5x-5y="1
—5x+45y=1<" Ox+0y=2

Logo: p=—-5=5SI
Resumindo:

» Parap#5ep# -5, 0sistema é possivel e deter-
minado (SPD).

» Para p=5, o sistema é possivel e indeterminado
(SPI).

» Para p=-5, o sistema é impossivel (SI).

7. Discuta o sistema nas incognitas x, ye zem funcao

~

do parametro real k:
X+2y- z=1
2x- y+2z=3
X-3y+ kz=1
Resolucao

Seja Do determinante da matriz dos coeficientes do
sistema, isto é:

1 2 -

2 -1 i‘

1 -3

Impondo a condicao D # 0, obtemos os valores de k
para que o sistema seja possivel e determinado:

D=

-1 6 —4k

D#0& —k+4+6—-1+6—-4k#0
Sk#3
Logo: k# 3 = SPD

Para k = 3, temos D = 0 e, nesse caso, 0 sistema
pode ser impossivel ou possivel e indeterminado.
Substituindo k por 3 no sistema e escalonando-o,
obtemos:

X

N

X+2y- z=1 j@
2x - y+2z=3 + ~
Xx-3y+3z=1 +

X+2y- z=1 X+2y- z=1
0x—5y+hz=17><g)~ Ox - 5y+4z=1
Ox - 5y+Lz=0<" Ox+ 0y + 0z= -1
Logo: k=3 =Sl

Resumindo:

» Para k # 3, o sistema é possivel e determinado
(SPD).

» Para k= 3, o sistema é impossivel (SI).
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22.b.param#1em#-1,SPD; y

8. Discuta o sistema seguinte, nas incognitas xe y, em
funcao dos parametros reais ae b.

X+2y=3
ax+h4y=>
Resolucao
. 12
Seja: D=
0=, ]

Impondo D# 0, o sistema é possivel e determinado:

1 2
‘a A|¢O©4 2a#0

Logo: a# 2= SPD

Para obter a classificacao do sistema para a = 2,
substituimos a por 2 no sistema e o escalonamos,
obtendo:

-

x+2y=3i€? x+2y=3
2x+ 4Ly=>b + Ox+0y=b-6
Observamos que:

» se b—6#0,0useja, b# 6, 0sistema é impossi-
vel (Sl);

» seb—6=0,0useja, b=6, o sistema é possivel e
indeterminado (SPI).

Resumindo:
» Para a# 2, temos SPD.
» Parag=2eb#6,temosSl.

« Parag=2eb=6, temos SPI.

Reflexdo: Sim. Vocé encontrara mais
informacoes nas Orientacoes
Especificas deste capitulo.

Posso discutir um sistema linear aplicando apenas o
escalonamento?

Reflexao

J

20. a. para k # 8, SPD

ara k = 8, Sl
EXERCICIOS PROPOSTOS ¥

20. b. parak # 3 e k # -3, SPD
parak = 3, Sl

parak = -3, SPl  Faca os exercicios no caderno.

20.Discuta cada um dos sistemas a seguir, nas incognitas
xe y, em funcdo do parametro real k.

a X+4y=5 b kx+ y=1
T 2x+ ky=12 “l9x+ ky=-3

21.Discuta cada um dos sistemas a seguir, nas incognitas
X, ye z em funcdo do parametro real m.

mx- y+2z=1

21. a. param # -1, SPD;

a.2x+ y+ z=2 param = —1, SPI

5x+2y+5z=7
X+3y+ mz=1
b.{3x+ v+ 3z=1
mx - 2y +

21.b.param #2em # 1, SPD;
param=2oum=1, S|
z=1

22.Facaadiscussao dos sistemas a seguir, nas incognitas
xe y, segundo os valores reais dos parametros me n.

{2X+3y=1 {mx— y=1
a. b.
mx+9y=n X—my=n

23.Considere areta re o ponto P(0, 1), representados no

plano cartesiano xOy. 22, a. param # 6, SPD;
param=6en#3, Sl;

param=1en#1,8l param=6en =23, SPI

param=1en=1, SPl;
param=-1en+# -1, Sl

param=-1en=-1,SPI 4
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Nesse plano, qualquer reta s, ndo vertical, que passa
pelo ponto Ptem equacao da forma y= kx+ 1, em que
k & um parametro real.

a. Lembrando que toda reta nao vertical do plano
cartesiano é grafico de uma funcao afim,
y=ax+ b com{a b} CRe g+ 0, obtenha a
equacao daretar. 23.a.y =2x+ 4

b. Discuta, em funcao de £, o sistema formado pelas
equacoes dasretasre s. 23.b. k#2 = SPD; k=2 = Sl

c. De acordo com as suas conclusoes no item b, des-

creva as posicoes relativas das retas re spara cada
valor real de k. 23. ¢. k #2 = res sdo concorrentes;
k =2 = r e s sdo paralelas distintas.

Nota: Uma reta do plano cartesiano é vertical quando
é perpendicular ao eixo das abscissas.

24.)Junte-se a um colega para resolver este problema. Em
83um mesmo instante, Raul tomou dois empréstimos em
regime de juros simples. Um deles foi de R$ 8.000,00, a
taxa de 4% ao més, e o outro foi de R$ 10.000,00, a taxa
de k% aomés, com k€ R?. Para que valor de ka diferenca
entre os montantes das duas dividas sera a mesma em
qualquer instante do periodo do empréstimo? 24. k = 3,2

25.Elabore um problema envolvendo a discussao de um
gsistema linear, em uma situacao do cotidiano, em que
40x+ ky = 150 seja uma das equacoes. Em seguida,
~troque o problema elaborado com um colega para que
um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,

analisem e discutam as resolucdes.

25. Resposta pessoal.
26.Faca dupla com um colega e resolva o problema. Aten-

dendo aos pedidos dos departamentos de planejamen-
to, de pessoal e administrativo, o comprador de uma
empresa adquiriu os produtos relacionados na tabela
a seguir, em que krepresenta um nimero natural.
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Total de materiais adquiridos e valor gasto Sabendo que os pacotes de papel sulfite tive-

ram precos iguais, 0 mesmo ocorrendo com 0S
Departamento| FaPel | Cartuchode |  Caneta Custo cartuchos de impressora e com as canetas,
p o - -
sulfite | impressora | esferografica| (RS$) conclui-se que: 26. alternativa e
Planejamento 10 3 unidades 8 unidades | 218,00 a. k=7
pacotes
20 . . b. k#7
Pessoal 6 unidades 14 unidades | 434,00
pacotes c. k=6
S 2k . .
Administrativo pacotes 3 unidades k unidades | 210,00 d. k£6

Elaborado para fins didaticos. e k#5

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 14 a 19.

22 caso: discussao de um sistema linear com numero
de equacdes diferente do niimero de incégnitas

Aplicaremos o método do escalonamento na discussao de sistemas lineares cujo na-
mero de equagdes é diferente do nimero de incégnitas. Nesse tipo de sistema, ndo se
pode aplicar o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, ja que a matriz ndo
€ quadrada e, portanto, ndo existe seu determinante. Os exercicios resolvidos a seguir
exemplificam essa discussao.

EXERCiCIOS RESOLVIDOS h

9. Discuta o sistema nas incognitas x, ye zem funcao do parametro real n.

X+4y-z=1
3x+12y+nz=2

Resolucao

Escalonando o sistema, temos:
X+ by- z=1<4><—€? X+by-z= 1
3x+ 12y +nz=2<—+ Ox+0y+(n+3)z=-1
Observamos que:

» paran+ 3 =0, ouseja, n= -3, 0 sistema é impossivel (S);

» paran+ 3 #0,o0useja, n# —3, 0 sistema é possivel e indeterminado (SPI).

10.Discuta o sistema nas incognitas x e yem funcao do parametro real a.

X+ 5y=1
2x+  y=2
Lx+1My=a

Resolucao

Escalonando o sistema, temos:

X

X+ 5y=1i€? (—4) x+5y=1 x+5y=1
2x+ y=2<-* ~ 40x -9y =0 0x -9y =0

X
4x+ 11y =a + 0x—9y=a—4<+_élD Ox+0y=a-4

Observamos que:

» para g—4=0,ouseja, a= 4, o sistema é possivel e determinado (SPD);
» paraa—4#0,0useja, a+ 4, 0sistema é impossivel (SI).
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

27.Faca o que se pede.

a. Discuta, em fungao do parametro real m, o sistema
de variaveis x, y e z

27.a.m # 15 = SPJ;

X- 2y+ 3z=2
m=15=SP

5x-10y+ mz=5

b. Discuta, em fungao dos parametros reais p e g, 0

sistema de variaveis x, ye z:

27.b.p # % = SPJ;
X+ py+pz==6 i
p=3 eqg=18= SP|;
3x+3py+hbz=gq a

p=3eq# 18 = Sl
28.Discuta os sistemas a seguir, nas incognitas xe y, em

funcao do parametro real a.

X+ 3y=-2
_ _ 28.a.a=-1=> SPD;
a. 42X y=3 a#-1=8l
Lx+ 5y =a
xX+2y=5
28.b.a=-3= SPD;
b.i6x- y=4 at-3> 9l
5x+ ay = -1

29.Junte-seaum colega pararesolver este problema. Nas
gfungﬁes y=3x+2,y=2x—Tey=mx—4,as letras

X e yrepresentam as variaveis e m € um parametro
real. Determinem m para que os graficos cartesianos
dessas funcoes sejam retas que concorram em um
mesmo ponto. 29.m =1

30.Uma loja vende trés modelos de camiseta. A tabela a
seguir descreve a quantidade vendida de cada mode-
lo e a receita apurada com essa venda no primeiro e
no segundo dia de determinado més, em que k é um
ndmero real positivo.

Total de camisetas vendidas
por modelo e por dia

Dia | Modelo 1 | Modelo 2 | Modelo 3 |Receita (R$)
1 12 10 8 1.220,00
2 18 15 12 610k

Elaborado para fins didaticos.

Sabendo que nesses dois dias nao houve variacao de
preco em nenhum dos trés modelos de camiseta,
determine o valor de k. 30.k=3

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 20 a 23.

7. Sistema linear homogéneo

Sistema linear homogéneo é todo sistema linear formado exclusivamente por equa-
¢oes lineares com termo independente igual a zero.

Exemplos
5x-2y+ z=0
a. 4 x+4y-2z=0
3x— y+4z=0

b x+3y=0 2x+ y=0
. C.
4x-2y=0 xX+3y+2z=0

Solucao trivial de um sistema linear homogéneo

Considere o sistema linear homogéneo a seguir.

5x-2y+ z=0
Xx+4y-2z=0
3x - y+4z=0

Atribuindo o valor 0 (zero) a cada variavel, obtemos as sentencas verdadeiras:
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5:-0-2-0+0=0
0+4:0-2-0=0
3:-0-0+4-0=0
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Concluimos, entdo, que o terno (0, 0, 0) é uma solucdo desse sistema. Esse terno é
chamado de solugao trivial do sistema linear homogéneo.

Todo sistema linear homogéneo com n incégnitas admite como solucéo a énu-
pla (0, O, O, ..., 0), chamada de solucao trivial do sistema.

Notas:

1. Como todo sistema linear homogéneo admite a solugéo trivial, concluimos que todo
sistema linear homogéneo é possivel.

2. A solucdo trivial de um sistema linear homogéneo também é chamada de solucédo
nula ou solugédo imprépria do sistema.

Exemplos

A solugiio trivial do sist 2x=¥=94 0
a. SO ao trivia O sistema e .
ug ivi i ax—2y=0 ,

3x+2y-4t+z =0
L . X—-2y+7t-2z2=0 |
b. A solucgdo trivial do sistema € (0,0,0,0).
2x+ y-4t+2z=0
5+3y- t-z =0

Classificacdo de um sistema linear homogéneo
com numero de equacdes igual ao nimero de incégnitas

Quando um sistema linear homogéneo tem o ndmero de equacdes igual ao nimero
de incognitas, podemos classifica-lo por meio do determinante da matriz dos coeficien-

tes do sistema. Isso ocorre porque, como esse tipo de sistema é sempre possivel, ha
apenas as duas alternativas descritas pela propriedade a seguir.

Propriedade

Sendo A um sistema linear homogéneo com n equacdes e n incégnitas e cujo
determinante da matriz dos coeficientes é D, temos:

D # 0 < A é SPD (O sistema admite apenas a solugéo trivial.)

D =0 < A é SPI (O sistema admite outras solucdes além da trivial.)

Exemplos

2x—- y+2z=0
a. Classificar o sistema A:4 x+3y—- z=0
y+4z=0

Calculando o determinante da matriz dos 0 2 4
coeficientes desse sistema linear, temos:

D=24+2+2+4=32

24 0 2

O sistema

tifique.
\Jus ifique

5x-2y-15=0
3x+4y—-12=0

é homogéneo?

J

Reflexao: Nao, pois o

termo independente de

que pelo menos uma

equacao é diferente de

zZero.
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. Classificar o sistema B: {

Como D # 0, concluimos que A é SPD e, portanto, admite somente a solugéo tri-
vial (0, 0, 0).

3x+2y=0
6x+4y=0

Calculando o determinante da matriz dos coeficientes desse sistema linear, temos:

Em um sistema li-
near homogéneo
indeterminado, as
solucdes diferentes
da trivial sdo cha-
madas de solucdes

réprias.
\P p

3
D =
’

) da trivial (0, 0). Algumas dessas solucdes sdo: (-2, 3), (-4, 6) e (%, - 1—)

2
—3.4_6-2=
4‘ 3 6 0

Como D = 0, concluimos que B é SPI e, portanto, o sistema admite solu¢des além

2

EXERCICIOS RESOLVIDOS

11.Determine o nimero real k, de modo que o sistema
nas incognitas x, y e za seguir admita solucées di-
ferentes da trivial.

2x+ y- z=0
3y-2z=0
-2x+5y+ kz=0

Resolucao

Esse sistema tera solucoes além da trivial se, e so-
mente se, for SPI. Para que isso ocorra, basta impor
que o determinante D da matriz dos coeficientes
seja nulo, isto é:

-6 20 O

6k 4 0
D=0s6k+4-6+20=0
Sk=-3

Assim, o sistema tera outras solucoes, além da tri-
vial, se, e somente se, k= -3.

12.Resolva o sistema linear homogéneo A:

X+2y-3z=0

A<{3x- y+2z=0

2x-3y+5z=0

Resolucao
Escalonando o sistema, temos:
X+ 2y-3z=0 X &
3x- y+2z=0 :é? ~

2x-3y+5z=0 +

xX+2y- 3z=0
~ 0x—7y+11z=0ﬂ ~
Ox-7y+11z=0 +

X+2y-3z=0
~30x-7y+11z=0~

{x+ 2y- 3z=0
Ox+0y+0z=0

- 7y+11z=0

Note, portanto, que o sistema homogéneo A é
equivalente a um sistema homogéneo escalonado
com o ndmero de equagdes menor que o0 ndmero
de incognitas; logo, A& um sistema possivel e inde-
terminado (SPI).

Resolvendo esse Gltimo sistema em fungao da va-
riavel livre z, obtemos:

Xx+2y- 3z=0 Xx+2y- 3z=0 (1)
{ - 7y+11z=0" z

Substituindo (2) em (1), obtemos:

Az 5, -_Z
X+ 2 v 3z=0=> x= 5

Concluimos que o conjunto solucao do sistema é:

= l(_z 1z

5_{( 577 ,z),comz eIR}

Notas:

1. Para z= 0, obtemos a solucao trivial (0, 0, 0) do
sistema.

2. Para z# 0, chegamos as solucoes proprias do
sistema; por exemplo, para z= 7, a solucao é
(=1,11,7).
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32.a.S ={(0, 0)} 32. b.S={<—%, —45—°,c>,comce\R}

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

31.Calculando o determinante da matriz dos coeficien-
tes dos sistemas lineares homogéneos a seguir,
classifique-os em SPD ou SPI.

2x+3y=0

a. Nas incognitas xe y: {3x+ /=0

31.a.-7; SPD

a+ 2b+ 3c=0
2a- b+ 2c=0
a+12b+11c=0

b. Nasincognitas g, be ¢
31.b. 0; SPI

32.Resolva os sistemas do exercicio anterior.

33.Considerando a equacao apresentada, nas variaveis
reais x, y e z, responda aos itens a seguir.

X=0+QRy+2°+2x+2°=0

a. Quantos ternos ordenados (, y, 2) de nimeros reais
sao solugoes dessa equacao? Justifique sua resposta.
b. Determine o conjunto solucao dessa equacao.

33. a. Resposta nas Orientacoes Especificas deste capitulo.
34.Discuta, em fungdo do parametro real k, os sistemas

rIaSimégnitasxey'mi. b.S={(—£ —%,z),comze\R}

Z,

X F3=0 54 akze=sPD;
10x+ ky=0 k= 6= SPl

b. 2X+Ky=0 o b ktdeks_4 = SPD,
kx+8y=0 k=4ouk=—-4=SP|

35.Discuta, em funcdo do parametro real n, os sistemas
nas incognitas x, ye z

5x+2y-3z=0

35.a.n¢Oen;&—% = SPD;
a. 2x+ nz=0

n:Ooun:—% = SPI
3x - ny=0
2x+ y+nz=0
b. bx-2y=0 35. b. SPI para qualquer
2+ nz=0 valor real de n.

36.Para que valor(es) do parametro real k o sistema
homogéneo nas variaveis x, y e zadmite apenas a
solucao trivial? 36. Qualquer nimero real k, com k # 5.

3x+y-z=0
2x-y-z=0
kx-2z=0

37.Determine o(s) valor(es) do parametro real ade modo
que o sistema nas incognitas x, y e za seguir admita
solucoes diferentes da trivial. 37.a = -4
3x+2y-2z=0
2x - 3y+2z=0
X+5y+az=0

38.A densidade de umaamostra de matériaéarazao entre
8gsua massa e o volume por ela ocupado, nessa ordem,

isto é&:
densidade = Ma552 38 4 x -3y —0;
volume X—0z=0
y—-38z=0

GETTY IMAGES

THINKSTOCK IMAGES/STOCKBYTE/

O mercurio é um metal
liquido a temperatura
ambiente e tem densidade
de 13,6 g/cm3. E
considerado um metal
pesado e téxico para
organismos Vivos.

Durante uma experiéncia, fez-se variar a massa e o
volume de uma substancia de modo que sua densida-
de permanecesse constante.

Cada linha da tabela a seguir mostra a massa (em gra-
ma) e o volume (em centimetro clbico) dessa subs-
tancia em determinados estagios da experiéncia.
Junte-se a um colega, e resolvam o que se pede.

Experiéncia sobre uma substéncia

Massa (g) Volume (cm?®)
X 18
y 6
z 2

Elaborado para fins didaticos.

a. Descrevam, por meio de um sistema linear homo-
géneo, as relacoes entre as grandezas envolvidas
nessa experiéncia.

b. Obtenham todos os ternos ordenados (x, y, 2) de
ndmeros reais positivos que satisfazem o sistema
doitem a. 88. b. (92, 3z, 2), comz € R

39.Elabore um problema sobre sistema linear homogéneo
R que envolva uma situagdo do cotidiano e apresente
3% — 6y = 0 como uma das equagbes. Em seguida,
~troque o problema elaborado com um colega para que
um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,
analisem e discutam as resolugdes. 39. Resposta pessoal.

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 24 a 27.

125



IRYNA MELNYK/ISTOCK/GETTY IMAGES

O contetido do boxe Trabalho e juventudes aborda a atuacdo de um economista apresentando fungdes dessa profissédo. Pode-se
aprofundar o assunto, propondo aos estudantes que citem algumas habilidades que precisam ser desenvolvidas para alguém se tornar
economista. O trabalho com esse boxe favorece o desenvolvimento da competéncia geral 6, pois os estudantes podem se apropriar de
procedimentos adotados no mundo do trabalho.

TRABALHO E JUVENTUDES | B i[5 ¢!

O economista, também conhecido como cientista econdmico, tem como uma de
suas atribuicdes estudar os fendmenos econdmicos e socioecondmicos. Para que isso
ocorra de modo eficiente, este profissional utiliza conceitos matematicos, por exemplo,
determinantes, para modelar o sistema econémico e verificar as possibilidades futuras,
bem como realizar andlises de risco. Essas atividades ajudam na previsdo do mercado
financeiro e na tomada de decisdes mais assertivas.

Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.

A capacidade de calcular determinantes e aplicar
esse conhecimento na pratica é essencial. Esse conhe-
cimento especifico aumenta significativamente as opor-
tunidades no mercado de trabalho para o economista,
que possui um vasto campo de atuacao.

No Brasil, o Dia do Economista é celebrado em
13 de agosto, em homenagem a regulamentacao da
profissdo pelo presidente Getulio Vargas em 13 de
agosto de 1951.

Quer saber mais sobre a profissdao de economista?
Faca uma pesquisa na internet e compartilhe com os
colegas um resumo das informacdes que vocé obteve.

DEAGREEZ/ISTOCK/GETTY IMAGES

Oriente os estudantes a consultar as paginas 6 e 7 para saber mais sobre este e os demais Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.

1 8. Os determinantes e os levantamentos
topograficos

A Topografia, uma ciéncia fundamentada na Geometria e na Trigonometria,
tem como objetivo descrever e representar graficamente pequenas partes da
superficie terrestre, sem levar em consideracdo a curvatura da Terra.

O levantamento topografico de uma regido € um conjunto de informacdes
que dizem respeito a area, as dimensdes lineares e angulares, a forma do contor-
no, a representacao grafica e a posicdo da regiao em relacdo a um plano tomado
como referéncia. Esse levantamento é um dos primeiros procedimentos que an-
tecedem pequenas ou grandes obras de engenharia, desde um simples lotea-
mento até a construcdo de aeroportos, barragens, estradas etc.

Ha diversos processos para o célculo de areas em um levantamento topogra-
fico; um deles, chamado de processo analitico, tem estreita ligacdo com o célcu-
lo de determinantes. Nesse processo, utiliza-se a férmula apresentada a seguir,
que é estudada em Geometria analitica.

Se, em relacdo a um sistema cartesiano ortogonal, os vértices de um triangu-
lo MNP s@o dados por M(x,,, v,), N(x,, v,) € P(x,, v,), entdo a area A desse trian-
gulo é dada por:

O teodolito é um
instrumento usado na

Topografia para medir y
angulos.
P(XP! yp)
M(x,. ;) Dl X Yu
> A=2,emqueD=XN Yy 1
X, Y, 1
NG )
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Assim, para o célculo da area de uma regidgo com forma poligonal, o topégrafo estabe-
lece referenciais que determinam um sistema de eixos cartesianos, obtendo as coordena- .
das dos vértices do poligono. Se o poligono é um triangulo, aplica-se uma vez a férmula | © simbolo |D] re-
anterior; se o poligono tem mais de trés lados, ele é dividido em tridngulos, calculando-se S;eéi?éfrrzr?;gseug’
a area de cada um pela férmula anterior, e entdo adicionam-se as areas obtidas. i

EXERCiCIOS PROPOSTOS Faca os exercicios no caderno.

Observacao

40.Calculem aarea de um triangulo MPcujos vértices, em unidade adotada nos eixos é o quildmetro. Em relacao
relacao a um sistema cartesiano ortogonal, sao dados a esse sistema, estabeleceu-se que a construgao se-
por: M(2,8), N(—1, 2) e P(~4, —3). 40. 1,5 unidade de area ria realizada em um terreno quadrilateral EFGH, com

41.Para a construcdo de um aeroporto foi feito um le- E(=3, =2), F(-4, 5), G(2, 6) e H(6, —1). Calcule, em
vantamento topografico em uma regiao plana, a qual quilémetro quadrado, a area do terreno destinado a
se associou um sistema cartesiano ortogonal cuja construcdo do aeroporto. 41.55 km’

EDUCACAO MIDIATICA

(o]: 3] (N[} /Y] Infogréfico clicavel:

A tecnologia e as mudancas no mercado de trabalho Profis;qes envolvidas na producao de
um robo

Vocé ja viu algum robd executando alguma tarefa, como levar um alimento até “Bracos” automatizados em

um cliente ou construir algum equipamento? industria de carros na

A robotizacdo no trabalho ja é uma realidade. O relatério Future of Jobs 2023 do Estonia. Foto de 2023.

Forum Econémico Mundial afirma que, até 2027, 42% das tarefas comerciais serao
realizadas por robds, um aumento de 8% em relacdo aos nimeros de 2023. Isso
indica que muitas atividades atualmente desenvolvidas pelos humanos poderao
ser automatizaveis. Mas muitas novas profissoes poderao surgir, em especial
aquelas que exigem habilidades que ndo estao ao alcance das maquinas. E até
paraacriacao e manutencao desses robos, muitos profissionais estao envolvidos,
por exemplo, para a criacdo de um robd aspirador sdo necessarios diferentes
profissionais, como programadores, engenheiros de diferentes areas como au-
tomacao, mecanico, elétrico, entre outros.

SWEETBUNFACTORY/ISTOCK/GETTY IMAGES

E fato: as profissées mudam com o decorrer do tempo. Isso porque elas estio
relacionadas com as necessidades da sociedade, que, por sua vez, esta em
constante mudancga. A automatizacao de tarefas é uma das responsaveis
pelas transformagoes nas caracteristicas das profissdes, ja que as maquinas
sao cada vez mais capazes de realizar atividades repetitivas antes executadas
por pessoas.

Atualmente, com o desenvolvimento da Inteligéncia Artificial (IA), ha indicios de
que estamos entrando em uma quarta revolugao tecnolégica. Isso tem gerado
discussoes sobre quais serao seus impactos para o futuro da sociedade e das
atividades profissionais.

O texto a seguir indica brevemente o que é a IA e onde podemos encontra-la
atualmente.

STEFANO MAZZOLA/SHUTTERSTOCK

A inteligéncia artificial
[...] Nao hd um conceito tinico consolidado sobre o que é inteligéncia artificial, algo
que pode envolver diferentes graus de autonomia das maquinas. Em termos bésicos,
sdo sistemas computacionais que tém competencias semelhantes as humanas, como
oraciocinio e a aprendizagem. A meta dessas tecnologias é poder inferir como atingir
um objetivo, tomando decisdes ou produzindo previsdes e recomendacdes. |...] Garcom rob6 em cafeteria na

Italia. Foto de 2019.
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2. Auxilie os estudantes a organizarem esta atividade em etapas. Primeiro, € necessario realizar uma pesquisa sobre novas profissdes e quais sao
suas fungdes. Oriente que os estudantes de cada dupla/grupo escolham uma profissao diferente. Depois, é necessario entender quais habilidades

Sistemas de inteligéncia artificial sao usados nos | [..] Oficial de ética de sourcing

mais variados 4mbitos da vida social. Entre eles:

. C . o o Investiga, acompanha, negocia acordos de
sistemas biométricos de identificacdo, chatbots de g p g

. . . bens e servigos para garantir que gastos indiretos
atendimento ao cliente, filtragem de spams entre §0S para g ques

. . = ~ da empresa (em energia, restos e relagdes sociais
emails recebidos, andlise de dados para a concessao p ( 84 § )

estdo alinhados com os padroes de ética de seus

de empréstimos bancdarios ou para elegibilidade a
stakeholders. |...]

politicas publicas, listas de recomendacéo de contetido

em plataformas de streaming, direcionamento de publi- [...] Gestor de desenvolvimento de

cidade nasredes sociais, criacdo automatizada de textos ;.
negocios de IA

e imagens, funcionamento de veiculos autdbnomos,
operacdo de infraestruturas militares. [...] O profissional define, desenvolve e implementa

GAGLIONI, C. A inteligéncia artificial em 2023. E as programas eficazes para acelerar vendas e negocios

perspectivas para 2024. Nexo Jornal, Sdo Paulo, 29 de inteligéncia artificial (TA). [...]
dez. 2023. Disponivel em: https://www.nexojornal.
com.br/expresso/2023/12/29/a-inteligencia-artificial- | [...] Conselheiro de compromisso de
em-2023-e-as-perspectivas-para-2024. | satide
Acesso em: 11 set. 2024.
Trabalha remotamente para oferecer coaching
E provavel que vocé ja tenha pensado na possibilidade
de ficar sem emprego porque algum programa de
computador sera criado para realizar suas tarefas de
maneira mais rapida e mais barata. Algumas vezes,
essa preocupacao faz sentido. No entanto, com os
atuais avangos da tecnologia, novas profissoes podem
ser necessarias.

individual e conselhos de bem-estar e satide para
usudrios de pulseiras inteligentes, que monitoram
suas atividades e sinais fisicos. [...]

[...] Analista de cybercidade
Garante a seguranca e funcionalidade da cidade

Observe exemplos de profissoes que estao surgindo ao garantir o fluxo saudével de dados (ambientais,

no mercado de trabalho. populacionais etc.) pelo sistema. [...]
. 21 (POSSIVEIS) PROFISSOES do futuro para
[...] Detetive de dados conhecer hoje. Guia do Estudante, Séo

Paulo, 4 maio 2022. Disponivel em: https://
guiadoestudante.abril.com.br/orientacao-
profissional/21-possiveis-profissoes-do-futuro-
Que segredos contém?” |[...] para-conhecer-hoje-2. Acesso em: 11 set. 2024.
Infografico clicavel: A evolucao da Inteligéncia Artificial

. = Para saber mais sobre o desenvolvimento da IA, proponha aos
Atividades JEEREeEss Infografico clicavel: A evolucio da Inteligéncia Artificial. ’ Faca as atividades no caderno. l

83Junte—se a dois ou trés colegas para trocar ideias e impressoes sobre os questionamentos a seguir e realizar
a atividade. 1- Respostas pessoais. Possibilidades de outras profissdes: analista de Big
Data, operador de drones, web designer, entre outras.

1. Vocés conhecem as profissoes citadas no texto da pagina anterior? Consideram alguma delas interessante?
Pesquisem outras profissoes recentes ligadas a tecnologia.

Investiga mistérios em Big Data.

“O que nossos dados estao nos contando?

2. Elaborem um conteddo para divulgacao das novas profissoes da atualidade. Vocés podem criar um
cartaz e/ou folder digital explicando o que faz cada profissional e quais sao as habilidades que pre-

cisam ser desenvolvidas para que exercam esses oficios, 3- Sao sistemas computacionais que tém
competen0|as semelhantes as humanas, como o raciocinio e a aprendlzagem.

3. Expliquem, em poucas palavras, o que é a Inteligéncia Artificial. Citem exemplos.

4. A Matematica é fundamental para o desenvolvimento da Inteligéncia Artificial. Por meio de suas diver-
sas aplicagoes, é possivel criar modelos e algoritmos que permitem que as maquinas aprendam e se
tornem mais eficientes em suas tarefas. Pesquisem diferentes aplicacdes da IA. Depois, considerando
a comunidade do bairro ou da escola, identifiquem algum problema que poderia ser resolvido com o
auxilio de um programa que usa inteligéncia artificial, por exemplo, a automatizagdo do controle de
presenca dos estudantes. Construam uma proposta de aplicacdo e apresentem aos professores e
colegas. 4. Pesquisa e resposta pessoal.

dispdem esse profissional. Por fim, devem elaborar o produto, escolhendo imagens que deixem a informacao visualmente ——
128 atraente.
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Um cliente de um banco sacou R$ 80,00 em um caixa
eletronico, em cédulas de R$ 5,00, R$ 10,00 e R$ 20,00,
com pelo menos uma cédula de cada valor. Indicando,
respectivamente, por x, ye zos nimeros de cédulas de
R$ 5,00, R$ 10,00 e R$ 20,00, recebidas nesse saque,

faca o que se pede.
. - 1.a, 5x + 10y + 20z = 80
a. Determine uma equacao que relacione x, ye zcom

a quantia sacada por esse cliente.

b. No contexto desse enunciado, x, y e zs6 podem as-
sumir valores naturais nao nulos, pois representam
quantidades nao nulas de cédulas. Nesse contexto,
determine o nimero de solucdes (x, i, 2) da equacao

obtida no item a. 1. b. 9 solucées

2. a. Qualquer numero real k. {X— y+2z=9

,nas varia-
2x-y-z=4

2. Considerando o sistema S:

veis x, y e z, responda aos itens seguintes.

a. Mostre que o terno ordenado (3k- 5, 5k - 14, k) é
solucao de S para qualquer valor real de k.

b. Obtenha trés solugoes distintas do sistema S.
2.b. (-5, -14, 0); (1, -4, 2); (-8, =19, 1)

3. Substitua o parametro k por um coeficiente real tal
que o sistema linear tenha a classificacao indicada.

a. SPD (sistema possivel e determinado)

3. a. qualquer nimero 3x+2y==4
real k, comk # 0
k-y=6

b. SPI (sistema possivel e indeterminado)

X+5y=7
3.b.k=0
k-y=0
¢. Sl (sistema impossivel)
S5x-y=4
{ key=6 3.c.k=0

4. Resolva, por escalonamento, cada um dos sistemas e
classifiqgue-os em SPD, SPI ou SI.

2x+ y+ z=7
a. q4x+ y-3z=5 4.a.SPD; S={@, -1, 2)}
2x+3y+2z=7

3x - y+2z=3
b.{ x+2y+ z=1
6x+ 5y +52=6 comzeR|

4.b.5PL S = { (1552 - 2,7),

3x+2y-5z=3
C. 4 x+3y =1 4.¢c.S;S=0
2x - y-5z=1

Faca os exercicios no caderno.

X+ b4y=-3
d.{ X- V=2 4.d.SPD;S={{1, 1)
3x+7y=—h

3x+4y-4z="11
e. 92X+ 3y-22=8 4.e.SPD;S={(1,2,0)}
7x+ 2y -5z=11

5. Em uma sessao de cinema havia 300 espectadores.
Uma parte deles pagou R$ 30,00 por ingresso, outra
parte pagou R$ 15,00 por ingresso, e 0s espectadores
restantes receberam os ingressos gratuitamente, em
uma promocao. Sabe-se que a bilheteria arrecadou
R$ 6.120,00 com a venda dos ingressos para essa
sessao e que o nimero de pessoas que pagaram
R$ 15,00 foi o dobro do nimero de pessoas que re-
ceberam o ingresso gratuitamente. Quantas pessoas
pagaram R$ 30,00 por ingresso? 5. 156 pessoas

6. Um lava-jato cobra precos diferentes, de acordo com o
tamanho do carro: pequeno, médio e grande. O quadro
aseguir descreve o nimero de carros de cada tamanho
lavados em dois dias consecutivos, em que 0s precos
nao se alteraram.

Numero de carros lavados

Tamanho 22 feira 32 feira

Pequeno 8 15
Médio 6 5
Grande 2 4

Elaborado para fins didaticos.

Indicando por p, me gos precos, em real, da lavagem
dos carros pequeno, médio e grande, respectivamente,
e sabendo que na 2° feira o faturamento desse lava-
-jato foi de R$ 580,00, e na 3° foi de R$ 850,00, assi-
nale a alternativa correta. 6. alternativa c

a. p=310-6m

b. g=23m-950

C. p+g=18m-640
d. g— p=30m-1.150
.g8=2p

m

7. Sobre uma viga horizontal sera construida uma
parede. Um estudo sobre a resisténcia dessa viga
mostrou que a deformacao y, em milimetro, provo-
cada no ponto médio da viga, em funcao da massa x
que ela suporta, em tonelada, pode ser descrita pela
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O exercicio complementar 9 favorece a integragdo com a area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias ao apresentar a predagao
associada a sequéncias matematicas. Se possivel, promova a participacéo do professor de Biologia para uma analise da dinamica
da vida quanto as relagdes ecoldgicas, seu equilibrio e a interferéncia do ser humano, considerando os calculos matematicos. Esse
exercicio também contribui para o ODS 15.

8.

funcdo y= ax’ + bx+ ¢,em que g, be csdo constantes
reais, com g+ 0. O quadro a seguir descreve algumas
dessas deformacoes.

Deformacao em funcdo da massa

Massa (em t) Deformacao (em mm)
0 0
4 8,8
5 11,25

Se a parede a ser construida tera 6 toneladas, qual
sera a deformacao no ponto médio da viga? 7.13,8 mm

(Enem) Trés amigos, A, B e C, se encontraram em um
supermercado. Por coincidéncia, estavam comprando
0s mesmos itens, conforme o quadro.

Amigos | Arroz (kg) | Feijao (kg) | Macarrao (kg)
A 3 2 4
B 2 3 3
C 2 2 2

Os amigos estavam muito entretidos na conversa e
nem perceberam que pagaram suas compras, pega-
ram seus trocos e esqueceram seus comprovantes. Ja
longe do supermercado, "A" lembrou que precisava
saber o quanto pagou por um quilo de arroz e dois qui-
los de macarrao, pois estava comprando para sua vizi-
nha e esperava ser ressarcido. “B", que adorava
desafios matematicos, disse que pagou suas compras
com R$ 40,00 e obteve troco de R$ 7,30, e que conse-
guiria determinar o custo desses itens se os amigos
dissessem como pagaram e quanto foram seus res-
pectivos trocos. “A” disse que pagou com R$ 40,00 e
obteve troco de R$ 4,00, e “C" pagou com R$ 30,00
e obteve troco de R$ 5,40.

A vizinha de "A" deve a ele pela compra, em reais, 0
valor de 8. alternativa c

a. 8,10. c. 11,40.
b. 10,00. d. 12,00.

e. 13,20.

A predacao ou predatismo & um tipo de 0DS 15
relagao ecoldégica em que um individuo
de uma espécie (predador) se alimenta de
outro de uma espécie diferente (presa).
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Por exemplo, nas savanas africanas, o ledao & um
dos predadores das zebras. Embora pareca cruel,
essa relacdo é fundamental para a preservacao das
espécies. Imagine se nas savanas africanas fossem
eliminados todos os animais carnivoros. A populacao
de herbivoros, como as zebras, cresceria desordena-
damente, o que acarretaria no exterminio dos vegetais
e, consequentemente, no exterminio da populagao de
herbivoros. Raciocinio analogo pode ser feito supondo-
-se a eliminagdo das presas dos carnivoros.

A natureza, por si s6, mantém o ponto de equilibrio,
preservando as espécies de predadores e de presas,
porém a interferéncia do ser humano tem causado a
extincdo de muitas espécies. Suponha que no ano de
1900, em determinada regiao, as populacoes de ledes
e de zebras, juntas, tinham 2.200 individuos e n anos
depois a populagao de ledes havia dobrado e a de ze-
bras havia aumentado 10 individuos por ano, totali-
zando, juntas, 3.250 animais. Quando isso ocorreu,
um bidlogo alertou para o risco de extingao das ze-
bras, pois havia apenas 50 zebras a mais que ledes.
Em que ano isso ocorreu e quantos ledes e quantas
zebras havia, entdo, na regiao?

9. O fato ocorreu em 1925, e havia 1.600 ledes e 1.650 zebras na regido.
10.Um agrimensor mediu trés terrenos, concluindo que

a area dos trés juntos é 60 hectares, a area interme-
diaria tem 45 hectares a menos que o dobro da area
maior, e a diferenca entre a area maior e a menor tem
5 hectares a mais que o dobro da area intermediaria.
Essas conclusdes foram apresentadas em um docu-
mento para um inventario. Ao ler esse documento, o
juiz, que sabia Matematica, exigiu novas medicoes dos
terrenos, mostrando de forma irrefutavel que havia
erro nas informagoes documentadas.

Mostre que ha erro nessas informacoes.
10. Resposta nas Orientacoes Especificas deste capitulo.

11.Um jogo de videogame simula uma partida de paintball

entre dois pelotdes virtuais. Nesse tipo de jogo, cada
competidor comanda um pelotao de soldados virtuais
munidos, cada um, de uma armade paintball, que lanca
bolinhas cheias de tinta que estouram ao acertar o
alvo. Quando um dos soldados virtuais é atingido por
uma bolinha, seu corpo & marcado pela tinta, o que
faz esse soldado ser eliminado do jogo. O tempo de
jogo é estabelecido pelos dois competidores. Ao final
desse tempo, sera vencedor aquele que tiver o menor
nimero de soldados virtuais eliminados.

Jodo e Maria iniciaram uma partida desse jogo com o
mesmo nimero de soldados em cada um dos dois pe-
lotoes. Ao final da partida, o pelotdo de Jodao havia per-
dido 6 soldados a mais que o de Maria; e o nimero de
soldados remanescentes do Pelotao de Maria havia
diminuido em relacao ao inicio, mas era o dobro do na-
mero de soldados remanescentes do pelotao de Joao.
Qual é o menor nimero possivel de soldados de cada
pelotdo no inicio da partida? 11. 13

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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12.Todas as letras que aparecem nos sistemas lineares
a seguir representam incognitas. Calcule o determi-
nante da matriz dos coeficientes de cada um deles,
classificando-o em: sistema possivel e determinado
(SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) ou sis-
tema impossivel (SI).

2x- y=1 12. a. zero; SI X+2y="1
a'{hx—2y=3 c. y+2z=2
2x+ z=4
3x- y=5 12.¢. 9; SPD
'{—9x+3y=—15 12. b. zero; SPI

13.Resolva, em R, as equagoes.

2 x-1 0
a -1 x+1 1=4 13.a.5={2}
1 2 1
3 x =2
b.lx+1 1 1|=-1213.b.5=9
5 2 -1
1 -2 0
|2 4 =0 13.¢.S=R
4 0

14.Em um mesmo instante foram medidas as tempera-
turas em duas regioes A e B, obtendo-se, respecti-
vamente, os resultados x e y, em grau Celsius. Essas
medidas podem ser relacionadas pelas equagoes:
3x—2y=-1e6x+ ky=6,em que ké& uma constante
real. Pode-se concluir que: 14. alternativa d

a. k=-1 C. k=2 e. k£0
b. k# -1 d. k# -4

15.Durante uma viagem, um motorista abasteceu o tan-
que de seu carro flexem dois postos de combustivel.
Em cada posto, abasteceu com gasolina e etanol, con-
forme descreve a tabela a seguir, em que krepresenta
um ndmero real nao negativo.

BUNYARIT/SHUTTERSTOCK

Abastecimento de combustivel

Posto Gasolina Etanol Custo
L L (R$)

12 posto 20 10 144,00

22 posto k 15 210,00

Elaborado para fins didaticos.

Se o preco do litro de cada combustivel foi o0 mesmo
nos dois postos, conclui-se que: 15. alternativa e

a. k=24

16.a. p # 10 = SPD;

b. k# 24 p=10eqg=4= SP;
p=10eg#4 =Sl

c. k=28
16.b.p #1ep+-1= SPD;

d. k# 28 p=1eq=-3=SP|;
p=1eq#-3= 8l

e. k#30 p=-1eqg=1= SPI
p=-1leq#1=3Sl

16.Faca a discussao dos sistemas a seguir, segundo 0s
valores reais dos parametros pe g.

a. Nasincognitas xe PXF2y=2
' & F\px+uy=q
X+ y-2z=3
b. Nas incognitas x, ye z42x+ py - z=0
X+ pz=gq
ax - y=1
17. (Fuvest-SP) No sistema linear y+ z=1,nasva-
X+2z=m

ridveis X, ye z ae m sdo constantes reais. E correto
afirmar: 17. alternativa a

a. No caso em que a= 1, o sistema tem solucao se, e
somente se, m= 2.

b. O sistema tem solucao, quaisquer que sejam os va-
lores de ae de m.

c. No caso em que m= 2, o sistema tem solugao se, e
somentese, a=1.

d. O sistema sé tem solucdo se a=m=1.

e. O sistema nao tem solugao, quaisquer que sejam
os valores de ae de m.

18.As fungbes y=2x+ 4, y=3x—pe y=mx+ 2, cujas
variaveis sdo xe y, e me p sao parametros reais, re-
presentam, respectivamente, retas r, s e t do plano

cartesiano. Determine:
18.a.m#2

a. mpara que as retas re tsejam concorrentes;
b. me ppara que asretas se tsejam paralelas distintas;

C. me pparaque as retas se tsejam paralelas coinci-
dentes; 18.c.m=3ep=-2 18.b.m=3ep # -2
d. mde modo que para p= 2 as retas r, se ttenham
um ponto em comum. 18.d.m =%
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19.Paraaproducao de xgarrafas plasticas, um fabricante
teve um custo fixo de R$ 5.000,00 mais um custo de
R$ 0,05 por garrafa produzida. Assim, o custo total €
de produgao, em real, & dado por:
C(x) =5.000 + 0,05x

Se toda a producao for vendida, ao custo de kreais por
garrafa, o lucro, em real, sera dado pela fungao
L(x) = kx— C(x), ou seja:

L(x) = kx — 5.000 — 0,05x =
= L(x) = (k— 0,05)x — 5.000
Representando as funcdes C e L em um mesmo

plano cartesiano xOy, verifica-se que o grafico
de Cé formado por pontos da reta de equagao
y=5.000 + 0,05 x e o de L é formado por pontos da
reta de equagao:

y = (k— 0,05)x— 5.000

KURGA/ISTOCK/GETTY IMAGES

Envazamento de agua em garrafas plasticas.

a. Para que valor de kas retas que contém os graficos
de Ce Lsao paralelas distintas? 19.a. k= 0,1

b. Para o valor de k obtido no item a, quantas garra-
fas devem ser vendidas para que o fabricante te-

nha lucro? 19, b. Devem ser vendidas
mais de 100.000 garrafas.

2x+3y=1
20.(Ufac) O sistema linear < px+ V= g, nas variaveis x
X-6y=8
e I, em que pe gsao parametros reais, & impossivel se:
_q+1
P=73
b.p#£g+3
¢ p=4q
d. g#5p-2
e.g#2p—1 20. alternativa e
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22.a;&%:>SPD; a= %eb:18:>SPI; a:%eb¢18:>SI

21.Junte-se a um colega, e discutam o sistema linear a

ggseguir, nas incognitas x, y, te z em funcao do para-
metro real a.

X+2y- t+z=5

X+ y+2t-z=1

3x+4y+at-z=1

paraa =3, S|

22.Discuta, em funcao dos parametros reais a e b, o sis-

X+ ay+ az=6 .
nas variaveis x, ye z.
3x+3ay+4z=0>b

temalinear {

23.Por terem comprado a mesma marca de café e aclicar
no mesmo dia e no mesmo supermercado, Joao, Carlos
e \/era pagaram o mesmo preco por quilograma de café
e 0 mesmo preco por quilograma de aclcar. Jodo gas-
tou R$ 48,00em 1 kg de café e 2 kg de aclcar; Carlos
gastou R$ 87,00 em 2 kg de café e n kg de aglcar, e
Vera gastou R$ 126,00 em 3 kg de café e (n+ 1) kg de
aclcar. Nessas condicoes, conclui-se que:

a. n=1 d n=4
b.n=2 e.n=5
c. n=3 23, alternativa ¢

24.Resolva os sistemas lineares homogéneos.

a x+2y=024 $={0,0
‘\2x-uy=0 #>5=(00
x+ y=0
b. {2x+ 2y=10 24.b.S ={(-y, y), comy € R}
3x+3y=0

25.Discuta o sistema linear nas incognitas x, ye za seguir
em fungao do parametro real p.

2x+ y+pz=0
X+5y+2z=0
X+5y+ z=0

25. SPD para
qualquer valor real
de p.

26.0btenha os valores reais de kde modo que o sistema a
seguir, nas variaveis x, ye z, admita solu¢des diferentes
de (0, 0, 0).

-1 -
26. k = 2ouk_ 2

X-2y-2z=0
3= ky+22=0027 5 opx_4z7-0

3kx -4y =0
2ky - 3kz=0

kx+ y+ z=0

27.Um automaével percorreu um trecho de uma estrada
com velocidade constante. Dividindo a distancia per-
corrida pelo automovel nesse trecho em trés partes, x,
ye z,em quildmetro, o tempo, em minuto, transcorrido
nesses trechos foi 4, 3k e 2k, respectivamente.

a. Considerando as incognitas x, i e z equacione esse
problema por meio de um sistema linear homogéneo.

b. Discuta o sistema formado no item a em funcdo do
parametro real k, com ke IR:.
27. b. O sistema é SPI para qualquer valor real positivo de k.

21. paraa # 3, SPJ;
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Esta secdo pode ser utilizada como um instrumento de autoavaliagdo. Apos resolverem as atividades propostas nelas, possibilite aos
estudantes compartilharem com os colegas as respostas.

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 4

Além do processo de avaliacdo promovido pelo professor, é importante que vocg, estu-
dante, realize uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é mensurar seu nivel de
aprendizagem em relacdo ao assunto desenvolvido no capitulo. Para ajuda-lo nessa tarefa,
apresentamos as seguintes questdes.

1. Em uma caixa ha esferas de massas iguais e cubos de massas iguais. Trés esferas e dois
cubos juntos tém a mesma massa de duas esferas e quatro cubos juntos. Nessas condicoes,
podemos concluir que a massa de uma esfera & 1. alternativa a

a. O dobro da massa de um cubo. d. O triplo da massa de um cubo.
b. Metade da massa de um cubo. e. A terca parte da massa de um cubo.

c. lgual a massa de um cubo.

2. No plano cartesiano a seguir estao representadas as retas re s.

a. Aplicando o conceito de funcao afim, obtenha a equacgao de cada uma dessas
retas. 2.a.s:y=-2x+4;ry=x+1 P
b. Qual é a classificacao do sistema formado pelas equacoes dessas retas, SPD,

SPI ou SI? Por qué? 2. b. Como as retas r e s sdo concorrentes, temos que o sistema 1
formado por suas equacdes é possivel e determinado (SPD).

c. Obtenha as coordenadas do ponto P, comum a essas retas. 2.c.rns={1,2)} /1 0 2\ X

3. Os ingressos para um espetaculo teatral sao vendidos a trés precos diferentes, de acordo
com o setor escolhido pelo espectador. O ingresso para o setor Acusta R$ 20,00 a mais que
a metade do precgo do ingresso para o setor B, e 0 ingresso para o setor C custa R$ 30,00
a mais que o preco para o setor B. Em determinado dia, a bilheteria do teatro arrecadou
R$ 45.900,00 com a venda de 210 ingressos para o setor A, 180 para o setor Be 50 para o
setor C. Qual é o pre¢o do ingresso para cada setor? 3. A: R$ 80,00; B: R$ 120,00; C: R$ 150,00.

4. Ao final de cada trés dias, o gerente de um posto de combustivel presta contas ao proprie-
tario. Certo dia o proprietario discordou da tabela apresentada pelo gerente, alegando que
os dados eram incompativeis. Mostre que o proprietario tinha razao.
4. Como esse sistema é
3 . impossivel, conclui-se que
Vendas de combustivel, em hectolitros os dados apresentados na
tabela sdo incompativeis,

por~tanto, o gerente tinha
Dia da semana | Gasolina | Etanol | Diesel | Faturamento (R$) razao.
22 feira 15 30 45 17.850,00
32 feira 24 24 48 19.608,00
42 feira 18 27 45 16.470,00

Elaborado para fins didaticos.

X+oay—2z=0
5. (Fuvest-SP) O sistema linear: 4 x4+ y+ z=1 ndo admite solucdo se a for igual a:
X—y—2z=3 5. alternativa e

a. 0 b. 1 c. —1 d 2 e. -2
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6. Em uma olimpiada, os atletas de certo pais conquistaram medalhas de ouro, prata e
bronze, totalizando 36 medalhas. O nimero de medalhas de ouro foi metade da soma do
nimero de medalhas de prata e de bronze; e o nimero de medalhas de prata foi o dobro
do de bronze. Com base nas informac6es, qual alternativa contém o nimero de cada tipo
de medalhas conquistadas por esses atletas? 6. alternativa ¢

a. 8 medalhas de ouro, 12 de prata e 16 de bronze
b. 8 medalhas de ouro, 16 de prata e 12 de bronze

c. 12 medalhas de ouro, 16 de prata e 8 de bronze

[«

. 16 medalhas de ouro, 12 de prata e 8 de bronze

m

. 12 medalhas de ouro, 8 de prata e 16 de bronze

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo das questdes, vocé deve copiar no caderno a ficha a seguir,
gue |he fornecera uma visdo geral sobre o seu desempenho neste capitulo. Vocé deve
assinalar com um X a cada célula se a resposta for “sim”.

A ficha de autoavaliacdo é apresentada neste momento, mas vocé pode copia-la e
preenché-la sempre que considerar necessario verificar sua aprendizagem, adequando o
ndmero de colunas ao nimero de exercicios.

Se teve dificuldades ou nao resolveu algum exercicio, retome os contetdos aborda-
dos no capitulo. Apés algumas tentativas, anote as dividas e converse com um colega
que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a divida persistir, pergunte ao professor na aula
seguinte. Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas diarias alcan-
caveis, planejando seus estudos passo a passo.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

Ficha de autoavaliacio

Sobre o exercicio...

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais
do problema e consegui resolvé-lo.

.m

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais
do problema, mas ndo consegui resolvé-lo sozinho.

()
o
&

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais
do problema, mas ndo consegui resolvé-lo sozinho.
Nao pedi ajuda. Até agora nao sei resolvé-lo.

Tive dificuldade para compreender o texto do
problema e ndo soube relacionar os dados. Pedi ajuda.

Tive dificuldade para compreender o texto do
problema e ndo soube relacionar os dados. Néo pedi
ajuda. Até agora ndo sei resolvé-lo.

N&o consegui resolvé-lo.

ST
‘3\"
g

(IHE
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A abertura possibilita desenvolver uma conversa acerca do desenvolvimento
tecnologico e do uso de GPS para diferentes finalidades, inclusive, para uso militar. Em
uma abordagem interdisciplinar com a area de Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas,
pode-se desenvolver os TCTs Vida familiar e social e Educac¢ao em direitos humanos

Geometria analitica:
ponto e reta

e 0 ODS 9, ao propor uma pesquisa e conversa acerca do uso da tecnologia (de
informacao, de localizagao, ou militar) em diferentes conflitos contemporaneos.

As atividades assim trabalhadas favorecem o desenvolvimento das competéncias
gerais 9 e 10.

y 4

CAPITULO

Oriente os 0oDS 9 Criado inicialmente para uso militar, o Sistema de Posicionamento Global (GPS) é um sistema
gsggg:&t;sr de coordenadas que se popularizou e hoje é usado por milhdes de pessoas para localizar enderecos,
as paginas rotas e pontos na superficie da Terra.

6e7 para Quando um receptor de GPS, na superficie da Terra, capta sinais eletromagnéticos enviados

saber mais sobre este
e os demais Objetivos

pelos satélites, esses satélites calculam o tempo que o sinal levou para chegar até o receptor. Esses

de Desenvolvimento céalculos permitem converter os dados em medidas de altitude, latitude e longitude, possibilitan-
Sustentavel. do a determinacdo precisa (ou quase exata) da localizacdo do ponto.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Latitude: Distancia angular entre um ponto qualquer da esfera terrestre e o
(Modelo didatico equador, contada sobre o meridiano que passa por esse ponto.

sem escala e com

cores fantasia.) Longitude: Distancia angular entre o meridiano 0° (Greenwich) e qualquer

ponto da Terra.

O receptor GPS detecta um satélite e

calcula a distancia até ele, determinando

o raio da esfera cujo centro é o satélite.

A intersecgdo da superficie dessa esfera Quando um segundo satélite é

com a superficie da Terra € uma detectado, o receptor calcula a Um terceiro satélite define uma terceira

circunferéncia C,, onde o ponto distancia até ele e uma segunda esfera cuja superficie intercepta a

desejado esta localizado. esfera é determinada. A interseccdo circunferéncia C, em dois pontos distintos.
da superficie dessa esfera com a da Um dos pontos esta acima da superficie da
primeira € uma circunferéncia C,, Terra e é descartado, enquanto o outro, na
que intercepta a superficie da Terra superficie da Terra, indica a localizacado
em dois pontos distintos. correta do ponto procurado.

Além da teoria

1. Vocé ja usou algum aplicativo de GPS para se localizar? Em caso afirmativo, comente com os colegas de
turma sobre isso. Além da teoria: 1. Resposta pessoal. 2. Latitude e longitude; Latitude, longitude e altitude.

2. Quais sado as coordenadas usadas para localizar um ponto na superficie da Terra? E no espaco aéreo?

3. Vocé sabe quais sdo as coordenadas do endereco onde fica sua casa? Em caso negativo, consulte um site
ou aplicativo de mapas para saber as coordenadas desse endereco. 3. Resposta pessoal.
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Representacdo artistica
de René Descartes
(1596-1650).
Descartes rompeu com
as tradigdes classicas
da Geometria grega

e criou a Geometria
analitica.

Sugerimos a
leitura do livro de
Nuno Crato, A
Matematica das
coisas: do papel
A4 aos cordoes
de sapatos, do
GPS as rodas
dentadas. Neste
livro, o autor
narra histérias
de matematicos
e de situacoes
cotidianas que
envolvem a
Matematica,
como, por
exemplo, a
orientacdo

por GPS e
confusdes em
rodovias por ndo
seguirem regras
da Geometria
cartesiana.

Esclareca que a Geometria analitica é o estudo das figuras geométricas
associadas a um sistema de coordenadas. Assim, as figuras geométricas

~
1 ° Int rOd ugao podem ser representadas por meio de coordenadas, equacdes ou

inequagodes. Apresente os exemplos expostos nessa introdugéao.

Em qualquer ciéncia, o entendimento de um objeto de estudo é facilitado quando o
representamos por mais de um registro (desenhos, equacdes, simbolos etc.) e transita-
mos por esses registros, de modo que a caréncia de um seja suprida pelo outro.

Um exemplo notavel dessa prética é a Geometria analitica, concebida pelo matema-
tico francés René Descartes. Transitando entre Algebra e Geometria euclidiana, a Geome-
tria analitica possibilita a representacédo de figuras geométricas por meio de coordenadas,
equacoes ou inequacoes.

Por exemplo, o par ordenado (5, 4) representa o ponto P destacado na figura 1, a
seguir; a equagdo y = —2x + 6 representa a reta r da figura 2; e a inequacdo x > 2 repre-
senta o semiplano « da figura 3.

y p y y
4t - 6 .
0 5 X 0 A X 0 2 %
r
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Sintetizando, podemos afirmar:

A Geometria analitica estuda as figuras geométricas associadas a um sistema
de coordenadas.

Em varios assuntos dos anos escolares anteriores aplicamos conceitos da Geometria
analitica, como na representacdo grafica de fun¢des no plano cartesiano. Agora, vamos
estuda-los mais detalhadamente e aprender novos conceitos.

2. Distancia entre dois pontos

Na figura 1 a seguir, os pontos A, B, C e D pertencem aos eixos coordenados, e nas
figuras 2 e 3 os segmentos EF e HG sao, respectivamente, paralelos aos eixos Ox e Oy.

Qual ¢é a distancia entre os pontos A e B? E a distancia entre C e D?

Quial é a disténcia entre os pontos E e F? E a distancia entre G e H?

y y y
6 >Hi 77777777777777 H
49D
E F
3 - I I
| | 2y S — \G
u B E’ F’
OT 3 7 X O] 1 7 X O 5 X
-2¢C
Figura 1 Figura 2 Figura 3
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Observamos que quatro unidades u separam os pontos A e B, por isso dizemos que
a distancia entre A e B é 4 ou que o comprimento do segmento AB é 4. A unidade de
medida de comprimento u fica subentendida como a mesma adotada nos eixos coor-
denados. Essa distancia, que indicaremos por AB, pode ser calculada como o médulo da
diferenca entre as abscissas de A e B, isto é, AB=|7 — 3| =|3 — 7| = 4 ou, simplesmente,
a abscissa maior menos a menor: AB=7 -3 =4

Analogamente, temos: CD = |4 — (—2)| = |-2 — 4| = 6 ou, simplesmente, a ordenada
maior menos a menor: CD=4 — (-2)=6

Como o segmento EF é paralelo ao eixo Ox, seu comprimento é o mesmo de sua
projecao ortogonal E'F sobre esse eixo, pois o quadrilatero EFF'E' € um retangulo, assim:
EF=FF=7-1=6

Analogamente, temos: GH=G'H' =6-2=4

Consideremos, finalmente, o calculo da distéancia entre os dois
pontos M e N tal que o segmento MN nao seja paralelo a ne-
nhum dos eixos coordenados; por exemplo, M (4, 2) e N (7, 6).
Representando o segmento MN no plano cartesiano e tracando
por M e N as retas paralelas aos eixos coordenados, obtemos o
triangulo retangulo MNP.

Nesse caso, para calcular a distancia MP basta aplicar o teore-
ma de Pitdgoras:

(MN)* = (MP)* + (NP)* = (MN)* = 3° + 4
L (MN)’ =25 = MN = 5

Como a distancia ndo pode assumir valor negativo, conclui- © 4 7oX
mos que MN = 5.

Generalizando, a distancia entre dois pontos quaisquer do plano cartesiano pode ser
calculada pelo teorema a seguir.

A distancia AB entre dois pontos A(x,, y,) e B(x,, y,) € dada por: Observacéo

A distancia entre os
AB=[(X,= X))+ (Y, = ¥,)? pontos A e B é indi-
cada por ABoud,,.

Nota:

Observando que (x, — x,)* = (x, — x,)" e que (y, — y,)* = (v, — v,)°, a férmula da distancia

AB pode ser AB = /(x, - x,)>+ (y,— ¥,)? ou, mais simplificadamente:

AB =+/(AX)2+ (Ay)?,
(A07+ (4, Axlé-se “delta x” e

em que Ax e Ay representam, respectivamente, a diferenca entre as abscissas e a diferen- | 2 1€-s€ “delta y”.
ca entre as ordenadas dos pontos A e B em qualquer ordem.

EXERCICIO RESOLVIDO h

Observacao

1. Calcule o comprimento do segmento AB em cadaum b. AB=+/(AX)° + (Ay)2 =
dos casos. \/ i ;
a. A3, 4) e B(8, 16) b. A=1,0) e B(2, —6) =V(=1-27+[0-(-6)]
Resolugio ={(-3)+6°=
a. AB=1/(AX + (Ap)> =(8 — 3)* + (16 — 4)? - AB=+EE = 345

S AB=15%+122 =169 = 13
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2. Determine todos os pontos P, pertencentes ao eixo
Ox, que distam 5 unidades do ponto Q(6, 3).

Nota: Determinar um ponto, em Geometria analitica,
significa determinar as coordenadas desse ponto.

Resolucao

Todo ponto do eixo Ox possui ordenada zero; logo, o
ponto Pé da forma P(x, 0).

y

3

0| P(x,0)

&

Entdo, PQ=5, ou seja: \(x— 6)>+ (0 — 3)> =5

Elevando ao quadrado ambos os membros dessa

igualdade, obtemos:
(x—6+(0-3=25=>x—-12x+20=0

Resolvendo essa equacao polinomial do 2° grau, ob-
temos x = 2 ou x= 10. Assim, existem dois pontos
P(x, 0) que satisfazem a condicdo do enunciado:
P(2,0) e P,(10, 0). Graficamente, temos:

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

1. Calcule a distancia entre os pontos Ae Bem cada um
dos seguintes casos:

1.¢c.10
a. Al6,-3)e B(6,5) 1.a.8 c. A(-3,5)eB(3,13)
b. A6, 7)e B(9,11) 1.b.5 d. A—1,3)e B(1, 1)
1.d.2V5
2. No plano cartesiano xOy, faca o que se pede a seguir.

a. Determine todos os ponto P, pertencentes ao eixo

Oy, que distam 10 unidades do ponto A(6, 4).
. 2.a.P(0, 12) e P/(0, -4)
b. Determine o ponto @, pertencente ao eixo Ox, que

dista igualmente dos pontos £(2, 3) e F(4, —1).
2.b.Q(1,0)

3. Considerando a circunferéncia de centro G, representada
no plano cartesiano a seguir, faca o que se pede.

a. Determine as coordenadas do ponto C 3. a. C(0, 7)

b. Calcule a medida rdo raio da circunferéncia.
3.b.r=5

4. Em um exercicio militar, um submarino, parado em
um ponto O do mar, totalmente submerso, tinha a
missdo de navegar horizontalmente até um ponto B.

Para nao ser localizado, o comandante desligou os
equipamentos de emissao e recepcao de sinais e
preparou-se para a navegacao manual. Para isso,
estabeleceu um sistema cartesiano de origem O,

adotando o quildmetro como unidade N
nos eixos, o eixo Oy no sentido norte e

o0 eixo Ox no sentido leste. o] L
Em seguida, navegou 2,4 km em linha

reta no sentido norte e, depois, 1 km em S

linha reta no sentido oeste, estacionan-
do exatamente no ponto B. 4.a.B(-1;2,4)

a. Determine as coordenadas do ponto B em relagao
ao sistema cartesiano adotado pelo comandante.

b. Que distancia percorreu o submarino no trajeto
descrito, de O até B? 4.b.3,4 km

¢. Quedistancia teria percorrido o submarino se fosse
em linhareta de O até B? 4.c.2,6 km

5. Ao mapa de uma regiao pla- Y
na foi associado um sistema
cartesiano de coordenadas,

cuja unidade adotada em cada R 1a
eixo € o quildmetro, conforme |
mostra a figura. O ponto £ > 0 *

representa uma empresa de
entregas, que se comunica com
seus motoboys via radio, cujo

alcance é de 23 km. 5.c.GE<23 =

a. Aempresa conseguira se comunicar com o motoboy,
via radio, quando ele estiver no ponto P(6, —12)?
Por qué? 5. a. Sim, pois: PE = 20 km < 23 km

b. Aempresa conseguira se comunicar com o motoboy,
via radio, quando ele estiver no ponto M(14, 16)?
Por qué? 5. b. N&o, pois: ME ~ 23,3 km > 23 km

¢. Indicando por G(x, y) um ponto genérico da regido
alcancada pelo radio, obtenha uma sentenga mate-

matica relacionando xe y. 6. Resposta pessoal.

6. Elaborem e resolvam um problema sobre o calculo da
distancia entre dois pontos no plano cartesiano. Ao
final, confiram se vocés resolveram corretamente.
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Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.
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x+672+(y-4° <23
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TRABALHO E JUVENTUDES

Logistica

A logistica abrange diversos cargos
essenciais, como analistas e coordena-
dores de logistica, gestores de cadeia de
suprimentos e operadores de armazém.
Ela é essencial para garantir entregas
eficientes de bens e servicos a diversos
lugares. Envolve planejamento, coor-
denacdo e gerenciamento do fluxo de
produtos, desde a origem até o destino,
com foco em armazenagem, controle de
inventario e transporte. O GPS transfor-
mou o setor ao permitir rastreamento
em tempo real, otimizacdo de rotas e
maior seguranca para as mercadorias.

No entanto, areas como as comuni-
dades apresentam desafios adicionais,
como ruas estreitas e infraestrutura
precaria, que complicam as operacdes
logisticas. De acordo com o Data Favela
(instituto de pesquisa e estratégias de
negdcios focado na realidade das comunidades brasileiras), cerca de 36,2 milhdes de
pessoas em comunidades brasileiras ndo recebem compras on-line devido a falta de
CEP (Coédigo de Enderecamento Postal). Para superar esses desafios, os profissionais de
logistica tém adotado alguns recursos como uso de veiculos menores, colaborado com
lideres comunitarios e usado tecnologias complementares ao GPS, como aplicativos
de mapeamento especificos e sistemas de gestdo adaptados as condi¢des locais. Dessa
maneira, a adaptacdo das estratégias e uso de novas tecnologias se fazem necessarios
para garantir entregas eficazes e seguras em éreas desafiadoras.

“Ao enfrentar todos esses obstdculos de frente, as empresas ndo apenas expandem sua
capacidade de atender a novos mercados, mas também contribuem para o desenvolvimen-
to econbémico e social dessas comunidades, que costumam ser tdo marginalizadas.”
Elaborado com base em: Mundo Logistica. Como superar os desafios logisticos para entregar com
eficiéncia nas favelas. Disponivel em: https://mundologistica.com.br/artigos/como-superar
-desafios-logisticos-para-entregas-nas-favelas. Acesso em: 10 set. 2024.
Quer saber mais sobre os profissionais que fazem a logistica acontecer? Faca uma
pesquisa na internet sobre os cargos que fazem parte dessa area e compartilhe com os
colegas um resumo das informacdes que vocé obteve.

Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.

ALVAREZ/E+/GETTY IMAGES

Com o Trabalho e
juventudes, pode-

se desenvolver uma
conversa acerca do
profissional de logistica
e ampliar o assunto
para questdes como
a democratizacao

da comunicagéo,
associada a criagéo
dos servicos postais.
Os estudantes podem
pesquisar os principais
servigos de entregas
no municipio e fazer
um levantamento

de possiveis regides
do municipio (ou do
Brasil) que os servigos
postais e de entrega
de encomendas sé@o
limitados.

3. Ponto médio de um segmento de reta

Na figura a seguir, M é o ponto médio do segmento AB. Quais sdo as coordenadas do

ponto M?
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Se um ponto P
divide um dado
segmento AB em
uma razao
conhecida, sempre
posso aplicar o
teorema de Tales
para determinar as

7
\coordenadas de P? )

Reflexao: Conhecida
arazao com que um
ponto P divide um
segmento AB, de A
para B ou de B para

A, é possivel calcular
as coordenadas de P
pelo teorema de Tales.
Observe o seguinte
exemplo: Dados os
pontos A(3, 2) e B(8, 7),
determine o ponto P que
divide o segmento AB,

de A para B, na razao %

Discuta esta segéo, que
estende a aplicagdo do
teorema de Tales para
qualquer ponto que
divide o segmento AB.
Sugerimos que essa
questao seja explorada,
propondo aos estudantes
0s seguintes exercicios:
“Dados os pontos A(3, 2)
e B(8, 7), determine o
ponto P que divide o
segmento AB, de A para

B, na razéo %
(P(5, 4))”; “Determine o

baricentro G do triangulo
ABC em que A4, 2),

B(1, 5) e C(7, 23). (G4, %))"
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«—> (—/) «
Para responder a essa pergunta, observamos que as retas paralelas AA’, MM’ e BB’
. >
concorrem com as transversais AB e A'B'. Logo, pelo teorema de Tales, temos:

AM _ AM

MB ~— M'B

Como AM' =x,—2, MB' =12 — x,,e AM = MB (pois M é o ponto médio de AB),
temos da proporcéo anterior:

T Tk 2=12
TT2-x, M E TN
. 12+2
"2XM=12+2=>XM=T=7
Note que a abscissa x,, € a média aritmética entre as abscissas dos pontos A e B.

Raciocinando de maneira analoga em relacdo ao eixo Oy, a ordenada y,, € a média
aritmética entre as ordenadas dos pontos A e B, isto é:

4
yM:—-£8:6

Assim, concluimos que M(7, 6).
Podemos generalizar esses procedimentos pelo seguinte teorema:

Se A(x,, v,) e B(x,, y,) sdo pontos distintos, entdo o ponto médio M(x,,,
segmento AB é tal que:

y,) do

+ X +
X = A B e yM=yA2yB

EXERCICIO RESOLVIDO )

3. Obtenha o simétrico do ponto P(1, 3) em relacdo ao ponto T(4, 6).

Resolucao

O simétrico de Pem relacao a 7é o ponto P'(x,, y,) tal que Té o ponto médio do seg-
mento PP’

PQ, 3) T(4,6) P (Xp, V)
Assim, temos:
1+ X,

2

+Y,

3
=h=sx=7e —

=6=>y,=9

Logo, o simétrico do ponto Pem relacdo ao ponto Té P'(7,9).
N J

EXERCICIOS PROPOSTOS

7. Determine o ponto médio do segmento AB em cada um dos seguintes casos:
a. Al4, 6) e B(8, 10) 7. a. (6, 8) b. A-3,1)e B(5,=7) 7.b.(1,-3)

Faca os exercicios no caderno.

8. Considerando os pontos A(1, —3) e £(13, 9) do plano cartesiano, faca o que se pede.

a. Obtenha os pontos B, Ce D que dividem o segmento AE em 4 segmentos de reta con-
gruentes. (Suponha que Besteja entre Ae Ce que D esteja entre Ce E)

b. Determine o simétrico do ponto A em relacao ao ponto E£. 8. b. A(25, 21)
8.a.B(4, 0), C(7, 3) e D(10, 6)

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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9. Em um paralelogramo AB(D, A(0, 8) e C(4, 16) sao

vértices opostos e B(1, 7). Determine o vértice D.

Nota: O ponto comum as diagonais de um paralelo-

gramo é o ponto médio de cada uma delas.
9.D(3,17)

10.Para estudar o movimento de um astro que se desloca

com velocidade constante em trajetoria retilinea, um
astronomo fixou um plano cartesiano contendo essa
trajetoria e adotou nos eixos coordenados uma uni-
dade conveniente para grandes distancias. Em certo

momento, o cientista observou que o astro estava no
ponto A(3, 6) e quatro minutos depois estava no ponto
B(5, 8).

a. Qual era a posicao do astro dois minutos apos a
passagem pelo ponto A? 10.a. (4,7)

b. Qual era a posicao do astro um minuto apos a pas-
? 7 13
sagem pelo ponto A4? 10. b. <§, 7)
¢. Qual era a posicao do astro oito minutos apds a
passagem pelo ponto A? 10.c. (7, 10)

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 4 e 5.

Mentes brilhantes

Desde tempos antigos, africanos e indigenas bra-
sileiros estudavam o céu e entendiam a relagao entre
fendmenos celestes e terrestres. Eles observavam como
os corpos celestes e as estacoes influenciavam a flora e
fauna, moldando uma visdo detalhada do Cosmos que
guiava suas praticas e mitos cotidianos. Com a chegada
dos africanos escravizados ao Brasil, houve uma fusao
desses conhecimentos com as tradicdes indigenas,
especialmente nas dreas remotas dos quilombos, onde
a troca cultural se intensificou.

Com a chegada dos povos escravizados ao Brasil, os
conhecimentos astrondmicos dos indigenas e africanos
comecaram a se integrar, especialmente nos quilombos.
Esses locais, de dificil acesso, serviram como reftigios
para africanos fugitivos e foram importantes para a re-
sisténcia a escravidao, facilitando a troca cultural entre
africanos e indigenas. Esse intercambio persiste até hoje,
como evidenciado nas comunidades quilombolas, por
exemplo, nas margens do rio Gurupi, na fronteira do Pard com o Maranhao.

Essaintegracdo criou arica etnoastronomia afro-indigena-brasileira, misturando saberes astronomicos e cultu-
rais. Apesar de as diferencas entre os grupos, a colaboracao trouxe avancos na compreensao do céu e na vida prética.

Com diversos estudos feitos por antrop6logos sobre o conhecimento astrondmico desses povos, no final do
século XX, foi possivel entender as concepcdes de diversos grupos étnicos e culturais sobre os mesmos fenome-
nos astrondmicos, permitindo ao comparar essas diferentes visoes, aprender muito sobre as sociedades que as
originaram. Entre esses fenomenos, temos a compreensao sobre o nascimento do sol e da lua, a utilizagao de
constelagdes como marcacgao de eventos e a utilizagao da Via Lactea para se guiar em rotas terrestres ou maritimas.

“Os africanos e os indigenas analisavam a passagem do tempo em termos dos movimentos de corpos
celestes, da maturagdo de plantas benéficas e do padrdo de acasalamento de animais. Em cada caso, a vi-
sibilidade de uma estrela ou constelacéo estava sincronizada com o comportamento de uma determinada
espécie vegetal ou animal.”

SAMUEL DE ROMAN/GETTY IMAGES

A Via Lactea, esse campo de estrelas visiveis no
cinturdo de nossa Galaxia, ocupou uma importante
posicdo na mitologia dos povos antigos que a viam
como um lugar privilegiado para a morada de seus

deuses. Ela representou o Nilo Celeste para os egipcios
e o Caminho da Anta para os tupis-guaranis e muitas
etnias africanas a chamam de “Caminho de Estrelas”.

Elaborado com base em: AFONSO, G. Relagdes afro-indigenas.
Scientific American Brasil, Sao Paulo, v. 20, n. 5, p. 72-79, set. 2024.

A secdo Mentes brilhantes aborda como conhecimentos de diferentes

culturas se integraram e compuseram a etnoastronomia afro-indigena-

4. Reta -brasileira. De maneira interdisciplinar com a area de Ciéncias Humanas e
Sociais Aplicadas, pode-se propor aos estudantes uma pesquisa a fim de listar
e estudar outras contribuicdes dos povos que compdem as matrizes histéricas

Determinagéo de uma reta e culturais brasileiras, valorizando esses saberes e culturas.

No plano cartesiano, uma reta pode ser determinada de varias maneiras: por dois
pontos distintos, por um ponto e um dngulo, por meio de disténcias etc. Neste tépico,
definiremos dois importantes conceitos relacionados a determinacao de uma reta por
um ponto e um angulo.
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Inclinacao e coeficiente angular de uma reta

No plano cartesiano xOy a seguir, seja r uma reta que intercepta o eixo das abscissas
em um ponto P e forma com esse eixo um angulo de medida a, com 0° < o < 180°,
medido no sentido anti-horéario a partir de um ponto do eixo Ox a direita de P. A medida a
é chamada de inclinacao da reta r.

y y

o
Observacao P a

A interpretacdo do 0 / X © 2N X
coeficiente angular
como a tangente A inclinacdo de uma reta paralela ao eixo Ox é 0°.

da inclinacdo da
reta pressupde que
o comprimento

adotado como uni- Chama-se coeficiente angular de uma reta r de inclinagao a, com a # 90°,
dade nos dois eixos o ndmero m tal que:
coordenados seja o e —
mesmo. -
. J

O coeficiente angular de uma reta também é chamado de declividade da reta.

Exemplos

a. y C. y

Reflexao: Uma reta
representa uma fungéo
crescente quando sua
inclinacéo o obedece a
condicéo 0° < a < 90°;
portanto, seu coeficiente
angular é positivo; uma
reta representa uma
funcéo decrescente
quando sua inclinagcéo
 obedece a condi¢ao
90° < p < 180°; portanto,
seu coeficiente angular
€ negativo; uma reta
representa uma fungao
constante quando ela é ol u
paralela ao eixo Ox, ou
seja, sua inclinagao é 0°;
portanto, seu coeficiente
angular € igual a zero.

° "

Se o grafico de ¢ inclinacdo de u: 0° e inclinacdo de t: 90°
uma fungdo f é - o o A
uma reta, que e coeficiente angular de u: tg 0° =0 e Retas com 90° de inclinacdo ndo tém
relacdo existe entre coeficiente angular, pois ndo existe
o sinal do tg 90°.

coeficiente angular
dessareta e a
variagdo de f o . B . .
(crescente, 1. Retas com 0° de inclinacdo (paralelas ao eixo Ox) sdo chamadas de retas horizontais.

decrescen)tf ou 2. Retas com 90° de inclinacdo (paralelas ao eixo Oy) sdo chamadas de retas verticais.
constante)?
-

120°
45°
o) X 0 \S x

e inclinacdo de r: 45° e inclinacdo de s: 120°

e coeficiente angular de r: tg 45° =1 e coeficiente angular de s: tg 120° = -3

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

b. ¥ d v .

Notas:

/3. Retas ndo verticais e ndo horizontais sdo chamadas de retas obliquas.
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Se achar conveniente, peca aos estudantes que calculem o coeficiente angular
de uma reta fornecendo dois pontos que estejam nos outros quadrantes.

Calculo do coeficiente angular de uma reta nao vertical
por dois de seus pontos

Consideremos a reta fﬂ}), de inclinagdo a, em que
A(3, 2) e B(5, 4). Tracando por A a reta paralela ao eixo y
Ox e por B a reta paralela ao eixo Oy, determinamos o
triangulo retangulo ABP, cujo angulo interno BAP tem
medida a. 2 Al [

No triangulo ABP, podemos calcular tg «, que é o P
coeficiente angular da reta AB: <
@) 3 5 X
- _4-2 _ 2 _
m—tg(x—s_3 = 2—1

Note, portanto, que o coeficiente angular é a razéo da diferenca das ordenadas para
a diferenca das abscissas dos pontos A e B.
O teorema a seqguir generaliza o célculo do coeficiente angular de uma reta nao ver-

. <> . .~ .
tical AB, qualquer que seja sua posi¢ao no plano cartesiano.

Se os pontos distintos A(x,, y,) e B(x,, y,) pertencem a uma reta r nao vertical,
entdo o coeficiente angular m_da reta r € dado por:

Y=Y,
mrsz_XA
B~ A

Nota:

Multiplicando por —1 o numerador e o denominador da fracdo Vs~V

obtém-se uma

X=X,
< . . Vo= Va_ Ya~Vs p —
fracdo equivalente a ela; logo: m = 2=—* = 22—==. Por isso, podemos simplificar a no-
roXT X X T X
tacdo, escrevendo:
Ay
M= Ax

em que Ax e Ay representam as diferencas entre as abscissas e entre as ordenadas, respec-

tivamente, obtidas em um mesmo sentido: ambas de A para B, %, ou ambas de
A B

yB - yA
B para A, .
P Xp =X,
f )
EXERCICIOS RESOLVIDOS
. > .
4. Calcule o coeficiente angular da reta AB nos seguintes casos:
a. A4, 7) e B(-3, 1) b. A(7,9) e B(2,9) c. A2,5)e B(2,7)
Resolucao
_Ay_ 7-1 _ 86
&M=Rx T 4-(-3 7
A - . .
b. m= AV _9-9_0_ 0. Note que, nesse caso, a reta 7B é horizontal.
Ax 7-2
_Ay _7-5_2 - - 20 oxi
Cm=4 =35-5 =G 0useao coeficiente angular ndo existe. Note que, nesse
«—
caso, a reta AB é vertical.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Observe com os
estudantes que, para
calcular o coeficiente
angular de uma reta,
néo é preciso conhecer
sua inclinagao; basta
conhecer dois de

seus pontos.

Se achar conveniente,
retome com os
estudantes o conceito
de taxa de variagdo da
funcao afim, relacionado
ao conceito de
coeficiente angular.

Observacao

Para indicar que m
ndo existe, pode-
mos usar o simbolo
A, que significa
“ndo existe”.
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Como as unidades
adotadas nos eixos
sao diferentes, a
Ay
Ax
interpretada ape-
nas como uma taxa
de variacdo e nao
como a tangente
da inclinacado da
reta. Mesmo assim,
chamamos essa ra-
zao de coeficiente
angular, pois ela

razao deve ser

\depende de a.

5.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

O grafico de linha a seguir descreve a populacao residente no Brasil, estimada ao final
de cada ano de 2015 a 2021.

Populacao estimada residente no Brasil
no periodo de 2015 a 2021
214.000.000 T
213.317.639

212.000.000 T
o 211.755.692
o
@ 210.000.000 1 210.147.125
[}
3 208.000.000 T 208.494.900
o 207.660.929
[] 1
E 206.000.000 206.081.432
=z

204.000.000 T 204.450.049

202.000.000 T

OT + + + + + + +
2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
Ano

Elaborado com base em: Sidra — IBGE. Tabela 6579: Populagao residente estimada.
Disponivel em: https://sidra.ibge.gov.br/tabela/6579. Acesso em: 6 set. 2024.

a. Calcule o coeficiente angular da reta determinada pelos pontos (2015; 204.450.049)
e (2021;213.317.639).

b. No contexto do grafico, qual € o significado do coeficiente angular obtido no item a?

Resolucao

a. O coeficiente angular m da reta que passa pelos pontos (2015; 204.450.049) e
(2021; 213.317.639) é dado por:

_213.317.639 - 204.450.049

m 2021 - 2015

=> m=~ 1.477.932

b. Nesse contexto, o coeficiente angular indica a média aritmética de crescimento
anual da populacao no periodo considerado. Assim a populagao cresceu, em média,
1.477.932 pessoas a cada ano, aproximadamente.

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

11.Determine ainclinagcao a e o coeficiente angular mdas

retas a seguir. 11.b. 60°, V3
a. y 11.a.135°, -1 b. y s
r
0 X
135°
150°
0 X f
144

12.As retas re srepresentadas no grafico sao paralelas.

a. Determine a inclinacdo e o coeficiente angular da
reta r.

b. O ponto A(5, 3) pertence a reta r? Por qué?

y . A
45°

0/2 X

/]

12, a. 45°; 1
12. b. Sim, pois o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos A(5, 3) e (2, 0) é igual a 1 = tg 45°.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

13.Determine o coeficiente angular mdareta 7B em cada

um dos casos a seguir.

a. A(2,6) e B(4, 14) 13.a. 4
3,5)e B(1,-1) 13.b. -
1,3) e B(—2, 3) 13. c. zero

b. A
c. A
d. Al

3

2

. A8, 1) e B(8, 6) 13. d. ndo existe.

14.Areta r representada no plano cartesiano a seguir tem
135° de inclinagao. Determine o ndmero real q.

y

14.9=6

xima, 50 °C.

a. Calcule o coeficiente angular da
reta que contém esse grafico.

6 X
r

15.0 grafico descreve a temperatura y, y
em grau Celsius, de um aquecedor
de ambiente em funcao do tempo x,
em minuto, desde o instante em que
foiligado (instante zero), quando sua
temperaturaera32 °C,até oinstante
em que atingiu sua temperatura ma-

15.a.1,5

b. O que significa esse coeficiente
no contexto do enunciado? 13- P- Significa que a cada

minuto a temperatura
aumentou 1,5 °C.

16.0 grafico de linha a seguir descreve o consumo anual
gde etanol anidro no Brasil no periodo de 2016 a 2020.
Faca uma dupla para responderem aos itens que

seguem.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

Consumo anual de etanol anidro no Brasil de 2016 a 2020
(valores aproximados)
o 14,0
’ 11,6 11,9

£ 120 10,4 10,3
© 10,0
T
° 8,0 6,9
S 6,0
= 40
F 20

2016 2017 2018 2019 2020

Ano

Elaborado com base em: Observatério da Cana e bioenergia.
Consumo de combustiveis. Disponivel em: https://
observatoriodacana.com.br/historico-de-consumo-de-combustiveis.
php?idMn=11&tipoHistorico=10&acao=visualizar&idTabela=2484&
produto=Etanol%2Banidro%2Bcombust%2526iacute%253Bvel &
nivelAgregacao=1. Acesso em: 13 ago. 2024.

a. Calculem o coeficiente angular da reta que passa

pelos pontos (2016; 11,6) e (2017; 11,9). 16.a.m = 0,3

b. No contexto do grafico, qual é a interpretacao do
coeficiente angular obtido no item a?

c. Considerando as retas que passam por pontos cor-
respondentes a 2 anos consecutivos do grafico,
qual delas tem maior coeficiente angular? E qual
tem menor coeficiente angular?

d. Fazendo apenas a leitura do grafico, sem efetuar
calculos, é possivel determinar qual das retas cita-
das no item c corresponde ao maior crescimento
anual no consumo de etanol? Em caso afirmativo,
expliquem como.

e. Calculem o coeficiente angular da reta que passa pe-
los pontos (2016; 11,6) e (2020; 6,9). 16.e.m'= —1,175

f. No contexto do grafico, qual é a interpretacao do
coeficiente angular obtido no item e?

17. Elaborem e resolvam um problema com base em uma
gg pesquisa sobre graficos que contenha as informagdes

necessarias para formular uma questao sobre o coe-
ficiente angular de uma reta. Ao final, confiram se a
solucdo esta correta. 17. Resposta pessoal.

Condicao de alinhamento de trés pontos

Os pontos A(3, 1), B(5, 2) e C(9, 4), representados a seguir, sdo colineares? Isto &, per-

tencem a mesma reta?

16. d. A reta de maior
coeficiente angular
corresponde a maior
variagdo anual no consumo
de etanol. Graficamente
essa reta € identificada
como a que tem o maior

angulo agudo de inclinagéo.

Assim, a leitura do grafico
nos permite concluir que
essa reta é a que passa
pelos pontos (2016; 11,6) e
(2017; 11,9).

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 6.

y

4y «C

24— B 3
———————— A |

0 3 5 9

16. b. O coeficiente angular
obtido no item a representa
o crescimento do consumo
de etanol, em trilhao de
litro, do ano de 2016

para 2017.

16. c. A reta que tem o
maior coeficiente angular

é aquela que passa pelos
pontos (2016; 11,6) e

(2017; 11,9), e aque tem o
menor coeficiente angular
é aquela que passa pelos
pontos (2019; 10,3) e

(2020; 6,9).

16. f. O coeficiente angular m’,
obtido no item e, representa

a taxa média anual de
variagédo, em trilhdo de litro,
no consumo de etanol no
periodo considerado. Assim, o
consumo de etanol variou, em
média, —1,175 trilhdo de litros
ao ano. E como se houvesse
um decrescimento anual

de 1,175 trilhdo de litros no
consumo de etanol, no periodo
de 2016 a 2020.
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> 1 z
Para responder essa pergunta, ndo basta tracar a reta AB com o auxilio de uma régua,

pois o ponto C pode estar fora dessa reta a uma distancia tdo pequena que ndo seja de-
tectada graficamente. Por isso, vamos usar o conceito de coeficiente angular e a seguin-
te propriedade:

Se duas retas sdao paralelas e tém um ponto comum, entdo elas sdo paralelas
coincidentes.

Indicando por m, e m,_os coeficientes angulares das retas AB e BC, respectivamente,
calculamos:

m :g:lemgczﬂ:%=_

. > — . . ~
Como m,, = m,, deduzimos que AB e BC tém a mesma inclinagdo; logo, essas retas

BC!
L, > — ~
sao paralelas. Além de paralelas, AB e BC tém o ponto B em comum e, portanto, sdao
paralelas coincidentes, com o que concluimos que os pontos A, Be Csdo colineares.
Podemos generalizar a condicdo de alinhamento de trés pontos pelo teorema a sequir.

Trés pontos A(x,, v,), B(x,, y,) e C(x., y.) sdo colineares se, e somente se,
m,, = m,.ou ndo existem m, e m,_.

Nota:
Se trés pontos D, E e F do plano cartesiano sdo tais que ndo existem os coeficientes an-

< <> - - . .
gulares das retas DE e EF, entdo essas retas sao verticais e, portanto, paralelas. Como,

B — o .
além de paralelas, as retas DE e EF tém o ponto Eem comum, concluimos que essas retas
sao paralelas coincidentes; logo, os pontos D, E e F sdo colineares.

s )
EXERCICIO RESOLVIDO
6. Verifique se os pontos A, Be (sao ou nao colinea- b.m,= B-4 _4 (3) Se achar conveniente,
int ) 3-3 0 lembre os estudantes
res nos seguintes casos: que o simbolo
a. A2, 4), B(3,7) e C(5,13) m = 4—(-1) _5 () significa "ndo existe".
BC 3-3 0

b. A(3,8), B(3,4) e C(3,-1)

c. AlL,2), Blt, 7) e C(1,3) Como nao existem m,, e m,, concluimos que A,

d. A(5, 1), B(3,3) e C(0, &) Be Csao colineares.

- _7-2 _ 5

Resolucao CMe=7—7=3 (A)

Em cada item, devemos observar m,_.e m_:

* Ssem,, = m, ounao existem m, e m,, entao mBC=Z:_? = %
concluimos que 4, Be Csao colineares;

* sem,,# m, ouse existe apenas um dos coefi- Como existe apenas um dos coeficientes angula-
cientes angulares m,, € My, entao concluimos res, concluimos que A, Be Cndo sao colineares.
que A, Be Cnao sao colineares. 31 5

dm =" = &£ =-1
7_4 =35~ -2
d. mAB ﬁ =3
m. = ﬂ — _1
m_13—7_§_3 BCT"0-13 3
Bc- 53 ~ 2
Como m,, = m,, concluimos que 4, Be C sao Como m,, # m,., concluimos que A, Be (nao sao
colineares. colineares.
J
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

18.Usando a condigao de alinhamento por coeficiente
angular, verifique se os pontos A, Be (sao colineares
NOS Casos a seguir.

a. A1, 6), B0, 4) e ((—1, 2) 18.a.sim
b. A1, 2), B(5,2) e (16, 2) 18.b.sim
c. Ala, 1), Bl4, 7) e (4, 9) 18. c. sim
d. A3, 6), B(1, 4)e (4, 1) 18.d. ndo

19.Faca o que se pede.

a. Determine o valor de x para que os pontos A(2, 8),

B(3, 11) e (x, —1) sejam colineares.
19.a. x = -1

b. Obtenha os possiveis valores de m tal que os pon-
tos D1, 4), E(3, 8) e A6, m) sejam vértices de um
triangulo. 19.b.m # 14

20.(Enem) Um sitio foi adquirido por R$ 200.000,00.
O proprietario verificou que a valorizacao do imovel,
apo6s sua aquisicao, cresceu em funcao do tempo
conforme o grafico, e que essa tendéncia de valori-
zacao se manteve nos anos seguintes.

y (R$)

Yi-mmmmmem e

240.000
200.000

0 2 X (ano)

0 valor desse sitio, no décimo ano apos sua compra,
em real, sera de: 20. alternativa d

a. 190.000. c. 272.000.
b. 232.000. d. 400.000.

e. 500.000.

21.Elaborem e resolvam um problema com base em
uma pesquisa sobre tabelas ou graficos que tenha
informacoes necessarias para elaborar uma questao
sobre a condicao de alinhamento de trés pontos. Ao

final, confiram se vocés resolveram corretamente.
21. Resposta pessoal.

Para retomar os contelidos estudados, resolva o exercicio complementar 7.

5. Equacao fundamental da reta

A reta r representada a seguir passa pelo ponto P(6,

angular é m = 2.

Com base nesses dados, podemos obter uma equacgdo que represen-
te todos os pontos (x, y) que pertencem a reta r. Para obté-la, vamos
considerar um ponto genérico G(x, y), distinto de P. O ponto G pertence
a reta r se, e somente se, o coeficiente angular calculado pelos pontos P

e G é igual ao coeficiente angular de r, ou seja:

y-3 _
x—6_2

Ly=-3=2x-6)=>y-3=2x-12

Mpg =M, =

Ly=2x-9

Se achar conveniente,
relembre com os
estudantes que uma
funcéo polinomial do

1° grau é representada
no plano cartesiano por
uma reta obliqua, de
equagdoy =ax + b,
com a e b nUmeros
reais e a ndo nulo.
Também aprendemos a
determinar a equagao da
reta a partir de dois de
seus pontos distintos.
Neste capitulo, vamos
estudar outros métodos

3), e seu coeficiente

para obter a equacao de
uma reta.
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Note que o ponto P(6, 3) também satisfaz a equacdo y = 2x — 9, pois, substituindo
x por 6 e y por 3, essa igualdade é satisfeita. Acompanhe:

3=2-6-9=3=3

Concluimos, assim, que a equagdo y = 2x — 9 representa todos e somente os pon-
tos (x, y) do plano cartesiano que pertencem a reta r; por isso, ela é chamada de equa-

cao dareta r.

Podemos generalizar esse raciocinio pelo teorema a sequir.

Observacao

Aequacdo apresen-
tada é denominada
equacao funda-
mental da reta r.

Seré a reta nao vertlcal que passa pelo ponto P(x,, y,) e tem coeficiente angu-
lar m, entdo uma equacdo de r é:

y_y0=m(X_X0)

EXERCICIOS RESOLVIDOS

7. Obtenha uma equacao dareta rque passa pelo ponto
P(-5, 2) e tem coeficiente angular m= 3.

Resolucao
Na equacao fundamental da reta,
V=¥, =mlx—x),

substituimos x, y, e m, respectivamente, por -5, 2
e 3, obtendo:

y—2=3[x—(-5)]
Assim, concluimos que:
y=3x+17

Essa & uma equagao da reta r, que também pode ser
apresentada na forma: 3x— y+ 17 =0

8. Obtenhauma equacao dareta que passa pelos pon-
tos A(-1, =2) e B(—4, 7).

Resolucao

Calculando o coeficiente angular da reta A? temos:

_7=(=2) _ 9 _
mAB_—A—(—1) T -3
Com esse coeficiente angular e qualquer um dos
dois pontos Aou B, obtemos a equacao pedida. Con-
sideremos o ponto A(—1, —2).

-3

Fazendo x,= -1, y, = —2 e m= -3 na equagao fun-
damental dareta, y — y, = m{x — x_), obtemos:
y—(=2)==3x-(=1)]
Assim, concluimos que uma equacao da reta 7B &
y=-3x-5

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

22.0btenha uma equacao dareta que passa pelo ponto P
e tem coeficiente angular mem cada um dos seguintes
casos:

a. P6,3)em=2 22.a.y=2x-9
b. P(4,—-5) e m=1 22.b.y=x-9
c. P(0,0) e m=8 22.c.y=8x

3 _1 -} _ _5x
d.P(z, 4>em_ 622.d.y_ 5 1

23.0btenha uma equacao para cada uma das retas re-
presentadas a seguir.

60°
_5.,\‘\ o /4 x

23.b.y =V3x-43

23.a.y=—x-3
148

23.c.y=x-3
C. y
r
R ‘
1352/ |

0 5 X
d. y 23.d.y=4

4 r

ol
0 X

24.Represente, por meio de uma equacgao, a reta que
passa pelos pontos A e Bnos casos a segulir.

a. A(2,3) e B(6,11) 24.a.y =2x — 1
b. A(—1,5) e B(2,-1) 24.b.y = —2x +3
c. Al4,8) e B(6,8) 24.c.y=38

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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25.0 grafico a seguir descreve a pressao total y, em atmosfera, sofrida por um mergulhador
em aguas maritimas em funcao da profundidade x, em metro. Essa pressao corresponde
a soma das pressoes das colunas de agua e de ar sobre o mergulhador.

~ Presséo (atm)
presséao do ar

pressao da agua

Profundidade (m)

a. Obtenha uma equacado da reta que contém esse grafico. 25.a.y = 0,1x + 1

b. Usando a equacao obtida no item a, calcule a pressao total em um ponto a 35 m de
profundidade. 25. b. 4,5 atm

¢. Qual é a pressao hidrostatica sofrida pelo mergulhador a 35 m de profundidade?
(A pressdo hidrostatica é aquela exercida apenas pela coluna de agua sobre o
mergulhador.) 25.c.3,5atm

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 8.

As bissetrizes dos quadrantes e
as retas horizontais e verticais

Os 4 gréficos que serdo apresentados a seguir mostram retas em quatro posicoes
notaveis do plano cartesiano. Vamos obter as equacdes dessas retas.

1. Areta b, chamada de bissetriz dos quadrantes impares, passa pelo ponto (0, 0) e
tem coeficiente angular m = tg 45° = 1; logo, sua equacéo é dada por:
y—0=1(x—-0), ou seja: y = x
Por exemplo, sdo pontos da reta b;: (0, 0), (-1, 1) e (V5, V5).
Podemos representar um ponto genérico dessa reta por (x, x), com x € R.

y

0 45°

2. Areta bp, chamada de bissetriz dos quadrantes pares, passa pelo ponto (0, 0) e tem
coeficiente angular m = tg 135° = —1; logo, sua equacdo é dada por:
y—0=-1(x—-0), ou seja: y = —x
Por exemplo, séo pontos da reta b : (0, 0), (1, -1) e (-V5, V5).
Podemos representar um ponto genérico dessa reta por (—x, X) ou por (x, —x), com x € R.

y

Devido a essa
variacao de
pressdo e de
outras condicdes,
como a
temperatura da
agua, o mergulho
é uma atividade
recreativa
relativamente
segura para
pessoas saudaveis
que receberam
treinamento

e que utilizam
equipamentos
apropriados.
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3. Areta r, chamada de reta horizontal, passa pelo ponto (0, 4) e tem coeficien-
te angular m = tg 0° = 0; logo, sua equacéao é dada por:

y—4=0(x-0),ouseja: y=4

Podemos generalizar esse resultado do seguinte modo: toda reta hori-
zontal que passa por um ponto de ordenada k tem equacdo y = k. Note, portanto,

X que a equacao do eixo das abscissas é y = 0.

4. Areta s, chamada de reta vertical, ndo tem coeficiente angular, pois nédo exis-
te tg 90°; portanto, sua equacdo ndao pode ser obtida a partir da equagao
fundamental y — y, = m(x — x). Porém, podemos obter uma equacdo dessa
reta observando que ela é formada por todos, e somente, os pontos do plano
cartesiano que tém abscissa 2, o que nos permite representar essa reta pela
equacgao x = 2. Podemos generalizar esse resultado do seguinte modo: toda

y
4
ol
0
y S
ol
0 2

A(2,5) e Bl4, 2).

\.

EXERCICIO RESOLVIDO )

9. Determine o ponto P, pertencente a bissetriz dos Quadrando ambos os membros dessa igualdade,
quadrantes impares, equidistante dos pontos obtemos:

Resolucido =>xX —10x+25=x-8x+16
. . - %
Todo ponto da bissetriz dos quadrantes impares 2x=9 = x=2 A b

possui a abscissa igual a ordenada. 2 51 %
Logo, o ponto Pé da forma P(x, ). ‘

ép(gl g)- 21+--- :””?B
Devemos ter: AP= BP = +/(x- 2)>+ (x-5)? = 2" 2 : |
=x-4)2+(x-2)2

X reta vertical que passa por um ponto de abscissa k tem equagdo x = k. Note,
portanto, que a equacgdo do eixo das ordenadas é x = 0.

(=224 (x=5)2=(x—54)"+ (x—2)?=>

Assim, o ponto procurado

ANALISE DA RESOLUCAO

Os pontos A, B e C serdo
colineares se, e somente
S€, m,, = My, OuU N30
existirem m,, e m,..

O estudante ndo
considerou a segunda
condicao.

Para que ndo existam
m,; € mg., devemos

ter m = 5. Assim,

além dos valores

4 e —4 encontrados

pelo estudante, outro
possivel valor de m é 5.
Concluimos, entdo, que
o conjunto S de todos os
numeros reais m para que
os pontos A, B e C sejam
colineares é dado por
S={5,4,-4}.

Um estudante resolveu o exercicio conforme a reproducdo a seguir. Um erro foi
cometido. Apontem o erro e refacam a resolucdo no caderno, corrigindo-a.

Exercicio
Determine o conjunto de todos os niimeros reais m para que os pontos A(m, m?),
B(5, 9) e C(m, 16) sejam colineares.

Resolucao
O pentes A, 13 0GWWM@WWWM¢WW%
WWWC@WWVW@C”MW%'W&
om-9 l6-9

2 2
WVM—WVW'—> mw-—-5 —*m/—-5—>"” -9=l6-9=>m =6 =

=2>m=4 ew m=-4
ntdis; o conjunts S de todey o4 mikmettss eail m pasa que o pontss iy 13 ¢ C
sejorm colimeares & dads porv: S = {4, -4}
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EXERCICIOS PROPOSTOS

26.No grafico, b,e b,sao as bissetrizes dos quadrantes

Faca os exercicios no caderno.

pares e impares, respectivamente, e M é o ponto
médio do segmento 0Q. 26.a.M(4, 4), Q(8, 8) e T(~4, 4)
a. Determine os pontos M, Qe T.

b. Escreva as equagOes dasretas s, r, be b .
26.b.s)y=4Nx=8b)y=xb)y=-x ’

27.Determine:

y

a. o ponto P, pertencente a bissetriz dos quadrantes impares, cuja distancia do ponto

Q(1, 3) éigual a 10; 27. a. P(9, 9) ou P(-5, -5)

b. o ponto S, pertencente a bissetriz dos quadrantes pares, cuja distancia do ponto 7(0, —1)

éiguala 5. 27.b. S, —4) ou S(-3, 3)

Em um computador, acesse um programa de construcdo de graficos matemati-
cos e faca o que se pede.

Estudamos varias

para q, obtém-se retas paralelas.

a. Atribua 5 valores diferentes ao parametro real m (com m # 0) da equacdo
y = mx + 4 e construa, no mesmo plano cartesiano (na mesma tela), as retas

determinadas pelas 5 equacdes obtidas.

b. Ha algum ponto comum as 5 retas construidas no item a? Se houver, qual é

esse ponto?

c. Atribua 5 valores diferentes ao parametro real g da equacdo y = 2x + g e construa,
no mesmo plano cartesiano, as retas determinadas pelas 5 equacdes obtidas.

d. Ha algum ponto comum as 5 retas construidas no item c? Se houver, qual é

esse ponto?

Conectado: Construgao pessoal. Ao atribuir valores distintos e ndo nulos para
m, obtém-se retas que passam pelo ponto (0, 4); ao atribuir valores distintos

aplicacoes da
equacdo da reta
no dia a dia. Para
conhecer outra
utilizacdo pratica
desse tipo de
equacao, assista
ao video Direitos
do consumidor.
Disponivel em:
https://m3.ime.
unicamp.br/
recursos/1091.
Acesso em:

15 ago. 2024.

J

. Considerando o y

2. b. A4, 0); B(0, —3)

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Ao mapa de umaregido plana de uma cidade foiasso- | 3. Dados os pontos A(5, 1), B(3, —1) e ({4, 0), determine

ciado um sistema cartesiano ortogonal cuja unidade
adotada nos eixos & o centimetro. Nesse sistema,
cada um dos pontos A(-2, —6) e B(13, 2) representa a
localizacao de uma escultura. Se um turista caminhou,
em linha reta, de uma dessas esculturas até a outra,
percorrendo 3,4 km, em que escala foi desenhado esse
mapa? 1.1:20.000

quadrado ABCDre-
presentado no plano — o
cartesiano, faca o que

se pede.

a. Calcule a medida B

do lado desse 41
quadrado.

b. Determine os
vértices Ae B. 7 c

2. a. 5 unidades de comprimento

Faca os exercicios no caderno.

o ponto P(x, y) tal que (PA)’ + (PB)’ =8e PC=+2.

3. Faltam dados no enunciado para que se determine o ponto P.
4. (Enem) Foi utilizado o plano cartesiano para a re-

presentacao de um pavimento de lojas. A loja A esta
localizada no ponto A(1, 2). No ponto médio entre a
loja Ae aloja Besta o sanitario S, localizado no ponto
5(5, 10). Determine as coordenadas do ponto de loca-
lizacao da loja B. 4. alternativad

a. (-3,-6)
b. (-6, —3)
c. (3,6)

d. (9, 18)
e. (18, 9)

. Uma indistria produz tubos cilindricos para instalacoes

hidraulicas. Esses tubos podem ser fabricados com
qualquer diametro x, em centimetro, tal que 4 < x< 20.
A fungao que expressa o preco de venda y, em real, do
metro de tubo de diametro x, em centimetro, tem como
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Sugira aos estudantes o Carrossel de imagens: Evidéncias do aquecimento global no Brasil para que os estudantes ampliem seus

conhecimento a respeito dos efeitos do aquecimento global.

grafico o segmento
de reta AB, repre-

sentado no plano % a30
cartesiano aseguir. £ E
Calcule o preco de g o
venda do metro de ;‘i“ g 6
cano comdidmetro 2 £

20 x (diametro do
cano, em cm)

o
IN

de8cm.

6. Efeito estufa é o nome dado a retencao de calor na
Terra causada pela concentracao de diversos tipos de
gases na atmosfera.

Entre os cientistas ndo ha consenso, mas alguns
afirmam que a emissao desses gases pode aumen-
tar o efeito estufa e, consequentemente, gerar o
fendmeno denominado aquecimento global. De
acordo com as projegdes mais pessimistas, a tem-
peratura da superficie global pode aumentar em até
4,8°C até 2100, comparada a temperatura média
do ano 2000, segundo o Painel Intergovernamental
sobre Mudancas Climaticas (IPCC).

Considerando essa projecao e que a temperatura do
planeta aumentara linearmente em funcao do tempo

nesse periodo, responda: 5. Concluimos, entéo, que o
preco de venda do metro de cano com 8 cm de diametro é R$12,00.

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Evidéncias do aquecimento global no Brasil
efeito estufa, com
analise desse fendbmeno.
nos estudos feitos em
criticamente em relagcéo
consequéncias. Ao abordar
Esquema
Modelo didatico

(]3] ]D][}/:\} Carrossel de imagens:
O exercicio traz
o contexto do oDsS 13
informacdes que @
possibilitam a
Esse tema pode ser
explorado com base
Biologia, de maneira que
o estudante se posicione
aos impactos do fenébmeno
e as projecdes de suas
esse tema, favorecemos o
trabalho com o ODS 13.
representativo do
efeito estufa.
sem escala e com
cores fantasia.

a. Em que ano teremos um aumento de 2,88 °C na
temperatura? 6. a. 2060

b. Qual é a taxa anual de variacao da temperatura do
planeta no periodo que vai do ano 2000 ao ano ob-

tido no item a?
6. b. 0,048 °C por ano

7. b. O coeficiente angular
obtido no item a representa

o crescimento do nimero de 7, 83 O grafico de linha a seguir apresenta uma projecao da populagao de jovens de 15a 17

jovens do ano 2027 para o
ano 2028.

7. c. A reta que tem o maior

anos residentes no Brasil a cada ano de 2025 a 2035. 7. a. Temos:

20.639.454 — 20.434.221

m= 2028 — 2027

coeficiente angular é aquela
que passa pelos pontos
(2027; 20.434.221) e (2028;
20.639.454) e a que tem 0 ‘b‘i\
menor coeficiente angular

€ aquela que passa pelos
pontos (2026; 20.890.587) e

A\

)
Q-

25.000.000

Projecao da populacao de jovens de 15 a 17 anos residentes no Brasil

=205.233

(2027; 20.434.221).

Elaborado com base em:
IBGE, Projecao da
Populagao do Brasil por
Sexo e Idade para o
Periodo 1980-2050.
Disponivel em: https://
seriesestatisticas.ibge.gov.
br/series.aspx?vcodigo=
CAJ570&t=criancas-15-
17-anos-idade-projecao.
Acesso em: 3 set. 2024.

Quantidade de pessoas

20.000.000

15.000.000

10.000.000

5.000.000

%
ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

2025 2026 2027 2028 2029 2030 2031
Ano

2032 2033 2034 2035

7. d. A reta que corresponde =
ao maior decrescimento no
numero de jovens é aquela d

que passa pelos pontos
(2026; 20.890.587) e (2027;
20.434.221).

7.e.m_ =-174.330,8

7. f. Houve um

decrescimento médio anual
de 174.330,8 jovens.
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a. Calculem o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (2027; 20.434.221) e
(2028; 20.639.454).

b. No contexto do grafico, qual é a interpretagao do coeficiente angular obtido no item a?

Considerando as retas que passam por pontos correspondentes a 2 anos consecutivos do

grafico, qual delas tem maior coeficiente angular? E qual tem menor coeficiente angular?

. Fazendo apenas a leitura do grafico, sem efetuar calculos, é possivel determinar qual das

retas citadas no item c corresponde ao maior decrescimento anual na populacao de jo-
vens? Em caso afirmativo, expliguem como.

e. Calculem o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (2025; 21.195.327) e
(2035; 19.452.019).

f. No contexto do grafico, qual & a interpretacao do coeficiente angular obtido no item e?

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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8. b. Uma equagéao da reta que contém o grafico do itema éy = —25 + 27. 8. c. O coeficiente

. . PP . angular da reta representa
8. Emum est.uyo oceanografico, a fim d? acompanhar as m.tjdangas cllmatlcaAs, fgram feitas  J Jecrescimento da
duas medi¢oes da temperatura das aguas de certa regiao do Oceano Atlantico: uma na temperatura, em grau Celsius,
superficie, onde se obteve a temperatura de 27 °C, e outraa 100 m de profundidade, onde @ cada metro a mais de
° . L profundidade do intervalo de 0
se obteve atemperaturade 21 °C. Admitindo-se que a temperaturavarie linearmentecom 2100 m.
a profundidade, de 0 a 100 m, responda os itens seguintes. 8. d. A temperatura da agua é
de 24,6 °C.
a. Construa o grafico cartesiano que expressa a

temperatura y da agua, em grau Celsius, em
funcao da profundidade x, em metro, para
0 < x<100.

b. Obtenha uma equacao da reta que contém o gra-
fico construido no item a.

c¢. No contexto do enunciado, qual & o significado do
coeficiente angular da reta obtida no item b.

JENS BUTTNER/PICTURE ALLIANCE/GETTY IMAGES

d. Calcule a temperatura da agua a 40 m de profun-

didade. 8.a. O grafico é o
segmento de reta com

9. Mapa mental & uma representacao esquematica de ideias, conceitos ou informacoes, ela-  extremos em (0, 27) e
borado a partir de um tema central. Ele propicia uma visao geral e simplificada do assunto (100, 21).
central, estruturado e conectado a assuntos relacionados. Observe uma sintese sobre o Nempw’?}
aquecimento global, suas causas e consequéncias, por meio do mapa mental apresentado 2
a seguir referente ao exercicio complementar 6. 9. Resposta pessoal.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA

0 100 x (profundidade
emm)

Elaborado com base em: GUITARRARA, P. Consequéncias do aquecimento
global. Brasil Escola. Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/geografia/  Para obter mais informacdes sobre os
consequencias-do-aquecimento-global.htm. Acesso em: 3 set. 2024. impactos causados pelo aumento da
temperatura média do planeta Terra,

. o leia o texto Quais as consequéncias
Junte-se a alguns colegas e reflitam sobre o que podemos fazer, indivi- do aquecimento global?. Disponivel

dualmente, contraamudanca global do clima, e o que pode serfeitopelo e https://www.ecycle.com.br/
Estado (governo). Construam um grafico estatistico que possa ser usado consequencias-do-aquecimento-global/.
em uma campanha contra a mudanga global do clima. Compartilhem Acesso em: 9 out. 2024.

esse grafico pelas redes sociais, acompanhado de um texto de alerta.
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MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Interpolacao linear

NIBSC/SCIENCE PHOTO LIBRARY/ FOTOARENA

Bactéria Escherichia coli. (Imagem obtida por
microscopia eletrénica de varredura, colorizada
artificialmente e ampliada 5.500 vezes,
aproximadamente.)

Nessa secéo,
exploramos textos
sobre aplicagdes

Geralmente, ao estudar um fendmeno natural, so-
cial, politico etc., coletamos dados e os representamos
em uma tabela ou um grafico, formados por pontos
isolados (x, y). Se, de alguma maneira, sabemos que
entre dois pontos consecutivos do grafico a funcéo
ndo tem variagbes “bruscas”, é razoavel admitir, com
alguma margem de erro, que a variagdo entre esses
pontos é linear; portanto, podemos liga-los por um
segmento de reta. Essa técnica, chamada de interpo-
lagdo linear, permite estimar valores intermediarios as
observacGes realizadas na experiéncia por meio do
conceito de colinearidade de pontos.

Para exemplificar, vamos considerar a situacao
descrita a seguir.

Ao estudar uma cultura bacteriol6gica, um bidlo-
go contou as bactérias em determinado instante, ao
qual chamou de instante zero; e, ao final de cada
uma das seis horas seguintes, fez nova contagem.

Os resultados dessa experiéncia sao apresentados na tabela a seguir.

Quantidade de bactérias

praticas do assunto
desenvolvido no
capitulo. O contetdo
apresentado tem dois
objetivos: primeiro,
contextualizar a teoria
matematica por meio
de situacoes reais;
segundo, despertar a
curiosidade dos
estudantes para
aplicacdes mais
elaboradas. Nesse
caso, exploramos a

AN L A W N = O

Tempo (hora)

Nuamero de bactérias
32
47
65
90
135
190
275

interpolacéo linear
exemplificada por
meio de um estudo de
cultura bacteriolégica.
Sugerimos que os
estudantes sejam
orientados a lerem o
texto e a resolverem,
em grupos, 0s
exercicios das
atividades.

do tempo.

a 5,5 horas. ~233

Dados elaborados para fins didaticos.

Embora ndo tenha sido feita a contagem no instante 5 h e 30 min, que equivale
a 5,5 h, é possivel estimar o nimero n de bactérias nele. Vamos estimar esse nimero
nas atividades a seguir, usando alguns conceitos estudados neste capitulo.

= . Matematica sem fronteiras:
Atividades 1. Resposta no final do livro.

1. Construam o grafico, correspondente a tabela, do nimero de bactérias em funcao

’ Faca as atividades no caderno. l

2. Para encontrar um valor intermediario, aproximado, entre dois pontos consecutivos
do grafico, consideramos que um segmento de reta une esses dois pontos. Assim,
liguem os pontos A(5, 190) e B(6, 275). 2. Resposta no final do livro.

3. Agora, usando os conceitos de coeficiente angular e colinearidade de pontos, deter-
minem o nimero aproximado nde bactérias no instante 5 h e 30 min, que equivale
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 5

Para aperfeicoar os estudos, vocé pode retomar os exercicios propostos no decorrer deste capitulo,
rever suas resolucdes ou utilizar os Exercicios complementares para estudar com os colegas. Vocé tam-
bém pode utilizar as questdes propostas a seqguir para verificar sua aprendizagem.

1. Para avaliar a evolucao de seu candidato a
prefeitura de uma pequena cidade, um par-
tido politico encomendou cinco pesquisas de
intencao de voto, que foram realizadas no
més de maio, espagadas em intervalos iguais
de tempo. As pesquisas realizadas nos dias
1 e 31 de maio revelaram que o nimero de elei-
tores dispostos avotar no candidatoeram 540 e
1150, respectivamente, e em cada um dos dias
das outras pesquisas o nimero de eleitores que
votariam no candidato era, aproximadamente, a
respectiva ordenada do ponto do segmento de
reta AB, a seguir.

y (numero
de eleitores)

1.150

540

0[1 31 x (dias

de maio)

Ferramenta de estudo

1. b. aproximadamente, 998 eleitores.

a. Em que dia de maio foi realizada a 42 pesquisa?
_ . 1. a. nodia 24
b. Calcule o nimero aproximado de eleitores dis-

postos a votar no candidato na 4° pesquisa rea-
lizada em maio.

2. (FGV-SP) No plano cartesiano, o triangulo de vér-

tices A(1,-2), B(m, 4) e C(0, 6) é retangulo em A.
O valor de méigual a:

a. 47. C. 49,
b. 48. d. 50.

e. 51.
2. alternativa ¢

3. Alinclinacao a da reta r, representada a seguir, é tal

que cos a = —“1100 Obtenha uma equacao de r.
3.y-(-2)=3x-0)=>y=3x-2
y r
a
0 X
-2

O mapa conceitual é uma ferramenta que representa de forma gréfica as relacdes entre conceitos,
ou entre palavras que usamos para representar conceitos.

A seguir, apresentamos uma sugestdo de elaboracdo de um mapa conceitual.

I. Retome os tépicos deste capitulo e faca um levantamento de informacdes relevantes para a elabo-
racdo do mapa. Por exemplo: conceitos, palavras-chave, situaces-problema etc.

Il. Escolha uma estrutura para o mapa e defina quais serdo os recursos visuais que serdao utilizados.
Por exemplo: caixas, linhas, setas, cores, imagens, entre outros.

lll. Organize a sequéncia das informacées compondo ramificacdes que relacionem os contetidos.

Agora, construa um mapa conceitual utilizando o que vocé aprendeu neste capitulo.

Se teve dificuldades em construir o mapa conceitual ou nédo resolveu algum exercicio, retome os
conteldos abordados no capitulo. Apés algumas tentativas, anote as ddvidas e converse com um cole-
ga que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a dudvida persistir, pergunte ao professor na aula seguinte. Ge-
rencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas didrias alcancaveis, planejando seus

estudos passo a passo.
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CAPITULO
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A abertura apresenta a imagem de veiculo auténomo. A tecnologia desses
veiculos esta relacionada a Geometria analitica, que estuda retas, trajetérias,
intersecdes e distancias. Esses conceitos sdo essenciais para garantir a
navegacgao segura e eficiente dos veiculos autbnomos nas vias. Esse tema

Complementos sobre
o estudo da reta

favorece o desenvolvimento do TCT Ciéncia e Tecnologia e do ODS 9. Além disso,
desenvolve a competéncia geral 1, ao compreender e aplicar conceitos de Geometria
analitica e tecnologia; da competéncia geral 4, ao utilizar tecnologias digitais
de forma critica e significativa; e da competéncia geral 10, ao compreender as
implicaces éticas e sociais do uso de carros autbnomos.

Veiculos autdbnomos utilizam uma combinacdo de cameras, radares, sensores de profundidade,
GPS e lasers de deteccdao de alcance para reunir informagdes sobre o ambiente circundante.
A inteligéncia artificial processa esses dados para reconhecer objetos, avaliar seus movimentos e
localizar sua posi¢do na via. Os sensores de profundidade emitem pulsos de luz que atingem os
objetos e obstaculos. Esses pulsos sdo refletidos de volta e sdo detectados pelos sensores. Deste
modo, determina-se o intervalo de tempo que o pulso leva para fazer o trajeto de ida e volta, e
assim, calculam a distancia em relacdo ao objeto.

O funcionamento dos veiculos autdbnomos esta diretamente relacionado ao estudo da reta e de
outros conceitos da Geometria analitica. A andlise de posicGes, trajetérias, intersecdes e distancias
envolve o uso de retas para garantir a navegacao segura e eficiente do veiculo no ambiente rodoviério.

Micro-6nibus autbnomo
em Qianhai, China. I\ K ER Gl (=W Além da teoria: Resposta pessoal.
Foto de 2024.

Em relacdo ao uso de veiculos autébnomos, alguns desafios sao
relacionados a inseguranca de passar o controle de um automével
para uma inteligéncia artificial (IA) e a falta de regulamentacdo no
uso da IA e nos veiculos. O que vocé acha a respeito desse assunto?

VCG/VISUAL CHINA GROUP/GETTY IMAGES
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1. Formas de equacao da reta

No plano cartesiano xOy, a reta que passa pelo ponto P(x,, y,) e tem coeficiente an-
gular m pode ser representada pela equagao y — y, = m(x — x,), e a reta vertical que
passa por P(x,, y,) tem como representacdo a equagado x = x,.

Embora essas equagbes sejam suficientes para representar qualquer reta do plano
cartesiano, é util conhecer outras maneiras de apresenta-las.

Estudaremos trés formas de equacdo da reta: a forma geral, a forma reduzida e a
forma paramétrica. Cada uma delas tem uma utilidade especifica: a forma geral recebe
esse nome porque permite a representacao de qualquer reta do plano, horizontal, verti-
cal ou obliqua; a forma reduzida explicita o coeficiente angular e o coeficiente linear
(vocé vai aprender o significado mais adiante) da reta; e a forma paramétrica possibilita
estudar cada varidvel da equacdo em fungdo de um parametro real.

2. Equacao geral da reta

Toda reta do plano cartesiano xOy é grafico de uma equacao da forma ax + by + c=0,
em que x e y sdo variaveis e a, b e ¢ sdo constantes reais com a e b ndo simultaneamente
nulas. Reciprocamente, toda equacdo dessa forma representa uma reta do plano carte-
siano. Essa equacdo é chamada de equacao geral da reta.

Note, portanto, que a equacdo geral da reta é uma equacdo do 12 grau com duas
variaveis em que um dos membros da igualdade é zero.

Exemplos
a. A reta obliqua de equacgédo y = 5x — 6 pode ser representada pela equacao geral
5x-y-6=0.
b. A reta horizontal de equacdo y = 7 pode ser representada pela equacdo geral
Ox+y—-7=0.
c. A reta vertical de equacdo x = 2 pode ser representada pela equacdo geral
x+0y—-2=0.

No tépico Equacao geral
da reta, pergunte: “A
equagao fundamental
y-Y,=mkx-x,), em
que m, X, e y, assumem
todos os valores reais,
representa todas as
retas do plano cartesiano
xOy? (Néao, pois as
retas verticais ndo séo
representadas por esse
tipo de equacgéo.)”;
“Qual seria a forma

de representar todas

as retas do plano
cartesiano? (Uma forma
possivel seria pelas
equacoes:

Y=Y, =mx-x,)

ou x = x,.)". Comente
que outra forma de
representar todas as
retas do plano cartesiano
seria por meio da
equagao:

ax + by +c=0,emque
a, b e ¢ s@o numeros
reais, com a e b ndo
simultaneamente

nulos. Essa forma

de representagéo é
chamada equacao geral
da reta. Ressalte que,
seax+by+c=0¢a
equagao geral de uma
reta r, entao

kax + kby + kc = 0, com
k € R*, também é uma
equagao geral der.
Assim, existem infinitas
equagdes gerais de uma
mesma reta.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Considerando o ponto P(1, 5) e a reta rde equagao
x— Y — 3 =0, determine o(s) ponto(s) de r que dis-
ta(m) 5 unidades de P.

Resolucao

obtemos a=4ouag=>5.

5 unidades de P:
» para a= 4, temos G(&, 1);
» para a=>5, temos G'(5, 2).

Tomemos um ponto genérico Gde r. Paraisso, basta
atribuir um valor genérico para x. Substituindo x por
um valor genérico g, temos:

a-y-3=0=>y=a-3 y
Assim, podemos representar G por G(a, a— 3). 51
Impomos a condicao exigida no enunciado, isto &,
PG=5:
PG=5=+/(a—1)?+(a—3-5)2=5 2

Elevando ao quadrado ambos os membros dessa

Resolvendo essa equacao polinomial do 2¢ grau,

Ha, portanto, dois pontos, G e G, de r que distam

~

igualdade, obtemos: 0
(@a-1+(a-87°=5"=>
>d-2a+1+d —16a+64=25
20 —180+40=0=>d-9a+20=0
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Mostre que as coordenadas do ponto comum a duas retas concorrentes é a solucao do sistema formado por suas equagdes.
Exemplifique. Pergunte: “Sob que condigéo as retas de equagdes 2x + 3y — 1 = 0 e 4x + ky + 3 = 0 sdo concorrentes? (k # 6)”. Apos
essa discussao, apresente a condi¢gdo de concorréncia de duas retas.

Interseccao de duas retas concorrentes

Conhecidas as equacdes de duas retas concorrentes, como determinar o ponto co-
mum a elas?

Vamos responder a essa pergunta partindo do exemplo a seguir.

No plano cartesiano xOy, indicamos por P(x,, y,) o0 ponto
comum as retas concorrentes r e s de equagdes x — 2y + 2 =0
e 3x + 4y — 24 = 0, respectivamente.

Como P(x,, y,) pertence as duas retas simultaneamente,
deduzimos que o par ordenado (x,, y,) € a solucao do sistema
linear:

x—2y+2 =0
3x+4y—-24 = 0

Resolvendo-o, obtemos P(4, 3).

158

Generalizando, para obter as coordenadas cartesianas do
ponto de interseccdo de duas retas concorrentes basta resol-
ver o sistema formado por suas equacoes.

11 ¢ (WP Reflexao: As retas representadas pelas equagdes do sistema sdo paralelas distintas. A
Se um sistema linear com duas equacdes e duas incégnitas é impossivel (ndo tem solugéo),
qual é a posicdo relativa entre as retas representadas por suas equacdes? )

EXERCICIO RESOLVIDO )

2. Determine o ponto Pcomum as retas re srepresentadas no plano cartesiano a seguir.
y

s r

Ty

45°

Resolucao

Areta rpassa pelo ponto (0, 0) e tem coeficiente angular m =tg 45° =1;logo, a equa-
caoderéy—0=1(x—-0),ouseja y=x

A reta s passa pelo ponto (4, 0) e tem coeficiente angular m, = =— = —%; logo, a

equacaodeséey—0 = —%'(X—L})'Ouseja'y: _%4.2.

A solucao do sistema formado pelas equagdes de re s é o par ordenado que represen-
ta o ponto P.
y=x (1)

y=-5+2 (2)

Substituindo (1) em (2), obtemos:

- _X - &
X = 2+2=>x 3

Como a equagao (1) expressa que y = x, deduzimos que y = &

§.

Concluimos, entao, que P(% %)

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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EXERCiCIOS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

1. Construa o grafico cartesiano da reta: 6. Obtenha uma equacao geral para cada uma das retas
a. gde equacdo geral 3x— 2y — 12 =0; re srepresentadas no plano cartesiano a seguir e
determine o ponto de interseccao dessas retas.

b. tde equacao geral 2x+ 3y =0;

¢. udeequacao geral x—6=0; 1. Respostas no g;(fi_)(;f)é::%;_ . VA
d. vde equacio geral y+3=0;  fnaldolivio. 16 24 g
i (-7 %)
e. rde equagao geral x=0;
f. sdeequacao geral y=0.
2
2. Determine o ponto de interseccao das retas re sem 0 L x
cada um dos casos.
a. (Nx+2y—1=0e(s)2x—y+3=0 2.a.(-1,1) ‘ —a3l
b. (A5x+y—3=0e(s)2x+3y+17=0 2.b.2,-7)|  F —4
3. a. Resposta no final do livro.

3. A reta r, de equacao 2x + 3y — 6 = 0, intercepta
os eixos das abscissas e das ordenadas nos pon- | 7
tos M e N, respectivamente, e a reta s de equacao
3x+ 2y — 18 = 0 intercepta os eixos das abscissas e
das ordenadas nos pontos Qe P, respectivamente.

. Duas empresas, A e B, iniciaram suas atividades
simultaneamente com patriménios de 4 milhdes de
reais e 6 milhdes de reais, respectivamente. Dois
anos depois do inicio das atividades, os patrimonios
de A e B eram de 6 milhdes de reais e 7 milhdes de
reais, respectivamente. Supondo que nos 10 primeiros
anos de atividade o patrimonio de cada uma dessas

a. Construa o grafico das retas r e s, destacando as
coordenadas dos pontos M, IV, Pe Q.

b. Calcule a area do quadrilatero MNPQ. 3.b.24u

4. Considere o triangulo ABC cujos lados estdo conti- empresas variou linearmente com o tempo, responda
dos nasretas () x—2y+5=0,(s) x+ 2y+5=0¢ aos itens seguintes. 7. a. Resposta no final do livro.
(t) x—3=0,talque{A} =rns {Bl=rnt a. Represente, no mesmo plano cartesiano xOy, o

e {C} = s N t. Obtenha uma equacao geral da reta
suporte da mediana relativa ao lado AC do triangulo.
4.3x-2y-1 =20
5. Considere a reta rde equagao geral x+ y— 1=0.
a. Construa o grafico da reta rno plano cartesiano. b. Quantos anos apos o inicio de suas atividades os

patrimonios de A e B se tornaram iguais?
7. b. Apds 4 anos.

. . 8. Elaborem e resolvam um problema sobre ainterseccao
c. Determine ofs) pontol(s) da reta r que dista(m) RN de duas retas. Se possivel, utilizem os recursos de uma
5 unidades da origem do sistema. 5. c. (4, -3); (-3, 4) planilha eletronica para determinar as retas que se

Sugestdo: Use o ponto genérico Gdo item b. associam aos dados do problema. 8. Resposta pessoal.
5. a. Resposta no final do livro.

grafico que expressa o patriménio y de cada uma
dessas empresas, em milhao de reais, em fungao
do tempo x de atividade, em ano, com 0 < x< 10.

b. Se um ponto G da reta r tem abscissa k, qual é a
ordenada de Gem funcdo de k? 5.b.1 -k

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 e 2.

3. Equacao reduzida da reta

A equagdo da reta r que passa pelo ponto P(x,, y,) e tem coeficiente angular igual a
mé:y —y, = m(x — x,). Isolando a variavel y nessa equacdo, obtemos:
y=mx+y,— mx,

Observando que a expressao y, — mx, € uma constante e indicando-a por g, podemos
representar:
y=mx+gq
Essa equacdo é chamada de equacgéo reduzida da reta r.
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Observacao

Lembre-se de que,
para uma reta nao
vertical, o coefi-
ciente angular é a
tangente da incli-
nacdo da reta.

J

9. c. O coeficiente angular
dareta é a tangente
dainclinagéo der. O
coeficiente linear da reta
€ a ordenada do ponto
em que a reta intercepta
o eixo das ordenadas.

160

O coeficiente m de x na equacdo reduzida é o coeficiente angular da reta. Ao
termo g, independente de x e y, que é a ordenada do ponto de interseccdo da reta com
o eixo das ordenadas, damos o nome de coeficiente linear da reta.

Exemplos

a. Na equacdo reduzida y = 4x + 8 de uma reta r, temos:

e m = 4 (coeficiente angular);
e g = 8 (coeficiente linear).

O gréfico de r pode ser construido tomando-se dois de seus pontos distintos; por
exemplo, a partir dos pontos de interseccao de r com os eixos coordenados. Subs-
tituindo x por 0 na equacdo da reta, obtemos y = 8, e, substituindo y por 0, obte-
mos x = —2. Logo, dois pontos da reta sdo (0, 8) e (-2, 0).

Observe no gréfico as interpretacdes geométricas do coefi- Y

ciente angular e do coeficiente linear da reta r: -3
gi—4a

* No triangulo retangulo limitado pela reta r e pelos eixos
coordenados, a tangente do angulo « é a razdo entre o
comprimento do cateto oposto a @ e o comprimento do
cateto adjacente a «, isto é:

tgoc:%:4

Esse nimero, que é o coeficiente angular da reta r, é o m=tg«
coeficiente de x na equacdo reduzida de r.

o
. N . /2 O X
* A ordenada do ponto de interseccdo da reta r com o eixo
das ordenadas é 8. Esse nimero, que é o coeficiente linear da reta r, € o termo

independente de x e y na equacdo reduzida da reta.

. Seja s a reta de equacdo geral 7x + 3y — 12 = 0. Obtemos a forma reduzida da

equacdo de s isolando a variavel y na equacéo geral, isto é:
3y=-7x+12=y=-2X+4
Assim, temos:

° m= —% (coeficiente angular);

* g =4 (coeficiente linear).

O resultado obtido nesse Gltimo exemplo pode ser generalizado do seguinte modo:

Sendo ruma reta nao vertical de equacao geral ax + by + ¢ = 0, seu coeficien-

te angular m e seu coeficiente linear g sdao m = —% eqg= —%, pois a forma redu-

zida da equacéo dessa reta é: y = —9X _ €

b b

EX E RC IIC I OS P Ro POSTOS Faca os exercicios no caderno.

9. Considere areta rde equagao y=2x+ 6 e faga o que se pede.

a. Construa o grafico de r. 9. a. Resposta no final do livro.
b. Determine o coeficiente angular e o coeficiente lineardaretar. 9.b.m=2;9=6

c. Explique, a partir do grafico da reta r, a interpretacao geomeétrica do coeficiente angular

dareta r e ainterpretagao geométrica do coeficiente linear da reta r.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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10.Um tanque T, continha 18 L de gua e um tanque T, continha 24 L de agua quando foram  10. b. O coeficiente
abertas, simultaneamente, duas torneiras ¢ e ¢, para abastecé-los, respectivamente, 2ngular 20 indica a vazéo
=2 ! 185P ) ! p - X ' datorneirat,, em litro por
A partir do instante em que foram abertas as torneiras, o volume y, em litro, de @gua minuto, e o coeficiente
em T, era dado em fun¢do do tempo x, em minuto, pela funcao y = 20x+ p,eem T por angular 15 indica a vazdo

y=15x+ g, em que p e g sao constantes reais. da torneira t,, em fitro por

minuto.
a. Determine os coeficientes lineares p e g, explicando o significado de cada um no con-
texto do enunciado. 10-a.p =18 e g = 24; representam a quantidade
inicial de égue} em cada tanque.
b. No contexto do enunciado, qual € a interpretacao dos coeficientes angulares nas equa-
coes y=20x+pey=15x+¢g?
Para retomar os conteldos estudados, resolva o exercicio complementar 3.

Estudo das posicoes relativas
de duas retas no plano cartesiano

No plano cartesiano, duas retas, r e s, podem ser paralelas distintas, paralelas coinci-
dentes ou concorrentes. A seguir, vamos determinar as posicdes relativas de duas retas a
partir de seus coeficientes angulares e lineares.

(1) Asretas r e ssdo paralelas se, e somente se, ttm o mesmo coeficiente angular

ou ndo existem seus coeficientes angulares:
y y =
y r S r=s
r § y r=s
a (¢4 & o -l -1
% X j X 0 X 0 X
m=m=r/[s m=m=r/s Amedm=>r/s Amedm=>r/s

(2) Asretas re ssdo concorrentes se, e somente se, tém coeficientes angulares di-
ferentes ou existe o coeficiente angular de uma delas e nédo existe o da outra:

y
S r y
S T
a P a L
; g /O| | g
m_# m_=> r concorre com s 3im e# m = rconcorre com s

As propriedades apresentadas em (1) e (2) nos permitem enunciar:

Dua§ retas ndo verticais, re s, de equagdes reduzidasy=mx+q ey=mx+q,
respectivamente, sao:

¢ paralelas distintas se, e somente se, m =m_e q # q;

y
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

3. No plano cartesiano xOy, as equagoes de duas re-

e paralelas coincidentes se, e so- e concorrentes se, e somente
mentese, m =m.eq.=q,; se, m #m.
y y
r=s8 r S
oL
0 X o B
0 X

/19, = q,

tas, re s, sao, respectivamente, 3x+2y—1=0¢e
kx+ Ly+6=0,emque ké um nimero real. Para que
valores de kessas retas sao concorrentes?

Resolucao

Representando na forma reduzida a equacgao das
retas, temos:

Para que re ssejam concorrentes, seus coeficientes
angulares devem ser diferentes, logo:

3 k
—§¢—Z:k¢6

4. Obtenha uma equacao da reta r que passa pelo

ponto P(-5, 1) e é paralela a reta s, de equacao
6x+3y—1=0.

Resolucao

Representando sob a forma reduzida a equagao da

reta s, obtemos: y= —2X+%

Portanto, o coeficiente angular de s é m =-2.

Para que sejam paralelas, as retas re sdevem ter o
mesmo coeficiente angular; entao, m = m_= -2.
Assim, como rpassa pelo ponto P(-5, 1), sua equa-
¢ao fundamental é:

y—1=-2-[x—(-5]]
Portanto, uma equacdo daretaré 2x+ y+ 9 =0.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

11.0btenha uma equacao geral da reta r que passa pelo

ponto P(5, 4) e é paralelaareta srepresentada no plano
cartesiano a seguir. 11.x+y-9=0

yl\

s 4 T .

@
4%
Y

12.Qual é a equacao reduzida da reta r que passa pelo

ponto P(—3, 1) e é paralela a reta s representada no
plano cartesiano a seguir?

12.y=-2x-5

162

y
4
P
@ 1
i >
-3 2\ X
s

13.Determine a equacao reduzida dareta rque passa pelo

ponto Pe é paralela a reta s nos seguintes casos:
a. P(2,5) e (s)3x+y—2=0 13.a.y = —3x + 11

b. P(0,1) e (s) y=—4x+2 13.b.y = —4x + 1

c. P(0,0)e(s)2x—3y+1=0 13.c.y = %X

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



14.As retas r e s tém, respectivamente, as equacoes

kx—y—k=0ey = 9—/?(+ 3, sendo kuma constante

real ndo nula. Para que valor(es) de kas retas re ssao:

a. concorrentes? 14. a. Qualquer numero real k, com k # 0
' "ek#3ek+-3.

15. a. verdadeira

Considerando essa situagao, classifique como verda-
deira ou falsa cada uma das afirmagoes seguintes.

a.

Se as equagoes reduzidas das retas que contém os
graficos a e b sao, respectivamente, y = px+ g e
y=rx+sentatop=r=5eg=s+1=100.
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b. paralelas distintas? 14.b. k=3

b. Os coeficientes angulares p e r das equacoes redu-
zidas citadas no item a representam as velocidades,
em quilémetro por minuto, dos carros A e B, respec-
tivamente, durante o tempo de monitoramento do
engenheiro. 15. b. verdadeira

c. paralelas coincidentes? 14.b. k= -3

15.Em uma corrida da Formula Indy, a partir de deter-
minado instante que chamou de instante zero, um
engenheiro de uma equipe marcou, durante 1 minuto,
a distancia percorrida pelos dois primeiros colocados,
A e B. Os graficos a e b, a seguir, sao segmentos de
reta e descrevem as distancias percorridas por A e B,
respectivamente, em funcao do tempo, durante esse d. No instante em que o engenheiro iniciou a marca-
periodo de monitoramento do engenheiro. cao de tempo, os carros A e B ja haviam percorrido

100 km e 99 km), respectivamente, desde a largada.
15. d. verdadeira

e. Se os carros mantiveram as velocidades descritas
nos graficos até o final da prova e nenhum deles foi
ultrapassado por outro carro, entao o carro B che-
gou em segundo lugar, 12 segundos depois de o
carro A ter cruzado a linha de chegada. 15. e. verdadeira

n

O carro A estava a uma velocidade maior que ade B

durante o minuto descrito no grafico.  15. c. falsa

Distancia percorrida (km)

105
104

100
99

16.Elaborem e resolvam um problema sobre retas para-

gg lelas que envolva uma situagao contextualizada.
16. Resposta pessoal.

Tempo (min)

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 4.

Retas perpendiculares

O grafico mostra duas retas perpendiculares, r e s, de coeficientes angu- y
lares m e m_, respectivamente.

Note que a inclinacdo de s é a medida do angulo externo relativo ao vértice C
do tridangulo ABC; por isso, essa inclinacdo é a soma das medidas dos angulos
internos A e B.

Da Trigonometria, temos:
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o, y_ €N (90°+ o) _ sen 90° cos a +sen a - cos 90° _