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APRESENTACAO

Caro estudante,

o Ensino Médio, cada vez mais alinhado as exigéncias con-
temporaneas, tem objetivos gerais que podem ser resumidos
em formar cidaddos produtivos e criativos, com raciocinio
analitico e capazes de se antecipar a inovagdes, que busquem
novos conhecimentos em um processo de formacdo continua,
sendo conscientes de seus direitos e deveres e capazes de atuar
com protagonismo no mundo do trabalho e no convivio social.

Elaboramos esta obra nesse contexto, destacando que a Ma-
tematica no Ensino Médio, além de ter um carater formativo e
instrumental, deve ser compreendida como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas.

Assim, para atingir os objetivos gerais nesta obra, recorre-
mos a progressao do pensamento cientifico, ao pensamento
computacional, as relacdes interdisciplinares, a contextualizacao,
ao uso de tecnologias, aos aspectos histéricos e as mltiplas
representacdes de um mesmo objeto matematico.

Esperamos contribuir para a sua formacao, instigar seu espi-
rito critico e cientifico e despertar sua curiosidade para o vasto
universo do qual conhecemos uma minuscula parte.

Os autores



ORGANIZACAO DO LIVRO

A

Este livro foi elaborado para oferecer, de forma clara e objetiva,
conteldos matematicos fundamentais para o Ensino Médio.

Funcdes
trigonométricas
e resolucao de
triangulos

O boxe Mentes
brilhantes apresenta
realizacdes de pessoas ou
povos que contribuiram
com o desenvolvimento da
Matematica ou da Ciéncia, !
além de textos sobrea :
Historia da Matematica ou | /
Etnomatematica.

A abertura pretende
estimular a reflexao sobre um
problema contextualizado
relacionado a contetidos do
capitulo.

O boxe Conectado
apresenta atividades
com o uso de
tecnologias como
softwares de Geometria
dindmica, planilhas
eletronicas entre outros.

Os Exercicios resolvidos
acompanham a teoria,
auxiliando na compreensao dos
conceitos.

Exrcioo ResoLvb 1 Os Exercicios propostos e
tém o objetivo de verificar :
o aprendizado, por meio
de uma aplicacdo mais
imediata dos conteudos,
além de conexdes com
o cotidiano.

O boxe Trabalho e
juventudes apresenta
situagdes relacionadas ao
mundo do trabalho ou as
culturas juvenis conectadas
ao contetdo do capitulo.

14
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MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

0 ciclo respiratério

Adnspiacio, P

O boxe Analise da
resolucao possibilita
refletir sobre erros comuns
na resolucdo de exercicios
e mostra sua corregdo.

A secdo Matematica sem
fronteiras traz textos
com situagdes de aplicacdo
de conceitos estudados no
capitulo.

A secdo Educacao

midiatica apresenta
contextos e informacdes que
visam explorar a importancia
da andlise critica de
informacdes veiculadas nas |,
midias digitais.

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPITULO 9
a
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Ferramenta de estudo
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EDUCACAO MIDIATICA
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Bpbs carem o o
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A secdo Verifique o que
aprendeu no capitulo
traz exercicios e questdes
que possibilitam retomar
os principais conteddos do
capitulo por meio de uma
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Os Exercicios
complementares
oferecem questdes de
aprofundamento, com

fixacdo e revisdao dos assuntos

abordados.

autoavaliacao.
4 B )
Icones usados na colecao
~—~ I
g HX
Recursos  Producao de textos Atividade Atividade em
tecnolégicos  ou problemas oral dupla ou em grupo
(oJ:3]3(I0)[}/.\] Podcast: As ondas de radio na comunicacdo humana
. J
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OBJETIVOS DE DESENVOLVIMENTO SUSTENTAVEL

Vocé ja ouviufalar da Agenda 2030? Em 2015, a Organizacao das Nacoes Unidas (ONU) lancou os Objetivos
de Desenvolvimento Sustentavel (ODS), com metas desafiadoras para acabar com a pobreza até 2030 e buscar
um futuro sustentavel para todos. Esses objetivos formam a base da chamada Agenda 2030.

Os 193 paises que assinaram o documento, incluindo o Brasil, comprometeram-se aimplementar esse plano
de acdo global, que envolve governos, empresas, instituicdes e sociedade civil. O monitoramento e a avaliacdo
da agenda sdao fundamentais nos niveis global, nacional e regional, exigindo cooperacao e engajamento de
todos os setores da sociedade.

A seguir, apresentamos os 17 Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.

oD 2 I

FOME ZERO E AGRICULTURA
(00 SUSTENTAVEL

ERRADICAGAO DA POBREZA

Acabar com a pobreza em todas as

formas e em todos os lugares. ' Erradicar a fome, alcancar a seguranca
alimentar, melhorar a nutricdo e
promover a agricultura sustentavel.

_oDs 3

SAUDE E BEM-ESTAR

Garantir o acesso a saude de qualidade
e promover o bem-estar para todos,
em todas as idades.

EDUCACAO DE QUALIDADE

Garantir educacéo inclusiva, de
qualidade e equitativa, promovendo
aprendizado continuo para todos.

_ops ¢

AGUA POTAVEL E
SANEAMENTO

Garantir a disponibilidade e a gestao
sustentdvel da 4gua potavel e do
saneamento para todos.

IGUALDADE DE GENERO

Alcancar a igualdade de género
e empoderar todas as mulheres e
meninas.

TRABALHO DECENTE E
CRESCIMENTO ECONOMICO

Promover crescimento econdmico
inclusivo e sustentdvel, com emprego
pleno e trabalho digno para todos.

ENERGIA LIMPA E ACESSIVEL

Garantir o acesso a fontes de energia
confidveis, sustentdveis e modernas
para todos.

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.




Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

_ops o

INDUSTRIA, INOVACAO E
INFRAESTRUTURA

Construir infraestruturas resilientes,
promover a industrializagao inclusiva e
sustentavel e fomentar a inovagao.

0Ds 11

CIDADES E COMUNIDADES
SUSTENTAVEIS

Tornar as cidades e comunidades
mais inclusivas, seguras, resilientes e
sustentaveis.

ACAO CONTRA A MUDANCA
GLOBAL DO CLIMA

Adotar medidas urgentes para
combater as alteragdes climéticas e os
seus impactos.

VIDA TERRESTRE

Proteger, restaurar e promover o uso
sustentdvel dos ecossistemas terrestres,
gerindo florestas, combatendo

a desertificacao, revertendo

a degradacao dos solos

e preservando a biodiversidade.

PARCERIAS E MEIOS DE
IMPLEMENTACAO

Reforcar os meios de implementacédo
e revitalizar a parceria global para o
desenvolvimento sustentéavel.

0DS 10 I

REDUCAO DAS
DESIGUALDADES

Reduzir as desigualdades no interior
dos paises e entre paises.

0Ds 12 I

CONSUMO E PRODUGAO
RESPONSAVEIS

Garantir padrées de consumo e de
producéo sustentaveis.

0Ds 14 I

VIDA NA AGUA

Conservar e usar de forma responsavel
05 0Ceanos, 0S Mares e 0s recursos
marinhos para o desenvolvimento
sustentdvel.

PAZ, JUSTICA E
INSTITUICOES EFICAZES

Promover sociedades pacificas e
inclusivas para o desenvolvimento
sustentdvel, garantindo o acesso a justica
e construindo instituicoes eficazes e
responsdveis em todos os niveis.

Fonte: ORGANIZAGCAO DAS NACOES UNIDAS. Sobre

o nosso trabalho para alcancar os Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel no Brasil. Disponivel em:
https://brasil.un.org/pt-br/sdgs. Acesso em: 22 set. 2024.

Neste livro, vocé encontrard indicagées dos ODS
quando houver propostas, temas ou conceitos
com os quais eles podem estar relacionados.

RELEITURA DOS i{CONES DA ONU POR VINICIUS ROSSIGNOL FELIPE
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CAPITULO

oDsS 3

L 4

As consideracdes sobre a
meia-vida do iodo-131
sa0 essenciais para
determinar a posologia,
ou seja, a intensidade e
a frequéncia das doses
administradas durante o
tratamento do cancer da
tireoide. Ao explorar esse
tema, favorecemos

o desenvolvimento do
ODS 3 e do TCT Saude.

Médica examinando a
regido do pescogo

da paciente.

Uma sugestao para
enriquecer o estudo
dessa abertura é solicitar
aos estudantes que
discutam, em grupos,

a questao proposta no
boxe Além da teoria.
Essa atividade promovera
um maior engajamento

e a compreenséo do
tema, permitindo que os
estudantes relacionem os
conceitos tedricos a sua
aplicacao pratica.

A abertura explora a nogao de sequéncia por meio de uma situagéo que utiliza
o conceito de meia-vida do iodo-131. Esse tema é um exemplo importante de
aplicacdo de sequéncias na area de Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias,
especialmente no contexto da iodoterapia para o tratamento do cancer da
tireoide.

Sequeéncias

Oriente os estudantes a consultar as paginas 6 e 7 para saber mais sobre este e os
demais Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.

As mulheres sdao mais afetadas pelos distlrbios da tireoide, variando
de 5 a 7 mulheres a cada homem; depois dos 70 anos, cerca de 90%
delas possuem nédulos de tireoide. Uma vez detectado o nédulo, o mé-
dico precisa avaliar a necessidade de ultrassom ou bidpsia. Esses n6dulos
sao encontrados em cerca de metade das pessoas maiores de 40 anos,
por isso é recomendado que, a partir dessa idade, seja realizado o exame
para a dosagem anual do TSH (o horménio estimulador da tireoide),
além da checagem de colesterol, triglicérides e glicemia.

Elaborado com base em: MANZINI, I. Distdrbios da tireoide: sintomas, diagnéstico e
tratamento. Portal Drauzio Varella, [s. I.], 13 jul. 2022. Disponivel em: https://
drauziovarella.uol.com.br/endocrinologia/disturbios-da-tireoide-sintomas-
diagnostico-e-tratamento/. Acesso em: 26 ago. 2024.

Além da teoria: A massa da amostra de iodo-131 reduz-se
” . a metade ao final de 8 dias. Portanto, a massa inicial da
V(13 W R (L1 G- amostra e a massa remanescente ao final de cada periodo
de 8 dias s80:100 g; 50 g; 25 g; 12,5 g; 6,25 g
Em medicina nuclear, varios exames e tratamentos da tireoide
podem ser realizados com a utilizacdo de iodo-131. Esse isétopo
radioativo possui meia-vida de oito dias. Isso significa que a massa
inicial m de qualquer amostra desse is6topo se reduz a metade ao final
de 8 dias.

Suponha que, nesse momento, uma amostra de iodo-131 tenha
100 g. Indique, em ordem decrescente, a massa dessa amostra e a
massa remanescente ao final de cada periodo de 8 dias, durante um
periodo de 32 dias.
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Conceitue intuitivamente sequéncia, mostrando algumas aplicagdes no cotidiano: lista de chamada da classe, cédigo de barras, ordem
alfabética das palavras em um dicionario, ordem crescente na numeracgéo das paginas de um livro, entre outras.

1. O conceito de sequéncia

E possivel que vocé ja tenha tido acesso a afirmacoes que se referem ao Brasil como
um pais continental. Elas se ddo devido as dimensdes do nosso pais, que sdo comparaveis
as de um continente. Ha apenas quatro paises maiores que o Brasil, em extensdo territo-
rial. O quadro a seguir mostra a classificacdo dos cinco maiores paises do mundo.

Classificagdo dos cinco maiores paises do mundo, segundo a ordem
decrescente das extensodes territoriais

Posicao Pais Extensao territorial

1 Rissia i
2 Canada
3 China

4 EUA

17.098.246 km’

9.984.670 km?>

9.596.961 km?

9.525.067 km?

5 Brasil 8.515.767 km?

Fonte: QUAL é o maior pais do mundo em extensao territorial? National
Geographic Brasil, [s. 1], 11 abr. 2023. Disponivel em: https://www.
nationalgeographicbrasil.com/viagem/2023/03/qual-e-o-maior-pais-do-mundo-em-
extensao-territorial. Acesso em: 26 ago. 2024.

Observe que a classificacdo é apresentada associando a cada nimero naturalde 1 a 5
o nome de um pais. Essa associacdo estabelece uma ordem para elementos de um con-
junto e, portanto, determina uma sequéncia, em que:

® 0 nimero 1 corresponde ao primeiro elemento da sequéncia;
® 0 nimero 2 corresponde ao segundo elemento da sequéncia;
® 0 nimero 3 corresponde ao terceiro elemento da sequéncia;
e 0 nimero 4 corresponde ao quarto elemento da sequéncia;

® 0 nUmero 5 corresponde ao quinto elemento da sequéncia.

Vamos representar essa associacdo em um diagrama de flechas, indicando por A o
conjunto de ndmeros naturais de 1 a 5, e por B, o conjunto dos paises classificados nas
cinco primeiras posicoes.

Note que cada elemento de A esta associado a
um Unico elemento de B. Dessa forma, temos uma
funcdo de A em B. Essa situacdo é um exemplo de
sequéncia finita, que definimos a sequir.

Sequéncia finita é toda funcdo de dominio A = {1, 2, 3, ..., n}, com A C IN',
e contradominio B, sendo B um conjunto qualquer ndo vazio.

Explore o quadro que
apresenta os cinco
maiores paises do mundo
em extensao territorial
para discutir os conceitos
de classificagao e
ordem, enfatizando que
o objetivo principal &
estudar as sequéncias
numéricas. Ao trabalhar
com esse exemplo,
revise o conceito de
funcéo f: A —» B, que
relaciona cada elemento
do conjunto A (dominio)
a um unico elemento do
conjunto B (imagem).
Além disso, defina
sequéncia numérica, que
pode ser finita, quando
possui um numero
limitado de termos, ou
infinita, quando seus
termos se estendem
indefinidamente. Essa
abordagem permite uma
melhor compreensao

do uso de sequéncias
numeéricas e sua
aplicacao em diversas
situagdes.

Reflexao

Vocé conhece
alguma situacao
que pode ser
identificada como
uma sequéncia?

Reflexao: Resposta
pessoal. Os estudantes
podem citar os meses
do ano, a ocorréncia
dos Jogos Olimpicos,

a ordem alfabética do
dicionario, entre outras
situagdes.
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Podemos dizer que
a sequéncia
formada pelas letras
iniciais dos dias da
semana (D, S, T, Q,
Q, S, S) éfinita ou
\lnflnlta?

J

Reflexao: Espera-se que
os estudantes percebam

que a sequéncia é finita
mesmo que os termos
da sequéncia nao
sejam necessariamente
diferentes.

12
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Exemplos

a. Consideremos a fungao g descrita no
diagrama apresentado.

Essa funcdo descreve uma sequéncia finita,
que pode ser representada simplesmente
por:
(5¥7,v7,%2,3,3)
5
Nessa forma de representacdo da sequéncia, os parénteses indicam que a ordem
em que se apresentam os elementos deve ser mantida, isto &, se trocarmos a ordem
de pelo menos dois elementos distintos, obteremos outra sequéncia, por exemplo:
2 2
(5/ \/7/ \/7/ gr 3/ 3) 75 <\/7/ 5/ \/7/ §/ 3r 3)
b. Sendo A={1, 2, 3, 4, ..., 40}, a funcdo h: A — R tal que h(n) = 3n” =1 represen-
ta a sequéncia finita (h(1), h(2), h(3), ..., h(40)), em que:

h(1)=3-1"-1=2 h(4)=3-4"-1=47
h(2)=3-2°-1=11 :
h3)=3-3"-1=26 h(40) = 3 - 40> — 1 = 4.799

Portanto, a sequéncia representada pela funcédo h é: (2, 11, 26, 47, ..., 4.799).
Também podemos definir sequéncia infinita:

Sequéncia infinita é toda funcdo de dominioN" = {1, 2, 3, 4, ...} e contradomi-
nio B, sendo B um conjunto qualquer ndo vazio.

Exemplos

a. Seja a fungdo f: IN" — R tal que f(n) = 2n. Essa funcdo é a sequéncia infinita dos
ndmeros naturais pares ndo nulos e pode ser representada por: (2, 4, 6, 8, ...)

b. Seja a fungdo g: N" — R tal que g(n) = (=1)". Essa é a sequéncia infinita:
(-1,1,-1,1,..)

Termos de uma sequéncia

Cada elemento de uma sequéncia também é chamado de termo da sequéncia. Em uma
sequéncia, o termo que ocupa a posicdo de nimero n € indicado pelo simbolo a , isto €:
a, indica o primeiro termo da sequéncia;
a, indica o segundo termo da sequéncia;
a, indica o terceiro termo da sequéncia;
a, indica o quarto termo da sequéncia;

a_indica o n-ésimo termo da sequéncia.
Exemplo

| Na sequéncia (7, 3, 8,10, ...), temos: a, =7, a,=3,0,=8,a,=10, ...

Notas:

1. Podemos nos referir a uma sequéncia (a., a,, a,, ..., a_, ...) abreviadamente por (a )
K 1 2 3 n n
ou, simplesmente, (a ).

neN’

2. Em uma sequéncia finita (a,, a,, a,, ..., a ), os termos a, e a_sao chamados de extremos
da sequéncia. Dois termos, g, e a, sdo equidistantes dos extremos se, e somente se, a
quantidade de termos que precedem g, for igual a quantidade de termos que sucedem a.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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3. Um termo a_ € chamado de termo médio de uma sequéncia finita com namero
impar de termos se, e somente se, a quantidade de termos que antecedem a_ for
igual a quantidade de termos que o sucedem.

Por exemplo, na sequéncia (a,, a,, a,, a,, ..., G, 0y, G, G,,), OS €xtremos sdo a, e a,,.

Os termos g, e a,, sdo equidistantes dos extremos. E o termo médio da sequéncia € a;,.

2. Lei de formacao de uma sequéncia

Um conjunto de informacSes que torna possivel determinar todos os termos de uma
sequéncia e a ordem em que esses termos se apresentam é chamado de lei de formacao
da sequéncia.

Exemplos
a =3

a. Seja (a ) a sequéncia tal que: ! , com n € IN*
a_ ,=4+a

n+1

As informagbes a, = 3 e a, ,=4+a, para todo nimero natural n ndo nulo,
determinam todos os elementos da sequéncia e a ordem em que se apresentam.
Observe:

* 0 primeiro termo da sequéncia € 3 pois, a, = 3;
* naigualdade a, , =4 + a, atribuindo a n os valores 1, 2, 3, ..., obtemos os
demais termos da sequéncia, isto é:
n=1=a,=4+0a,=4+3=7
n=2=a,=4+a,=4+7=11
n=3=>a,=4+0a0,=4+11=15
n=4=a,=4+a,=4+15=19

Portanto, a sequéncia é (3, 7, 11, 15, 19, ...).

Nessa sequéncia, € dado o primeiro termo e os demais termos sdo definidos por
uma expressdo com base no termo anterior; definimos essa sequéncia como re-
cursiva.

b. Considere a sequéncia (a,) tal que a, = n* — 1. Para determinar os termos dessa se-
A e . . 2
quéncia, basta atribuir a n os valores 1, 2, 3, 4, ... naigualdade a = n” — 1. Observe:

n=1=a=17-1=0
n=2=a,=2"-1=3
n=3=a,=3-1=8
n=4=qg,=4-1=15

Portanto, a sequéncia é (0, 3, 8, 15, ...).

Nessa sequéncia, cada termo é determinado em relacdo a sua posicdo de acordo
com a expressao dada. Essa sequéncia é definida pelo termo geral.

c. Asequéncia dos nimeros primos, em ordem crescente, é (2, 3, 5, 7, 11, ...). Obser-
ve que a lei de formacdo dessa sequéncia nao foi expressa por uma equagdo, mas
pela propriedade de que os nimeros sejam primos e estejam em ordem crescente.
Esse exemplo mostra que a lei de formagdo de uma sequéncia pode ndo ser uma

equacao.

Conectado

Com base nos exemplos, construa um fluxograma que determine os termos de uma
sequéncia de nimeros pares. Em seguida, compartilhe o fluxograma com os colegas.

Reflexao

Dé outros exemplos

de sequéncias que
sejam definidas de
maneira recursiva.

Reflexao: Resposta
pessoal.

Antes de iniciar o topico,
pergunte: “Considerando
a ordem crescente dos
ndmeros naturais impares,
como voceé representaria o
termo a, dessa sequéncia?

(@, = 2n+1)”; “Considerando

a ordem crescente dos
ndmeros naturais ndo nulos
multiplos de 4, como vocé
representaria o termo b,
dessa sequéncia?

(b, = 4n)”; “Considerando
a ordem crescente dos
numeros naturais multiplos
de 4, como vocé
representaria o termo ¢,
dessa sequéncia?

¢, = 4n-1).

Existem dois casos
fundamentais para a lei de
formacgéo de uma sequéncia:
o primeiro ocorre quando
se conhece o primeiro
termo e uma relagdo entre
dois termos consecutivos,
permitindo a construgéo da
sequéncia a partir desse
padrado; o segundo caso
acontece quando é dada
uma relagdo entre um termo
qualquer a, e sua ordem n.

Conectado: Resposta no
final do livro.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

l.a.a,=2,a,=8a,=V7,a,=-5a,=9,a,=9ea,=9
1. Responda aos itens a seguir.

a. Na sequéncia (g ) dada por (2, 8, V7, -5, 9, 9, 9),
quais sao os termos a,, a,, a,, a,, a,, a, e a,?

b. Qual é o termo médio da sequéncia (g ) do item
anterior? 1.b. -5

c. Na sequéncia (b ) dada por (3, 6,7, 32, -2, 5, 20,
4, %) os termos b, e b, sao equidistantes dos ex-

is s3 1.c)k=7e

tremos. Quais sao os valores ke b,? b —b, - 20

d. Emuma sequéncia (c ) de 22 termos, os termos ¢, e
¢, ., sao equidistantes dos extremos. Qual é o

valorde k? 1.d. k=8
2. Represente na forma (a, a,, a,, a,, ..) cada uma das
sequéncias a seguir.
a. (g)talquea =2n+5 2.a.(7,9, 11,13, ..)
b. (a)talque a = n°+n 2.b.(2,6, 12,20, ..)

TR

a1=£+

c. (a)talque g =

2.d.(4,9,14,19, ..)
q +1 =5 + an

n

d. (a) tal que

a,=3
e. (g)talqueqa,=7 2.e.3,7,4,-3,..)
an+2 = an+‘l - an

3. A soma dos n primeiros termos de uma sequéncia
5 2 _
(a,a,a, a, ..)édadapor S =n"+ n, paratodo nimero
natural nnao nulo.
a. Calcule a soma dos dez primeiros termos da
sequéncia. 3.a.110

b. Determine o primeiro termo da sequéncia. 3, p. 2
c. Determine o 5° termo da sequéncia. 3.c¢. 10

d. Determine o n-ésimo termo, a,da sequéncia.

3.d.2n

4. Todas as mesas de um restaurante sao retangulares,

com 6 cadeiras em volta, conforme mostra a figura 1.

Se mais de 6 pessoas pretendem sentar-se juntas,

entdo duas ou mais mesas sao enfileiradas, conforme
mostram as figuras 2 e 3.

~ /= 7~ /s /Y S

Q b g B
= = = = = =
figura 1 figura 2

[ B B B B B

C b

O & Y = =2
figura 3

a. Enfileirando-se 11 mesas, conforme as disposi-
¢0es mostradas nas figuras, quantas cadeiras se-
rao colocadas a sua volta? 4. a. 46

14

b. Enfileirando-se n mesas, conforme as disposicoes
mostradas nas figuras anteriores, quantas cadeiras
serao colocadas a sua volta? 4.b. 4n +2

¢. Em uma festa de fim de ano, 36 funcionarios de
uma empresa farao um almoco de confraterniza-
cao nesse restaurante. Qual € o nimero minimo de
mesas que deverao ser enfileiradas, conforme a
disposicao das figuras 1 a 3, para que as pessoas se
sentem juntas? 4.c. 9 mesas

5. (Enem) Em um trabalho escolar, Joao foi convidado

o

7. Um mecanico fez a manutencao

a calcular as areas de varios quadrados diferentes,
dispostos em sequéncia, da esquerda para a direita,
como mostra a figura.

O
12 3 4 5 6

O primeiro quadrado da sequéncia tem lado medindo
1 cm, o segundo quadrado tem lado medindo 2 cm, o
terceiro quadrado tem lado medindo 3 cm e assim por
diante. O objetivo do trabalho é identificar em quanto
a area de cada quadrado da sequéncia excede a area
do quadrado anterior. A area do quadrado que ocupa
a posigao n, na sequéncia, foi representada por A .
Para n > 2, o valor da diferenca An — Anf » €m centi-
metro quadrado, é igual a: 5. alternativa a

a. 2n-1 c. —2n+1
b. 2n+1 d. (n=1)

O teclado de um piano é formado por 52 teclas brancas
que se sucedem, da esquerda para a direita, emitindo
a sequéncia de notas musicais: 13, si, do, ré, mi, fa, sol,
13, si, do, ré, mi, fa, sol, e assim sucessivamente.

Qual é a nota da 47° tecla branca, da esquerda para
adireita? 6. mi

e.n—1

7. b. 15 horas.

de uma magquina industrial em
L4 etapas, totalizando t horas de
trabalho. Na primeira etapa, o me-
canico trabalhou metadedo total ¢
de horas mais meia hora. Em cada
uma das etapas seguintes, ele
trabalhou metade do tempo que
faltava para completar a tarefa
mais meia hora. E assim comple-
tou a tarefa na quarta etapa.

ANON_TAE/SHUTTERSTOCK

a. D&, em funcao de ¢, a sequéncia formada pelas ho-
ras de trabalho nessas quatro etapas, na ordem em

; t+1 t4+1 t+1 t4+1
que foram realizadas. 7. a. (T’T'T’W)

b. Qual foi o total de horas trabalhadas nessa tarefa?

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

8. Umadas sequéncias de nimeros mais conhecidas é a sequéncia de Fibonacci. Elafoi escrita 8. b. Na sequéncia
pelo matematico Leonardo de Pisa, que propds, em 1902, em sua obra Liber abaci (livro @) 9 Fib°1”a°°i’ a
de calculos), o problema que gerou diversas aplicacdes em varias areas de conhecimento, razao a”; tende ao
como Economia, Biologia, Quimica etc. nimero 1,61803...,

. . N . . quando n aumenta
a. Pesquise na internet sobre a sequéncia de Fibonacci e escreva um pequeno texto sobre |- finidamente. Esse

suas descobertas. 8. a. Resposta pessoal. numero é conhecido
como niimero de ouro.

b. Possivelmente, vocé vera que a sequéncia de Fibonacci apresenta relacao com um fa-
moso nimero chamado ndmero de ouro. Qual é essa relacdo? 8.c.(0,1,1,2,3,5,8,

o . . . - 13, 21, 34, 55, 89, 144,
c. Com base na ideia de recursividade e utilizando os recursos de uma planilha eletronica, 533 377 510 987 1597

indique os 20 primeiros termos da sequéncia de Fibonacci. 2584, 4181)

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.

Mentes brilhantes

Ada Lovelace e a computacio

Considerada a primeira programadora da histéria, Ada Lovelace, como ficou co-
nhecida, desde cedo foi incentivada a estudar matematica e ciéncia. Ainda jovem,
ela comecou a trabalhar com Charles Babbage e colaborou com a idealizacdo de uma
maquina analitica, um dispositivo de calculos.

COLLECTION/ARCHIVE PHOTOS/GETTY
IMAGES - MUSEU DA CIENCIA, LONDRES

Ada também fez a traduc@o de um artigo do engenheiro Luigi Menabrea e incluiu um
apéendice contendo notas com suas observacoes. Uma das notas foi a demonstracao do passo

MARGARET CARPENTER. FOTO: DONALDSON

a passo da sequéncia de niimeros de Bernoulli. Este algoritmo foi considerado o primeiro

programa de computador escrito no mundo inteiro antes dos computadores eletronicos. t,Rt?Prc(’jd u)g(a”jo
artistica de Ada

Seu trabalho vai além da sua época, pois sua abordagem visiondria previa que a Lovelace (1815-
maquina também poderia manipular simbolos. -1852), conhecida

p ., L. como a primeira
Elaborado com base em: LOPEZ, M. Ada Lovelace e os nimeros de Bernoulli. Guia dos programadora do

entusiastas da ciéncia. 23 set. 2019, v. 2, n. 2, p. 4. Disponivel em: https://gec.proec.ufabc. mundo.
edu.br/profissao-cientista/ada-lovelace/. Acesso em: 27 ago. 2024.

)

Atualmente, existem programas e plataformas especificos que utilizam linguagem de programacao sim-
plificada para que qualquer pessoa possa criar algoritmos, animacdes, jogos, entre outros.

Existem varias linguagens de programacao, e uma delas é o Scratch, que utiliza uma linguagem de blocos
simples e intuitiva. Cada bloco representa um comando que vai encaixando em outro bloco, formando uma
sequéncia de comandos (algoritmos) que seré interpretada e executada pelo programa. Tenha em mente que
essa sequéncia precisa ser coerente para atender ao seu objetivo. O Scratch é gratuito e pode ser acessado
pelo site: https://scratch.mit.edu/ (acesso em: 29 ago. 2024).

A seguir, vamos apresentar algumas de suas funcionalidades.

2

@

=

=

I

- 2
Area de comandos: Palco: espago onde é possivel g
contém os diferentes visualizar a execugao dos | 2
/ tipos de blocos de procedimentos e comandos §
comando. definidos na Area de edicao. 5

g

o

Area de edig#o: espago para compor os algoritmos.
O usuario deve arrastar os blocos da Area de
comandos para esta regiao.

Area de personagens: espaco que mostra 0s
personagens e objetos utilizados. \
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A seguir, é apresentado um algoritmo que foi criado para determinar a sequéncia numérica (2, 4, 6, 8,
10,12, 14, 16).

Oriente os estudantes a explorarem Destaque que essa plataforma utiliza
o Scratch, apresentado no boxe uma linguagem de blocos simples,
Conectado, como uma ferramenta permitindo que qualquer pessoa crie
pratica e acessivel para aprender algoritmos, animagdes e jogos sem
conceitos de programagao. a necessidade de conhecimento
prévio em programagao.

REPRODUGAO/SCRATCH.MIT.EDU

Os blocos usados na construgdo desse algoritmo sdo detalhados a seguir.

Comando indica o inicio do algoritmo. Ao clicar na bandeira verde
localizada préximo do Palco, os comandos ligados a ele sdo realizados.

E usado para atribuir valor a uma variavel. Note que iniciamos com
a variavel 0.

Comando usado para indicar a repeticdo de passos. No nosso exem-
plo, igualamos a varidvel ao nimero 16. Assim, os passos serdo repetidos
até obté-lo.

Comando usado para adicionar um valor a uma variavel. No nosso
exemplo, iniciamos com a varidvel zero e vamos adicionar 2 a essa va-
riavel.

Comado usado para que o personagem apresente uma mensagem, em
baldo de fala ou de pensamento, em um determinado intervalo de tempo.

Apbs finalizar o algoritmo, vamos executar os comandos no espaco denominado
Palco, clicando na bandeira verde. O personagem vai dizer os termos da sequéncia. No
nosso exemplo, ele comeca com 2, depois 4, e assim por diante, até 16.

Também podemos representar esse algoritmo criado no Scratch utilizando
o fluxograma a seguir.

nicio

Ao trabalhar com o Scratch e
Comece com o 0s conceitos de programacao,
ntimero natural n = 0. favorecemos o desenvolvimento
da competéncia geral 2,
1 ao estimular a resolugéo de
Adicione 2. | Considere o ltimo / problemas de forma criativa
termo obtido. e logica; da competéncia
1 geral 4, ao favorecer a
expressao e a comunicagao
Mostre o de ideias de forma clara e
resultado. organizada; e da competéncia
geral 5, ao desenvolver

habilidades de programagéao

e uso de tecnologias digitais,
Nao compreendendo como aplica-
-las para solucionar problemas.
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Agora é com vocé!

1. Aimagem a seguir mostra o algoritmo para obter o terceiro termo de uma sequéncia. Analise-o e respon-
da as questoes.

a. De acordo com esse algoritmo, o terceiro termo da sequéncia é obtido de maneira recursiva ou ndo?
]ustifique. 1. a. Espera-se que os estudantes respondam que a sequéncia é recursiva, pois, para obter esse termo, o
termo anterior é adicionado a 2.
b. Qual é a expressdo que determina os termos da sequéncia? 1.b.a, =2 +a,_, paran €N comn > 2.

2. Junte-se a um colega e conversem sobre alguma situacdo que envolva algum conceito matematico estu-

ggdado. Em seguida, elaborem um problema sobre esse conceito e listem no caderno os passos necessarios
para resolvé-lo. Em um computador, utilizando o Scratch, construam um algoritmo que represente a
sequéncia dos passos descritos anteriormente e executem o programa para verificar se retorna as solu-
coes esperadas. 2. Respostas pessoais.

- J

3. Progress€0 aritmética Podcast: As ondas de radio na comunica¢ao humana

A Portaria Interministerial MDIC/MCTIC
n2 68, de 21 de setembro de 2017, esten-
deu as faixas de radiodifusao FM no Brasil,
que passaram a operar no intervalo de
76 megahertz (MHz) a 108 megahertz, co-
nhecida como "FM estendida". A diferenca
entre a frequéncia de duas emissoras suces-
sivas na sintonizacdo dos aparelhos de ra-
dio continuou a ser de 0,2 MHz.

Assim, em cada regido especificada pela
Agéncia Nacional de Telecomunica¢des
(Anatel), as frequéncias, em MHz, disponi-
veis para emissoras de radio FM formariam
a sequéncia:

(76; 76,2; 76,4; 76,6; ...; 108)

Essa sequéncia numérica é uma pro-
gressdo aritmética, porque, adicionando
uma mesma constante a cada um de seus
termos, obtemos o termo seguinte. Na se-
quéncia das frequéncias de radio disponi-

RAFASTOCKBR/SHUTTERSTOCK

A Agéncia Nacional de Telecomunicacdes (Anatel) busca a cooperacdo
de diferentes associacdes a fim de divulgar a necessidade de que os

veis, adicionamos 9,2 a cada termo para receptores de radio em frequéncia modulada de veiculos importados
obter o termo seguinte. operem na faixa estendida para garantir o acesso a um ndmero maior
Podemos definir, de modo geral, que: de emissoras FM no Brasil.

O radio € um dos mais
importantes meios de
- q 28 p: N 2. comunicagéo, sendo um veiculo
Progressao aritmética (P.A.) € toda sequéncia numérica em que cada termo, e grande alcance. Sugerimos

a partir do segundo, € igual a soma do termo precedente (anterior) com uma  que os estudantes acessem

o objeto digital Podcast:
constante r. . ~ » L. Radio, que aborda o conceito
A constante r é chamada de razao da progressao aritmética. de radio, explicando desde

o funcionamento das ondas
de radio até os sistemas de
transmissao e recepcéo.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

9. (Enem) O nimero mensal de passagens de deter-

Exemplos

a. Asequéncia (4, 9, 14, 19, 24, 29, 34, 39) é uma P.A. finita de razéo r = 5.
b. (18,10, 2, -6, —14, ...) é uma P.A. infinita de razado r = —8.
c. (4,4,4,4,4,..)¢éumaPA. infinita de razdo r=0.

Nota:
Considere uma P.A. qualquer de razdo r:
(a,,a,a,aqa,..,a,a ., ..)
(& A A 4 N4
+r +r +r +r
Observe que:
a,—-a,=r a,—a,=r a-a,=r a ,—a=r

Ou seja, a diferenca entre dois termos consecutivos quaisquer, a.,—a, é constante e
igual a razéo r.

Classificacao das progressdes aritméticas

Podemos classificar as progressdes aritméticas em crescente, decrescente ou constante.

* Crescente: uma P.A. é crescente quando cada termo, a partir do segundo, é maior
que o antecedente. Para que isso ocorra, é necessario e suficiente que ela tenha
razao positiva.

Exemplo
| (6,10, 14, 18, ...) é uma P.A. crescente. Note que sua razao é positiva: r = 4

e Decrescente: uma P.A. é decrescente quando cada termo, a partir do segundo, é me-
nor que o antecedente. Para que isso ocorra, é necessario e suficiente que ela tenha
razdo negativa.

Exemplo
| (13,8, 3,-2,-7, ...) éuma P.A. decrescente. Note que sua razao é negativa: r= -5

e Constante: uma P.A. é constante quando todos os seus termos sdo iguais. Para que
isso ocorra, é necessario e suficiente que ela tenha razao nula.

Exemplo

| (%, %, %, %, ) é uma P.A. constante. Note que sua razéo é nula: r=0

Faca os exercicios no caderno.

10.Em uma rua, cujo inicio &€ um ponto A4, serao realizadas

minada empresa aérea aumentou no ano passado
nas seguintes condicoes: em janeiro foram vendidas
33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em marco,
36.000. Esse padrao de crescimento se mantém para
0s meses subsequentes.

Quantas passagens foram vendidas por essa empresa
em julho do ano passado? 9. alternativa d

a. 38.000
b. 40.500
c. 41.000
d. 42.000
e. 48.000

18

obras de manutencao. Para isso, foram colocados
35 cones de sinalizacao, numerados por 1, 2, 3, ..., 35,
aolongo do trecho reto onde as obras serao realizadas.
O cone de nimero 1 foi colocado a 148 m de distan-
cia do ponto A, e cada cone de nimero n, com n> 1,
foi colocado a 20 m mais distante do ponto A do que
o cone de nimeron — 1.

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

a. Escreva a sequéncia (a,, a, a, .. a,) em que a =10
cada termo a, é a distancia, em metro, entre o ¢ (a),\ talque 0 —a+8 11. . crescente
cone ne o ponto A. neron

10. a. A sequéncia pedida ¢é (148, 168, 188, 208, ..., 828). - . -
b. Dé a Ieiqde fo?magéo (da sequéncia obtida )no 12.Um tanque estava com 600 L de agua. Abriu-se, entao,

item a. 10. b. A lei de formag&o dessa sequéncia & uma torneira com VaZAéO constante paraenché-lo, 9 ql’!e

a, =148 +(n—1)-20. levou exatamente trés horas. Os termos da sequéncia
(600, 5x — y, 6x + 3y, 8x + 5y) representam, respecti-
vamente, a quantidade de agua no tanque, em litro, no
instante em que foi aberta a torneira e ao final de cada
a. (a) _. talque a =8~ 3n 11.a. decrescente uma das trés horas seguintes. Responda:

11.Classifique cada uma das seguintes progressoes
aritméticas em crescente, decrescente ou constante:

a. Qual é a capacidade do tanque? 12.a.4.200 L

2
b.(a) _talquea =2 -9 _ n 11. b. constante B . . .
e (1 AUE G, =50 b. Qual é vazdo dessa torneira, em litro por hora?
12. b. 1.200 litros por hora.

Formula do termo geral de uma progressao aritmética

Voltando a situacdo apresentada no comeco deste tépico, a respeito da FM estendi-
da, a P.A. (76; 76,2; 76,4; 76,6; ...; 108) apresenta as frequéncias, em MHz, disponiveis
para emissoras de radio FM em cada regido especificada pela Anatel.

Observe que podemos calcular qualquer termo dessa P.A. adicionando ao primeiro
termo um nudmero da forma k - 0,2, com k € IN. Por exemplo, o primeiro termo € a
soma 76 + 0 - 0,2; o segundo termo é a soma 76 + 1 - 0,2; o terceiro termo é a soma
76 + 2+ 0,2; o quarto termo é a soma 76 + 3 - 0,2, e assim por diante.

De modo geral, em uma progressao
aritmética, um termo qualquer pode ser
expresso em funcdo da razdo (r) e do pri-
meiro termo (a,) por uma férmula mate-
matica. Para entender essa formula,
imagine uma escada que une dois pisos de
um edificio. Ao piso inferior, associamos
um ndmero a, que indica a altura desse
piso em relacdo ao nivel do piso do andar
térreo. Associamos aos patamares dos de-
graus as alturas a,, a,, a,, a,, ..., a, ..., em
relacdo ao nivel do piso térreo, conforme
mostra a figura.

Sendo r a altura de cada degrau, a se-
quéncia (a,, a, a, a, a, .., 4, ..) €
uma P.A.

e Se uma pessoa estiver no patamar
de altura a,, quantos degraus deve-
ra subir para atingir o patamar de
altura a,?

Observando a figura, constatamos
que a pessoa devera subir 6 degraus
(6r). Assim, a altura a, é igual a soma
a, + 6r.

¢ Generalizando, se uma pessoa estiver
no patamar de altura a,, quantos de-
graus devera subir para atingir o pa-
tamar de altura a ?

(Modelo didatico sem escala e
com cores fantasia.)
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No patamar de altura a,, a pessoa tera subido 1 degrau; no de altura a,, tera subido

2 degraus; no de altura a,, tera subido 3 degraus; e assim por diante. Ou seja:
Reflexao: Sim. Para entender como, pense na escada da figura

da introducéo deste topico. Se uma pessoa estiver no patamar a=a+ or
de altura a, e quiser se deslocar até o patamar de altura a,, ela a.=a +1r
devera subir (10 — 6) degraus, ou seja: a,; = a,+ (10- 6) r 2 !

Se uma pessoa estiver no patamar de altura a,; e quiser se a, =a, + 2r
deslocar até o patamar de altura a,, ela devera descer 4 degraus,

que indicamos por (6 — 10), ou seja: a; = a,,+ (6 — 10) - r. Essa a,=a + 3r

ideia pode ser generalizada: em qualquer PA. (a ) de razéo r,
temos:a, = a +(n—k)-r

E possivel
representar o
termo a_de
uma P.A. em
funcédo da razado
r e de qualquer
\termo a?

Observando que, em cada igualdade, o coeficiente de r tem uma unidade a menos
que o indice do termo a esquerda da igualdade, concluimos que: a = a, + (n = T)r.
De maneira geral:

EmumaPA. (a,, g, a,, a,, q,, ..., a, ...) de razédo r, temos:

a=a +(n-"r

J Essa identidade é chamada de férmula do termo geral da P.A.

EXERCICIOS RESOLVIDOS )

1. Determine 0 51° termo da P.A. (4, 10, 16, 22, ...).

4.Qual é arazao daPA. (a) tal que a, + a, = 26 e

Resolucao

dessa PA.talque:a, =4, r=6en=>51.

Devemos determinar o termo a = a, + (n = Nr

a,+ a, =467
Resolucao

Pela formula a = a, + (n— 1)r, podemos represen-
tar os termos g, a, e a, por:

Logo:
a=a+r
a,=04+(51-1)6=>a, =04+506=304
p . P a.=a +4ar
Concluimos, assim, que 0 51° termo da P.A. & 304. s=at
a,=a,+8r
2. ObtenhaarazaodaPA.(a, g, a, ..)talquea, =7 Assim:
ea,=8.
a,+a,=26 a,+a +4r=26
Resolucao =
a,+a,=46 a,+r+a +8r=46
Aplicando a formula do termo geral a = a, + (n— 1)r
da P.A. para n=5, temos: ) {2 a,+4r =26
a,=a,+b4r=8=7+4r 2a,+9r =46
r= 1 Subtraindo, membro a membro, essas igualdades,
4 temos:
Concluimos que arazao da PA. é 1 —5r=-20=>r=4

L

_ 3 ~ Concluimos, entao, que arazao da P.A. € 4.
3. Determine o nimero de termos da progressao

aritmética (2, 10, 18, ..., 250). 5
Resolucao

. Percorrendo uma estrada
no sentido crescente das
marcas quilométricas,
percebe-se o primeiro
radar (medidor de velo-
cidade) no quilémetro 27.

Logo: A partir dai, ha um radar

250=2+(n—1)-8=250=2+8n-8 a cada 15 quilémgtros.
Quantos radares existem
5.256=8n=>n=32

até o quildmetro 360 des-
Concluimos, entao, que a P.A. possui 32 termos. sa estrada?

Indicando por n o nimero de termos, devemos ob-
ter o valor de n na igualdade a = a, + (n — 1)r
talque:a,=2,a =250er=8.

THEO FITZHUGH/SHUTTERSTOCK

Radar medidor
de velocidade.
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Resolucao

A sequéncia das marcas quilométricas onde exis-
tem radares, até o quilémetro 360, é a P.A. de pri-
meiro termo 27, razao 15 e Gltimo termo a;

(27,42,57, .., a)

Como nao sabemos, por enquanto, se 360 é um
termo da P.A., devemos supor que g, < 360.

Pela formula do termo geral g = a, + (n— 1)r, temos:
a <360 = 27 +(n—1)-15<360
2n=1)-15<333 » n-1<3323
S.n< 23,2

Como n é um ndmero natural, temos que o maior
valor possivel de n é 23.

Assim, concluimos que até o quildmetro 360 ha
23 radares.

Nota: Essa resolucdo nos permite afirmar que 360
nao pertence a P.A,, pois na (ltima desigualdade da
resolucao da inequacao, n< 23,2, o segundo mem-
bro ndo & um namero natural.

6. Interpole (insira) &4 meios aritméticos entre 1 e 2,
nessa ordem.

Resolucao

Interpolar (ou inserir) 4 meios aritméticos entre 1
e 2, nessa ordem, significa determinar a P.A. de
primeiro termo 1 e Gltimo termo 2, havendo entre
eles quatro outros termos, isto é:

( )

o= ] 1

1 .2
e |

T meios

a, aritméticos a

o

Pela formula do termo geral @ = a, + (n — 1)r,
temos:

a=a,+5r=>2=1+5r

=1
Sr=g

Logo,aPA.é (1,§, %% 2).

5

r

[61EN]

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

13.Determine 0 40°termo da P.A. (2, 13, 24, 35, ...).
13. 431

14.0btenha o n-ésimo termo, a , da P.A. (2, 8, 14, 20, ...).

14. a = 6n -4

15.Na P.A. (a, a,, a,, ..) de razao r = 2 — k, temos que

a,= 29k — 18, sendo kum ndmero real. Determine a,
em funcdo de k. 15.a, = 39% - 38

16.Quantos termos tem a P.A. (3, 7, 11, ..., 99)?
16. 25 termos

17.Interpole 6 meios aritméticos entre 2 e 10, nessa
ordem. 17. (2,22,%0, 38 46 54 62 49)

707

18.0s termos da P.A. (a,, a,, a,, a,) representam, res-
pectivamente, o nimero de estudantes do periodo
matutino que estudam nas turmas A, B, Ce Dde uma
escola. Nesse periodo, as turmas Ae ( juntas, possuem
66 estudantes; enquanto as turmas Be D, juntas, pos-
suem 72 estudantes. Calcule o nimero de estudantes
do periodo matutino de cada uma dessas turmas.

18. A: 30, B: 33, C: 36 e D: 39

19.Considerando a P.A. crescente (g ) formada pelos mal-

tiplos de 12 maiores que 2.000 e menores que 8.000,
determine o que se pede em cada item.

a. O trigésimo termo dessa P.A. 19.a. 2.352
b. O nimero de termos dessa P.A. 19. b. 500

20.Um prédio residencial foi inaugurado no ano de 1971,
quando houve a primeira reuniao de condominio. Nes-
sa reunido, ficou estabelecido que, a contar daquela
data, de 6 em 6 anos o edificio passaria por obras de
conservacao. Supondo que essa determinacao tenha
sido cumprida até hoje e continue sendo, responda:

a. Em que ano ocorreu a 12 obra de conservagao?
b. Em que ano ocorreu a 72 obra de conservacao?

¢. Qual sera o primeiro ano, depois de 2050, em que
ocorrera uma nova obra de conservacao?

20.a.1977 20.b.2013 20.c. 2055

21.(Enem) A prefeitura de um pequeno municipio do inte-
rior decide colocar postes parailuminagao ao longo de
uma estradaretilinea, que inicia em uma praca central
e termina numa fazenda na zona rural. Como a praca
ja possuiiluminagdo, o primeiro poste sera colocado a
80 metros da praca, o segundo, a 100 metros, o tercei-
ro,a 120 metros, e assim sucessivamente, mantendo-se
sempre uma distancia de vinte metros entre os postes,
até que o Gltimo poste seja colocado a uma distancia de
1.380 metros da praca. Se a prefeitura pode pagar, no
maximo, R$ 8.000,00 por poste colocado, o maior valor
que podera gastar com a colocacao desses postes é:

a. R$512.000,00 d. R$ 552.000,00
b. R$ 520.000,00 e. R$ 584.000,00
c. R$528.000,00

21. alternativa ¢

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 4 e 5.
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CGE

Em uma sequéncia
com mais de trés
termos, cada termo
entre os extremos é
a média aritmética
entre o termo
anterior e o

Propriedades das progressoes aritméticas

P1. Em toda P.A. finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos €é igual
a soma dos extremos.

Demonstracéao

Seja a P.A. finita (a,, a,, a,, ..., a,, @ . a . .., a)derazior.

k+17 "
Os termos a,, , e a,_, sdo equidistantes dos extremos, pois antes de g, , , existem

k termos e depois de a, _, existem, também, k termos. Vamos demonstrar que:

G, ta,_,=a+a
De fato:
| v
a. ,+a _,=a+k+1-Nr+a +(M-k="Nr=a +kf+a +(n—1)r—ki=
l A
=a,+a,+(n-Nr=a,+a,
L%
Exemplo

3, 8 13, 18, 23, 28, 33, 38 43, 48 53, 58 63)
4 4 T 28 + 38 = 66 T 4

23 + 43 = 66

18 + 48 = 66

13 + 53 = 66

8 + 58 =66

3+ 63 =066

P2. Uma sequéncia de trés termos é P.A. se, e somente se, o termo médio é igual
a média aritmética entre os outros dois, isto é:

(a, b,c)éP.A.@b:a'z"C

Demonstracéao

(a,b,c)éPA. & b-a=c-b

osterior? Justifique.
\p 9 J

Reflexao: Espera-se
que os estudantes
respondam que sim, pois,
escolhendo trés termos
seguidos da sequéncia,
o termo do meio sera

a média aritmética do
termo antecessor e
sucessor a ele.

22

Temos:
b—a=c—b©b=9%£
Logo: (a, b, ) éPA. & b= 0"2" <

Consequéncia
Temos, como consequéncia das propriedades P1 e P2:

Em uma P.A. com ndmero impar de termos, o termo médio é a média aritméti-
ca entre os extremos.

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Demonstracéao

Seja a, o termo médio de uma P.A. com namero impar de termos:
(a,, 0,0, ..,0 _,, 0,0 ,..0)
Temos que a sequéncia (a, ,, g,, @, ,) também é uma P.A.; logo, pela P2, temos:

ak—] + C1k-¢—1

g =1kt ()

Mas os termos a, |

a_+0a,,=a+a, (2

G1+Gn

Por (1) e (2), concluimos que: a, = 5

Exemplo
2, 5 8 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35 38

!

termo médio
20=2 +2 38

EXERCICIO RESOLVIDO )

7. Determine o nimero xde modo que a sequéncia (x+ 3, x— 1, 1 — 2x) sejauma P.A.

e a, , , sdo equidistantes dos extremos e, portanto, por P1, temos:

Resolucao
A sequéncia (x+ 3, x— 1, 1 — 2x) é uma PA. se, e somente se, x — 1 = w
ouseja: 2x—2=—x+4=>x=2

N J

Se achar conveniente, no exercicio proposto 25, explique que, como a

, velocidade é constante, as distancias do veiculo em relagdo ao ponto O nesses
D43 (o4 [ed (01 a2 {0] 2J0 1oy Ko 1T trés primeiros segundos formam uma PA.

Faca os exercicios no caderno.

22.Para um sorteio foram colocadas em uma urna | 25.Durante trés segundos

1.000 fichas numeradas de 1 a 1.000, cada ficha ap0s a passagem por um
contendo um dnico ndmero natural. No momento ponto Ode uma pista, um
do sorteio serdo retiradas duas fichas da urna, e o carro de Férmula 1 man-
resultado do sorteio sera a soma dos nimeros des- teve a velocidade cons-
sas duas fichas. Para que esse resultado seja 1.533, tante ao longo de um tre-
quantos conjuntos diferentes de duas fichas poderao cho reto. Nesse periodo,
ser sorteados? 22. 234 conjuntos a distancia do veiculo em
relagao ao ponto O, acada
23.Em uma P.A. finita, o termo médio é o quadruplo do segundo, pode ser descri-
primeiro termo. Sabendo que o dltimo termo dessa ta pelo quadro a seguir.

P.A. é 42, determine o primeiro termo. 23.6

MICHAEL POTTS F1/

Carro no autédromo de

Interlagos, no Grande Prémio

do Brasil de Férmula 1,

realizado em Sao Paulo (SP).

Foto de 2023.

Relacdo do tempo pela distancia

24.Faca o que se pede nos itens a seguir. em relagio ao ponto O
a. Determine o nimero real xde modo que a sequén- Tempo Distancia em relacdo
cia(x+ 3, 2x, 4x— 10) sejauma PA. 24.a.x =7 (segundo) ao ponto O (metro)
A . 2 1 X+ 20
b. Para que valor de yasequéncia (y” — 2, y+ 5, 4y +4) 5 3210
& uma PAA. crescente? 24.b.y =2 X+
. _ . 3 4x + 30
c. Existe algum namero real tpara o qual a sequéncia
(t + 5, 2t + 1, 3t + 4) seja uma P.A.? Justifique Qual era a distancia do automovel em relagao ao ponto O
sua resposta. ao final dos trés segundos?  25.150 m

Para retomar os contelidos estudados, resolva o exercicio complementar 6.

24, c. Nao, pois nessa sequéncia ndo é possivel achar nenhum nimero
real t que satisfaca a propriedade P2 das progressoes aritméticas.
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Ao trabalhar este topico,

cmzeaea . Representacdo genérica
representacao genérica de de uma progressao arltmetlca

uma PA. de 4 termos pode
ser (X, x +r,x + 2r,

X + 3r). Porém, em certos
problemas em que é
conhecida a soma dos
quatro termos, é mais
adequada a representacao
x=3nx—r,x+rx+3n.

Para agilizar a resolucdo de certos problemas, convém representar uma P.A. de ma-
neira genérica. Mostramos a seguir algumas dessas representacoes.

e A sequéncia (x, x + r, x + 2r) é uma P.A. de trés termos e razdo r, para quaisquer
valores de x e r.

e Asequéncia (x — r, X, x + r) € uma P.A. de trés termos e razdo r, para quaisquer valo-
res de x e r. Essa representacdo é mais adequada quando se pretende determinar
uma P.A. de trés termos, conhecendo-se a soma deles.

e A sequéncia (x, x + 1, x + 2r, x + 3r) € uma P.A. de quatro termos e razdo r, para
quaisquer valores de x e r.

e Asequéncia (x — 3r, x—r, x+ r, x+ 3r) é uma P.A. de quatro termos e razado 2r, para
quaisquer valores de x e r. Essa representacado é mais adequada quando se pretende
determinar uma P.A. de quatro termos, conhecendo-se a soma deles.

EXERCICIO RESOLVIDO A

8. Determine a P.A. crescente de trés termos, sabendo
que asomadesses termos é 3 e 0 produto deles é —8.

Resolucao

Também sabemos que:
x=n-x-(x+n=-8 (2)
Substituindo (1) em (2), obtemos:
(1-n-1-(1+N=-8=>1-r"=-8
rr=9=r=4+3

Quando se conhece a soma dos termos, uma repre-
sentacdo conveniente é:
(x=rxx+n

Pelo enunciado, temos: ..
Como devemos ter uma P.A. crescente, so interessa

X=/+X+X+r=3=3x=3 a razdo positiva, isto &, r= 3.

~x=1 (1) Assim, a PA. procurada (x—r, x, x+ r) & (=2, 1, &).

J

\_
EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

26.0s trés primeiros termos de uma P.A. decrescente
sdo tais que a soma deles é 24 e o produto, 480.
0 24°termo dessa P.A. é: 26. alternativa a
a. —36 c. 50 e.0

b. 4 d. -1

27.Um automovel percorreu 300 km para ir da cidade A
acidade D, passando pelas cidades B e C, nessa ordem.
Considerando que as distancias percorridas, em

quilémetro, entre as cidadesAeB,BeC, Ce D formam
uma P.A., nessa ordem, calcule a distancia percorrida
entre as cidades B e C. 27. 100 km

28.Dispondo em ordem crescente as medidas, em grau,
dos trés angulos internos de um triangulo, obtém-se
uma P.A. Se a medida do maior angulo interno desse
triangulo tem 20° a mais que a medida do menor,
qual & a medida do menor angulo interno desse
triangulo? 28.50°

Para retomar os conteidos estudados, resolva o exercicio complementar 7.

Soma dos n primeiros termos

de uma progressao aritmética

No ano de 1785, em uma pequena escola do principado de Brunsvique, na Alemanha,
o professor Biittner prop0s a seus estudantes que adicionassem os nimeros naturais de
1 a 100. Apenas trés minutos depois, um menino de 8 anos de idade aproximou-se
da mesa do professor e apresentou o resultado pedido. O professor, surpreso, constatou
que o resultado estava correto.

Elaborado com base em: KARSON, P. A magia dos niimeros.
Porto Alegre: Globo, 1961. p. 100.
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Aquele menino viria a ser um dos maiores matematicos de todos os tempos:
Carl Friedrich Gauss (1777-1855). O célculo efetuado por Gauss foi simples e elegante;
ele percebeu que:

e a soma do primeiro nimero com o Gltimo é: 1 + 100 = 101

e a soma do segundo nlimero com o pendltimo é: 2 + 99 = 101

¢ a soma do terceiro nimero com o antepenultimo é: 3 + 98 = 101
e assim por diante, ou seja, a soma de dois termos equidistantes dos extremos € igual a
soma dos extremos, que é 101:

(1, 2, 3, 4, ey 97, 98, 99, 100)
A A
T 4 + 97 = 101 T
3+ 98 = 101
2 +99 = 101
1 + 100 = 101

Como no total sdo 50 somas iguais a 101, Gauss concluiu que:
1+24+34+4+..4+4974+98+99+100=50-101 =5.050

Esse raciocinio pode ser generalizado para o célculo da soma dos n primeiros termos
de uma progressdo aritmética qualquer pelo teorema a seguir.

A soma S _dos n primeiros termos da PA. (a,, a,, a,, a,, a,, ..., a, ...) € dada por:

(a,+a)-n
Sn_f

Demonstracéao
Vamos descrever a soma S duas vezes, do seguinte modo:

S,=a,+a,+a,+..+a,_,+a,  +a

S,=a +a, ,+a

,t o ta+a,+a

Adicionando, membro a membro, essas igualdades, temos:

2§, =(a,+a)+(@,+a, )+(@+a )+..+(@, ,+a)+ (@, ,+a)+
+(a +a)

Observando que em cada expressdo entre parénteses temos a soma dos extremos
ou a soma de dois termos equidistantes dos extremos, podemos escrever, pela pro-
priedade P1:

25 =(a,+a)+(a,+a)+(a+a)+..+( +a)+(a +a)+(a +a)

n parcelas iguais a (a, + a,)

25 =(,+a)-n

) (a,+a)-n
'Sn_f

Carl Friedrich Gauss

retratado por Christian

Albrecht Jensen em

1840. Oleo sobre tela,

66 x 52 cm.
Matematico, fisico e

astrobnomo aleméo que

realizou importantes
trabalhos em varias

areas do conhecimento,

notadamente em
Matematica.

Para saber mais
sobre a vida de
Gauss, sugerimos
a leitura do

livro A medida
do mundo, de

Daniel Kehlmann.

Nessa obra o
autor narra a
vida de dois dos
maiores nomes
da ciéncia alema:
o naturalista
Alexander von
Humboldt e o
matematico Carl
Friedrich Gauss.
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Podemos interpretar geometricamente a férmula da soma dos n primeiros termos de
uma P.A. Considere n retangulos de bases unitérias (de medida 1) cujas medidas das al-

turas formam a P.A. crescente

(01/ 2t Y31 Yy Ysr e

a,, a, a, da, ..., a). Como a base de cada retangulo

mede 1 unidade, as areas desses retangulos sdo numericamente iguais aos termos dessa
P.A. Colocando lado a lado esses retangulos, com as alturas em ordem crescente, obte-

mos a figura 1 a seguir.

C

a || Acima de cada retangulo, construi-
mos outro tal que a soma de suas altu-

ras sejaigual a a, + a_, conforme mostra
ta A flgu’ra 2. B
a A area da regido verde,
S,=a,+a,+a,+..+a, € metade
da éarea do retangulo ABCD, isto é:

Figura 1

Mentes brilhantes

Figura 2

B’ B (a,+a)-n
Sn_f

Geometria sona ou lusona faz referéncia a uma tradicao africana relacionada aos povos de Angola e paises
vizinhos. Os desenhos, formados de pontos e linhas, sdo feitos na areia e narram provérbios, fabulas, jogos etc., e
esse conhecimento é transmitido de geragdo a geragao. Nos desenhos sona (no singular), é possivel trabalhar com
processo de multiplicacdo, nimeros primos, simetria de figuras, soma de sequéncias aritméticas etc.

Um exemplo € calcular a soma de uma sequéncia com base na malha de pontos do desenho a seguir.

O numero de pontos pode ser representado por

2-(1+2+ 34+4+5+6+7+8)oupor8-9.0useja,

1+2+3+4+5+6+7+8=(82;9)

Se a malha de pontos for de 4 por 5, temos:
(4-5)

14243 +4=">

Entdo, se a soma for de 1 a 100, como o problema resolvido

por Gauss, temos:

14+2+3+4+..+99+100= 190" 101)

2

Elaborado com base em: OLIVEIRA, C. C. Geometria sona como
proposta pedagoégica para o ensino de Matematica. 2014.
Dissertacdo (Mestrado em Matematica) —

Universidade Federal Rural do Semiarido, Mossord, 2014.

=5.050

EXERCICIOS RESOLVIDOS

a =a, +(n—1)r, temos:
a,=a,+(20-1"r=a,=34+19-4=79

(3+7529) 20 _ g5

Logo: 5,, =

26

9. Calcule a soma dos vinte primeiros termos da P.A.

(3,7,11,15,..).
Resolucao
, , (a,+a)-n
Aplicando a formula S, = 2” para n = 20,
temos:
s =(a1 +a,) - 20
20 2

Calculando a,, pela formula do termo geral,

10.Calcule asoma dos nprimeiros termos da P.A. (6, 10,
14,18, ...).
Resolucao
Temos a1=6ean=6+(n— 1) « 4, ou seja,
a=>=4n+ 2.

- (@, +a)-n .
Pelaformula S = — concluimos que:
5n=(6+4n2+ 2) -n=(8+££n) 'n=An+2nz

11.0 Cerrado é chamado de "ber¢o das aguas do Brasil”
e é fonte de cerca de 40% da agua doce do pais. Em
fevereiro de 2024, houve um aumento de 19% nos

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA
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alertas de desmatamento, em comparagao com
fevereiro de 2023. Além disso, esse bioma perdeu
3.798 km’ de vegetacdo nativa, no acumulado de
agosto de 2023 a fevereiro [de 2024], de acordo
com o monitoramento feito pelo Instituto Nacional
de Pesquisas Espaciais (Inpe).

Elaborado com base em: BOND, L. Cerrado tem

alta de 19% nos alertas de desmatamento em fevereiro.
Agéncia Brasil, Sdo Paulo, 11 mar. 2024. Disponivel em:
https://agenciabrasil.ebc.com.br/geral/noticia/2024-03/
cerrado-tem-alta-de-19-de-alertas-de-desmatamento-em-
fevereiro. Acesso em: 31 ago. 2024.

ANDRE DIB/PULSAR IMAGENS

Cerrado brasileiro. Foto de 2024.

Suponha que, em certo municipio, o desmatamento
do cerrado cresce de maneira que, a cada dia sao des-
matados 4 hectares (ha) a mais que a area desmatada
nodiaanterior. Se, no primeiro dia de um determinado
més, foram desmatados 50 ha, responda:

a. Quantos hectares foram desmatados no 20° dia
desse més?

b. Quantos hectares foram desmatados nos 20 pri-
meiros dias desse més?

c. Considerando que ao final de n dias, a partir do
primeiro dia do més citado, o ritmo de desmata-
mento se manteve e a area total desmatada nes-
ses dias foi de 10.080 ha, determine n.

S (o330 IDI[]1/.1] Mapa clicavel: Cerrado

Resolucao

a. Considerando 50 ha como primeiro termo da se-
quéncia das areas desmatadas a cada dia nesse
municipio, temos que cada termo, a partir do se-
gundo, é a soma do anterior com 4 ha. Logo, essa
sequéncia @ umaP.A. (a ) de razdo r= 4. Calculan-
do 0 20° termo dessa P.A., temos:

0,,=50+(20- 1)+ 4= a, =126
Concluimos, assim, que no 20° dia do més conside-
rado foram desmatados 126 ha.

b. Asoma S, dos 20 primeiros termos da P.A. des-
crita no item a é dada por:

(50 + 126) - 20
Sp= 5= 5 5, = 1760

Portanto, nos 20 primeiros dias do més considerado,
foram desmatados 1.760 ha.

c. Otermo geral g da PA. citada no item a & dado por:
a=50+(n-1)-b4=a==4n+ 46

Devemos determinar n tal que a soma S dos n pri-
meiros termos da P.A. seja 10.080, ou seja,

5n=(50+£+n2+ 46) - n=> 10.080=(96 +24n)-n

s 4n’+96n-20.160=0=>
= n’+24n-5040=0
A=247-4+1-(-5.040)=20.736

R :2\/.210.736 > n= =2k 2 164

.. n=60 ou n==8%4(nao convém)

Concluimos, entao, que serao necessarios 60 dias, a
partir do primeiro dia do més considerado, para que
a area desmatada seja 10.080 ha.

J

Para obterem mais informacdes sobre o Cerrado, sugira aos
estudantes que acessem o objeto digital Mapa clicavel: Cerrado.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

29.Calcule a soma dos trinta primeiros termos da P.A.
(=15, =11, =7, =3, ...). 29.1.290

30.Faca o que se pede.

a. Calcule a soma dos miltiplos positivos de 7 meno-
res que 200. 30.a.2.842

b. Calcule a soma dos nimeros naturais que sejam
mdltiplos de 2 e 3, simultaneamente, e estejam
compreendidos entre 200 e 800. 30. b. 50.100

31.DadaaP.A. (2,7, 12, 17,..), determine:
a. 0 n-ésimo termo, isto , g ; 31.a.5n -3

. . 2
b. a soma dos n primeiros termos. 31. b. 5”7‘”

32.Calcule a soma: 32, a. n?

a. dos n primeiros nimeros naturais impares;
b. dos nprimeiros nimeros naturais pares; 32. b. n* - n

¢. dos n primeiros nimeros naturais pares nao nulos.

32.c.n”+n

33.No dia 1° de janeiro, um site de compras foi acessado

por 1.800 internautas. A cada um dos dias seguin-

tes de janeiro houve um aumento de 100 acessos a
esse site em relagao ao dia anterior.

a. Determine o dia de janeiro em que houve exata-
mente 3.700 acessos a esse site? 33. a. 20 de janeiro

b. Quantos acessos houve no més de janeiro até o dia
mencionado no item a? 33. b. 55.000
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SHEPHERD ZHOU/FEATURE CHINA/FUTURE

34.Uma empresa planeja investir na atualizagao de seu
centro de dados pelos préximos 20 meses, aplicando
nesse projeto as seguintes quantias, més a més:

12 més: 6 mil dolares;
2° més: 4 mil dolares;
32 més: 9 mil délares;
42 més: 8 mil dolares;

52 més: 12 mil dolares;
6° més: 12 mil dolares;
7°més: 15 mil dolares;
82 més: 16 mil dolares;

e assim sucessivamente, mantendo essa regularidade,
até o vigésimo més.

PUBLISHING/GETTY IMAGES

Sala de centro de dados em Wuhan, China.
Foto de 2023.

Oinvestimento previsto nessa atualizacao, em milha-
res de dolares, é: 34. alternativa a

a. 415. c. 258.
b. 500. d. 1.000.

e. 931.

35.No projeto de uma sala de cinema, um arquiteto
desenhou a planta em formato de um trapézio isos-
celes, com a tela sobre a base menor desse trapézio.
As poltronas serao dispostas em 16 fileiras paralelas
as bases do trapézio, tendo 20 poltronas na primeira
fileira. A partir da segunda, cada fileira tera 2 poltro-
nas a mais que a fileira anterior. Calcule o nimero de
poltronas desse cinema. 35. 560 poltronas

36.Em uma inddstria, a instalacao de uma maquina foi
realizada em n fases. A primeira fase demorou 12
h; a segunda demorou 11,6 h, e assim por diante,
cada fase seguinte demorando 0,4 h a menos que o

tempo da fase anterior. Se a instalagao da maquina
foi concluida em 144 h, em quantas fases esse tra-

balho foi realizado? 36. 16 fases

37.Qualquer dispositivo que resiste a passagem da cor-

SOMCHAI SOM/SHUTTERSTOCK

rente elétrica em um circuito é chamado de resistor.
Essa resisténcia pode ser medida em ohm, cujo sim-
bolo é a letra grega Q (6mega). Admitiremos sempre
medidas positivas para as resisténcias.

(As imagens nao respeitam as proporcoes reais entre os objetos.)

As principais finalidades de um resistor sao transformar
energia elétrica em energia térmica, como no chuveiro
e na lampada, ou limitar a corrente elétrica, evitando
curtos-circuitos, como nos resistores-fusiveis.

Dos estudos de Fisica, sabemos que, em uma associa-
¢20 em série de nresistores com resisténcias iguais a
R, R, R, ... R, respectivamente, a resisténcia equi-
valente, R, é dada por: R =R +R+R+..+R

De acordo com essa informacao, resolva o problema
a seguir.

Em um circuito, nresistores estao ligados em série e
suas respectivas resisténcias, medidas em ohm, estao
em progressao aritmética de razao 20 e primeiro termo
igual a 100. Sabendo que a resisténcia equivalente
dessa associacao é 3.600 Q, calcule o nimero n de
resistores associados. 37. 15

38.Elabore um problema sobre a soma dos n primeiros
termos de uma P.A. envolvendo uma situagao con-

22

textualizada. Depois, junte-se a um colega a fim de

resolver o problema elaborado por ele.
38. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 8.

A progressao aritmética e a funcao afim

Na fase de preparacdo para uma competicao, um atleta realizou 12 treinos. No pri-
meiro treino, ele correu 10 km e, em cada um dos treinos seguintes, correu 2 km a mais
que no anterior. Assim, podemos representar as distancias, em quildometro, percorridas,
treino a treino, pela progressao aritmética:

(10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32)

28
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A representacao grafica dessa P.A., cujo termo geral éa =10+ (n—1) - 2, an
ou seja, a = 8 + 2n, € formada pelos pontos (n, a ) do plano cartesiano.
Assim, temos: g2l .
Para n =1, obtemos (1, 10). o )
Para n = 2, obtemos (2, 12). 2By T
Para n = 3, obtemos (3, 14). 22 ”””””” T
Para n = 4, obtemos (4, 16). o .' L
I?ara n =5, obtemos (5, 18). 0l ’ i
: 181~ SRR
Para n =12, obtemos (12, 32). 164 ! ) N 3
., 14fce il
o 124«
= R
> 10te! i
E SREREARREREE
¢ EEEREERRREY
< RERRRRREREN
g EEREEEREREE
E SEREEEREEN
5 NSRRI
Q
: 01123456789 1., n

Jovem praticando
corrida.

Observando que o termo geral a = 8 + 2n € identificado com a funcéo
afim y = 8 + 2x, quando x assume apenas valores naturais ndo nulos, con-
cluimos que a representacdo gréfica da P.A. (10, 12, 14, 16, ..., 32) é for-
mada por pontos da reta de equagado y = 8 + 2x.

Generalizando, consideremos a PA. (a,, a,, a,, ..., g, ...) de razdo nao
nula r, cujo termo geral é:

a=a+n-="1)-r

A representacdo grafica dessa P.A. é formada por pontos do gréfico da
fungao afimy =a, + (x — 1)r.

Dessa forma, algumas importantes propriedades da funcdo afim podem
ser aplicadas na resolucdo de problemas que envolvem progressdes aritméti-
cas, como a constancia da taxa de variacdo; isto €, dados dois termos, a e a,,

. ~ a a z
de uma P.A., com n # k, a taxa de variacdo ;”—k" é constante.

EXE RC iC | O PRO POSTO Faca os exercicios no caderno.

39.0 quadro a seguir mostra o montante obtido nos meses seguintes de umaaplicagao inicial
de R$ 1.500,00 ajuro simples.

Montante da aplicacdo
t (més) 1 2 3 4
Montante (R$) 1.530,00 1.560,00 1.590,00 1.620,00

a. Qual é a taxa de juro mensal que esta sendo paga ao investidor?
b. Esses montantes formam uma sequéncia em P.A.? Qual é a razao?
c. Escreva a expressao do montante Mem funcdo do tempo ¢t em més.

d. Analisando a expressao definida no item anterior, & possivel fazer afirmar que existe
relagao entre P.A. e a fungao afim? Justifique.

e. Construa o grafico da expressao definida no item c.

39.a.2%

39. b. Sim, arazdo da
PA. é 30.

39. c. M(t) = 1.500 + 30t
39. d. Sim, pois podemos
observar que a constante
de variagdo € arazdo da
P.A. e o valor inicial é o
primeiro termo.

39. e. Resposta no final
do livro.
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A abordagem
contextualizada
apresenta um tema
relevante ao meio
ambiente, abordando
substancias que
provocam falhas na
camada de ozbnio e o
protocolo de Montreal, o
que favorece o trabalho
interdisciplinar.

Permita que o
estudante

analise os

dados

apresentados

e reflita sobre causas

e consequéncias de
fendbmenos ambientais,
propiciando um
desenvolvimento

em parceria com 0s
professores de Biologia,
Quimica e Geografia.
Ao explorar esse

tema, favorecemos o
desenvolvimento do ODS
11 e do TCT Educacéao
ambiental.

Se preferir, inicie o
assunto por meio

de outra situagéao.
Sugerimos apresentar o
conceito de progressao
geométrica a partir

de um investimento
financeiro em regime
de juro composto.
Acompanhe: um fundo
de investimento oferece a
taxa de juro constante de
10% ao ano, em regime
de juro composto. Se um
capital de R$ 50.000,00
for aplicado nesse
fundo durante 4 anos,
obteremos o montante
acumulado ao final de
cada ano do seguinte
modo:

e Capital inicial: 50.000
e Montante ao final do
1% ano: 50.000 - 1,1 =
=55.000

e Montante ao final do
2% ano: 55.000 - 1,1 =
=60.500

* Montante ao final do
3%ano: 60.500 - 1,1 =
=66.550

* Montante ao final do
4° ano: 66.550 - 1,1 =
=73.205

A sequéncia formada
pelo capital inicial

e pelos montantes
acumulados ao final de
cada um dos 4 anos é:
(50.000, 55.000, 60.500,
66.550, 73.205). Note
que cada termo, a partir
do segundo, é igual ao
produto do termo anterior
pela constante 1,1.

Por isso, dizemos que
essa sequéncia € uma
progressao geométrica
de razéo 1,1.
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4. Progressao geométrica

Problemas que envolvem grandezas que crescem ou decrescem por meio do produto
por uma taxa constante podem ser resolvidos com o auxilio da fun¢do exponencial.
Problemas como esses podem ser resolvidos, também, utilizando as propriedades de um
tipo de sequéncia chamada de progressao geométrica (P.G.). Como exemplo, observe
a situacao a seguir.

Alguns gases utilizados na indUstria, como os clorofluorcarbonetos, tém efeito devas-
tador na camada de ozbnio que protege a Terra contra um tipo nocivo de radiacdo solar.
Esses gases provocam falhas nessa camada, conhecidas como “buracos da camada
de o0zénio”.

O protocolo de Montreal, realizado por 31 paises em 16 de setembro de 1987, esta-
beleceu acordos para a eliminacdo do uso das substancias que destroem a camada de
ozonio. Atualmente, cerca de 197 paises ja assinaram esse tratado.

As emissoes combinadas de cinco tipos de clorofluorcarbonetos (CFC), gases produzidos
pelo homem que destroem a camada de 0zonio situada na alta atmosfera da Terra, aumen-
taram 2,6 vezes durante a década passada. Em 2020, a concentracdo desse grupo de CFC foi
amaior ja registrada. A camada de ozonio protege os habitantes do planeta da agao nociva
dos raios ultravioleta provenientes do sol, que podem provocar cancer de pele, problemas
imunolégicos e outros disttrbios. Os dados fazem parte de [um] estudo publicado em abril
na revista Nature Geosciences e surpreenderam seus autores.

[...]

“Os clorofluorcarbonetos tém uma meia-vida na atmosfera da ordem de mais de um
século e seus efeitos se prolongam por muito tempo’, comenta o fisico britanico Luke
Western, da Universidade de Bristol, no Reino Unido, autor principal do artigo, em entrevista
a Pesquisa FAPESP |...].

RODRIGUES, M. Emissdes de CFC aumentaram
2,6 vezes na década passada. Pesquisa FAPESP, Sao Paulo, ano 24, n. 329, p. 65-67, jul. 2023.

NASA OZONE WATCH

Buraco na camada de
ozOnio sobre a Antartida.
Esquema feito pela Nasa,

sem escala e com
cores fantasia.

PrevisGes realistas estimam que se o Protocolo de Montreal for obedecido, o buraco
na camada de ozbnio devera ter uma reducdo média de 30% a cada década, contando
a partir de 2005, quando o buraco era de 27 milhdes de quildbmetros quadrados. De
acordo com essa hipétese, a sequéncia a seguir apresenta, década a década, a extensao
do buraco, em milhdes de quildmetros quadrados, até 2065:

( 27:27-0,7 ;27 +(0,7)% 27 - (0,7)%; 27 - (0,7)*: 27 - (0,7)°; 27 - (0,7)"’)
—_—— — —.,.,.——— —,.,— ) —.,—,—— —,—,—— — —
2005 2015 2025 2035 2045 2055 2065

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Essa sequéncia é chamada de progressao geométrica (P.G.), porque, multiplicando
cada termo por uma mesma constante, obtemos o termo seguinte. Na sequéncia ante-
rior, multiplicamos cada termo pela constante 0,7.

Podemos definir, de modo geral, que:

Progressao geométrica é toda sequéncia numérica em que cada termo, a
partir do segundo, é igual ao produto do termo anterior por uma constante g.
O namero g é chamado de razao da progressdao geométrica.

Exemplos

a. (1,3,9, 27,81, 243) é uma progressdo geométrica finita de
razao q = 3.

b. (5, -10, 20, —40, 80, —160) é uma progressdao geométrica
finita de razao g = -2.

c. (7,0,0,0,0, ..) é uma progressdao geométrica infinita de
razao q = 0.

d. (0,0,0,0,0, ..) é uma progressdo geométrica infinita de
razao indeterminada.

e. Como apresentado na abertura deste capitulo, o iodo-131
possui meia-vida de oito dias. Isso significa que a massa m de

uma amostra de iodo-131 se reduz a metade (m), decorri-

2
dos oito dias. Por exemplo, a progressdao geométrica <1 00,

25 25
50/ 25/ 27’ 4’
amostra de iodo-131 a cada periodo de oito dias, a partir de
uma amostra de 100 g.

) descreve a massa, em grama, de uma

Classificacado das progressdes geométricas

As progressdes geométricas podem ser classificadas em crescente, decrescente, cons-
tante, oscilante ou quase nula.

¢ Crescente: uma P.G. é crescente quando cada termo, a partir do segundo, é maior que
o antecedente. Para que isso ocorra, € necessario e suficiente que a, >0 e g> 1 ou
a,<0e0<g<T.

Exemplos

a. (1,2,4,8, ...) éuma P.G. crescente de razdo q = 2.

b. (-z,-1, 11

5" ) é uma P.G. crescente de razédo g = 1

j.

¢ Decrescente: uma P.G. é decrescente quando cada termo, a partir do segundo, é me-
nor que o antecedente. Para que isso ocorra, € necessario e suficiente que a, > 0 e
0<g<loua <0eg>1.

Exemplos

33
124"

1

a. (12, 6,3 ) € uma P.G. decrescente de razdo g = .

N

b. (-1, -3, -9, =27, ...) é uma P.G. decrescente de razéo q = 3.

Defina P.G., enfatizando
que a sequéncia de
valores de uma grandeza
que cresce ou decresce
a uma taxa constante
por unidade de uma
variavel independente é
uma P.G. (crescimento
populacional de uma
colbnia de bactérias

em funcéo do tempo,
decaimento radioativo
em funcéo do tempo,
pressao atmosférica em
funcéo da altitude etc.).

Imagem de cintilografia da tireoide,
exame que utiliza o iodo-131.
Imagem colorizada artificialmente.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

¢ Constante: uma P.C. é constante quando todos os seus termos sdo iguais. Para que
isso ocorra, € necessario e suficiente que sua razdo seja 1 ou que todos os seus ter-

mos sejam nulos.

Exemplos

‘ a. (6,6,6,6,6,...) éuma P.G. constante de razdo g = 1.
b. (0, 0,0, 0, ...) é uma P.G. constante de razdo indeterminada.
e Oscilante: uma P.G. é oscilante quando todos os seus termos sdo diferentes de

zero, e dois termos consecutivos quaisquer tém sinais opostos. Para que isso ocorra,
€ necessario e suficiente que a, # 0 e g < 0.

Exemplos

a. (1,-2,4,-8,16, —32

b. (—8, 4,-2,1,-1

_zl ZI .

) € uma P.G. oscilante de razdo g = —=

, ...) € uma P.G. oscilante de razdo g = —2.

1
>

¢ Quase nula: uma P.G. é quase nula quando o primeiro termo é diferente de zero e
os demais sdo iguais a zero. Para que isso ocorra, é necessério e suficiente que

a,#0eqg=0.

Exemplo

| (4,0,0,0,0,0,0, ...) ¢uma P.G. quase nula.

Faca os exercicios no caderno.

40.Verifique se as sequéncias a seguir sao progressoes

41.

geomeétricas.

_ .on-1 _
a. (a,a, f’3' a, a, as) tal que an’_ 327 ,comnna
tural ndo nulo e n< 6. 40. a. E PG.

b.(a,a,a,aq,aq)talquea =(n- 1), com n natural
nao nulo e n< 5. 40. b. No é PG.

¢ la,a,a,a,a,aq)talquea = 5°~" com n natural
nao nulo e n< 6. 40.c. E PG.

d. (a, a, a, ) tal que g =(-1)"-2""*, com nnatural
nao nulo e n< 4. 40.d. EPG.

(Enem) Para comemorar o aniversario de uma cidade,
a prefeitura organiza quatro dias consecutivos de
atragoes culturais. A experiéncia de anos anteriores
mostra que, de um dia para o outro, o nimero de visi-
tantes no evento é triplicado. E esperada a presenca
de 345 visitantes para o primeiro dia do evento.

Uma representacao possivel do nimero esperado de
participantes para o Gltimo dia é 41. alternativa ¢

a. 3 X 345 d. 3 x4 x 345
b. 3+ 3+3)x345 e. 34 x 345
c. 3°x 345

42.Estudos demograficos estimam que a populacao
gde certa cidade cresca 2% ao ano, atingindo, no final

de 2030, o total de 477.360 habitantes.

a. Considerando o periodo em que essa estimativa é
valida, tem-se que a sequéncia crescente formada
pelo nimero de habitantes dessa cidade, ao final
de cada ano, é uma P.G. Qual é arazao dessa P.G.?

b. Qual sera o nimero de habitantes dessa cidade no
final de 2029? 42. b. 468.000 42.a. 1,02

c. Se esse percentual de crescimento se mantiver,

qual sera a populagao no final de 2031?
42. c. aproximadamente 486.907

Formula do termo geral
de uma progressao geométrica

Retomando a situacdo apresentada na introducdo do tépico Progressdao geométri-
ca, sabemos que, de 2005 a 2065, a cada década, a extensdo da camada de ozo6nio,
em quildmetro quadrado, é dada pelos termos da progressdo geométrica:

(27; 27+ 0,7; 27 - (0,7)%; 27 - (0,7)%; 27 - (0,7)*; 27 - (0,7)%; 27 - (0,7)%)
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Note que qualquer termo dessa P.G. pode ser representado pelo produto do primeiro
termo 27 por uma poténcia de razdo 0,7. O primeiro termo pode ser representado
por 27 - (0,7)°.

Podemos generalizar esse raciocinio para qualquer P.G., isto é, em toda progressao
geométrica, um termo qualquer pode ser expresso em funcdo do primeiro termo e
da razdo da P.G. Para entender tal formula, considere a P.G. cujo primeiro termo € g,
e cuja razdo é qg:

2
(@,a,q,0a-9,a,:-

—_—

a a a n

2 3 4

Observe que qualquer termo da P.G. é o produto do primeiro termo a, por uma po-

téncia de g:

Q Q

N

IR
Il

w

|

Q
Q9 Q9 Q9 Q

- Q
Il
Q

a =7?

n

Observando que, em cada igualdade, o expoente de g tem uma unidade a menos
. . N . - -1
que o indice do termo a esquerda da igualdade, concluimos que: a = a, - q”

Em uma P.G. (a,, a,, a,,

Essa identidade é chamada de férmula do termo geral da P.C.

~ e
..) de razdo g, temos: a = a, - q

Reflexao 1: Considere a P.G. de razéo q:

@ 8y a8, a;ag a, ag, -..)

Note, por exemplo, que o termo a, pode ser representado de varias

. . _ P . _ . ~5. _ . .

maneiras: a6 =a,-q ,ou seja, a, = a,-q ,a;(; =a,'q ,ec;u seja,

as =a,q ,az6 = a g% ouseja,ezS =a,q95a,=a,q"

seja, a6 = a, -q™h ag = a, -q%?®, ou seja, a; = a8~q'2. Essa ideia

pode ser generallzada da segumte maneira: em qualquer P.G. (a) de
~ n-k

razao q,temosa, = a,-q

. Ou seja: .
E possivel
representar o

1 termo a_de uma
P.G. em funcdo
da razdo g e de

EXERCICIOS RESOLVIDOS

12.Determine o 13° termo da P.G. (64, 32, 16, ...).

Resolucao
Devemos determinar o termo a = a, - ¢"~ ' dessa

a,=64
PG.talque:q g=1

q q=5

n=13

Logo:
12 1V _56. 1 _1_1

013=(,71-q =64 - <§> =2 '212 f_ﬁ

13.Uma estimativa prevé um crescimento anual de

0,2% na populacao de uma cidade. Supondo que essa

— estimativa esteja correta, calcule a populacao dessa
cidade daqui a 14 anos, sabendo que a populagao
atual é de 480.000 habitantes.

Resolucao

A sequéncia crescente das populagées, ano a ano,
dessa cidade, a partir do momento atual, & a
progressao geométrica (a ) de razao 1,002 e pri-
meiro termo 480.000. O termo a,, dessa PG. é a
populagao da cidade daqui a 14 anos.

Pela formula do termo geral a = a, - ¢'~ !, temos:

a,. = 480.000 - (1,002)™

~

Com o auxilio de uma calculadora, obtemos:
(1,002)" ~ 1,02837 e, portanto:

a,. ~480.000- 1,02837 = a,, ~ 493.618

Logo, daquia 14 anos a populagao da cidade sera de
493.618 habitantes aproximadamente.

Reflexao

Qual é a importéncia de fazer estimativas do
crescimento populacional?

Reflexao 2: Fazer estimativas do crescimento populacional é
fundamental para o planejamento e a tomada de decisGes em
diversas areas, como saude, educacéo, infraestrutura e econor
14.Um estudo mostrou que

a area desertificada de
um municipio dobraa cada
década e que atualmen-
te essa area represen-

ta 1094 02& do municipio. Se

a conclusao desse estudo
estiver correta e nao for
tomada nenhuma provi-
déncia, daquia exatamen-
te kdécadas todo o muni-
cipio tera se transformado

PABLO PORCIUNCULA/AFP/GETTY IMAGES

Caatinga na estiagem,
em Juazeiro, Bahia.

ualquer termo a,?
\auaq o,

n

em deserto. Determine k. Foto de 2024.
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a,q’(1+qg°) =36
Reflexao: O sistema de equacdes 5
a, (1+qg7)=144
também pode ser resolvido por comparagao ou por substituicao.
Resolucao

Sendo A a area total do municipio, a sequéncia das
areas desertificadas desse municipio, década a dé-
cada, a partir do momento atual até a desertificacao
integral, é a progressao geométrica de razao 2, pri-
A
1.024

meiro termo igual a e (ltimo termo A:

Podemos afirmar que A pertence a P.G. porque pode

ser representada como o produto de ———=— A z Poruma

1.02
poténcia de expoente natural da razao 2.

O ndmero nde termos dessa P.G. pode ser determina-

do pela formula do termo geral a = a, q"" ', emque
- __A - ictg &
a=A4Aa = T09% eg=2,istoé:
A n-1 _
A= 1034 2" 2" =1.024
52" '=2"=2n-1=10
n="11

O ndmero k pedido é igualan— 1,isto & k=10¢,
portanto, daqui a dez décadas, ou 100 anos, toda a
area do municipio tera se desertificado.

15.Calcule a razao da P.G. (g ) tal que a, + a, = 36 e
a,+a, =144,
Resolucao
Pela formula do termo geral a=ar- q"” ' temos:

a,=a,q,a=aq eaq =a.q’;logo:
2 5
{03+ a,=36 ~ {a1q +a,q°=36
—_— 3 —_—
a,+a,=144 | a+a g =144
Fatoramos o primeiro membro de cada uma das
igualdades anteriores:

a,q’(1+q°)=36
a,(1+q’) =144

\§

J7Vamos resolvé-lo por comparacao. Para isso, isolamos a

expresséo a, (1 + g%) em cada uma das equacdes, obtendo:

Dividimos, membro a membro, as duas igualdades
anteriores:

SO+ T) 36 L o1
o (Lvq) 164 7 =g
36

Lg==

N|—=

a, (1+q°) =144 ——

Observe, portanto, que existem duas progressoes

geométricas que satisfazem as condigées desse

, e outra de
2

razao negativa, g= _1. Assim, concluimos que:

%: 144 > (g)z =144

-8 _ 1 1
‘q= +12=>q9g=50uqg= 5
Ha outro modo de resolver o sistema de equacdes

do exercicio resolvido 15?

problema: uma de razao positiva, g =

Reflexao

16.Interpole 5 meios geomeétricos entre 1 e 64, nessa
ordem.

Resolucao

Devemos determinar a P.G. de sete termos, com
a,= 1e a7 = 64,

r ] r 1_164)

%/—/
meios

a geométricos a,

_)4

Pela formula do termo geral @ = a,+ g"~ !, temos:

6 6
a,=0,qg >64=1-q
v q= 6k = 2
Chegamos, portanto, a duas interpolacoes possiveis:
» parag=2,temosaPG. (1,2, 4,8, 16,32, 64);

» parag=-2,temosaPG.(1, -2, 4 -8, 16, -32,
64).

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

43.Determine o 142 termo da P.G. (1.536, 768, 384,
192, ..). 43.%

44.0btenha o n-ésimo termo (g ) da P.G. (3, 6, 12, 24, ...).
44.a =3-2"""

45, Con5|dere a P.G. (a) de razao g = \/3 ea,=>5.
Determine a,. 45_8

46.0btenha a P.G. (g ) de termos nao nulos e razao

4.(4,8,16, 32 )

2
g=35talquea;=a,-a, 9' 27’81’ 243

34

47. Quantos termos tem a P.G. (2&3, 81,27,.., %)7
47. 16 termos 3

48.Faca o que se pede em cada item.

a. Interpole quatro meios geométricos entre 1 e 3,
nessa ordem. 4s.a.(1, V3, V9, V27, V81, 3)

b. Aointerpolar trés meios geométricos entre 4 e 324,
nessa ordem, é possivel formar duas progressoes
geométricas, uma crescente e uma oscilante.

Determine a soma S dos termos da P.G. oscilante.
48.b.S =244

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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49, (Fuvest-SP) Numa progressao geométrica de 4 termos
positivos, a soma dos dois primeiros vale 1 e a soma dos

dois Gltimos vale 9. Calcule o valor darazao da progressao.
49.a.g=3

50.As figuras a seguir representam o mesmo cubo com
diferentes divisoes.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

= Dividindo o cubo da figura 1 em 8 cubinhos iguais,
obtém-se a figura 2;

» Dividindo cada cubinho da figura 2 em 8 novos

cubinhos iguais, obtém-se a figura 3.

E assim por diante. Dividindo cada um dos cubinhos
que compoem uma figura em 8 novos cubinhos iguais,
obtém-se a figura seguinte.

a. Quantos cubinhos compoem a figura 57 50. a. 4.096

b. Quantos cubinhos compdem a figura n? 50.b. 8" "'

51.Em uma placa de Petri (recipiente cilindrico, achata-
do, de vidro ou plastico que os bidlogos utilizam para
a cultura de células) foram colocados 300 micro-
-organismos. A partir desse momento, denominado
instante zero, observou-se a evolugao da populagao
durante todo o dia, constatando-se que o nimero de
individuos dobrou a cada 30 minutos.

A placa de Petri
é um recipiente
muito utilizado
em laboratérios
para a cultura
de células dos
mais variados
tipos.

SCIENCE PHOTO/SHUTTERSTOCK

a. Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia
crescente (g ), em que g, & o namero inicial de indi-
viduos da populagao de micro-organismos coloca-
dos na placa de Petri e cada termo g, comn> 2, &
o ndmero de individuos ao final de cada periodo de

30 minutos, a partir do instante zero.
51. a. (300, 600, 1.200, 2.400, 4.800)

b. Qual é a populacdao de micro-organismos ao final

de 3 horas, a partir do instante zero?
51. b. 19.200 individuos

¢. Qual é a populacao de micro-organismos ao final
de khoras, com k€ N’, a partir do instante zero?
51. c. 300 - 2*

52.A zero hora de determinado dia, constatou-se que
uma plantagao de eucaliptos havia sido atacada por
um fungo. Observe o grafico de linha; ele mostra o
nimero de arvores contaminadas ao final do primei-
ro dia em que se constatou a presenca do fungo e o
ndmero de arvores contaminadas ao final de cada
periodo de 5 dias subsequentes.

s I

EVOLUGAO DA CONTAMINAGAO DA
PLANTACAO DE EUCALIPTOS

Numero

de arvores
contaminadas

1600 f--------------

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

8001-----=---, ;
T

Tempo
(dias)

. >

Elaborado para fins didaticos.

T
1 6 11 16 21

Supondo que o padrao de crescimento do nimero de
arvores contaminadas continue o mesmo observado
no grafico e que nao se tome nenhuma providéncia
para controlar a doenga:

a. quantas arvores estarao contaminadas ao final do
31°diadaconstatagao dadoenca? 52. a. 6.400 arvores

b. em gquantos dias, no minimo, a partir da cons-
tatacao da doenca, todas as 102.400 arvores da
plantacao estarao contaminadas? 52. b. 51 dias

53.Elabore um problema que envolva o termo geral de
83 uma P.G. cujarazao é 3 em umasituagao contextualiza-
da. Depois, junte-se a um colega e troquem o caderno

para um resolver o problema do outro.
53. Resposta pessoal.

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 9 e 10.

Propriedade das progressées geométricas

Uma sequéncia de trés termos, em que o primeiro é diferente de zero, é uma
P.C. se, e somente se, o quadrado do termo médio for igual ao produto dos outros

dois; isto ¢, sendo a # 0, temos:

(a, b, ©) éP.G. = b*=ac

Por que essa
propriedade
exige que o
primeiro termo
da sequéncia seja
\diferente de zero?

J

Reflexao: Porque existem sequéncias numéricas do tipo (0, b, ¢) que satisfazem a condigéo
b’ =0 - c e ndo s&o progressdes geométricas. Por exemplo, a sequéncia (0, 0, 4). 35



Demonstracéao

e 12 hipétese: b # 0
Como a# 0eb+#0, temos:

2 b I
(@b 0)éPC. & g=1
b_c 2 _
5—5©b =ac
Logo: (a, b, ¢) é P.G. & b” = ac

Consequéncia

Vamos analisar cada uma das hip6teses: b # 0 ou b= 0

e 22 hipétese: b=0
Como a # 0 e b =0, temos a sequéncia (g, 0, 0),
que é uma P.G. de razdo 0. Com isso, constata-
mos que o quadrado do termo médio é igual ao
produto dos outros dois termos: 0°=a -+ 0

Logo: (g, b, ©) é P.G. & b* = ac

Temos, como consequéncia imediata dessa propriedade:

Em uma P.G. com ndmero impar de termos, o quadrado do termo médio é
igual ao produto dos extremos.

I

EXERCICIO RESOLVIDO

17. Determine x de modo que a sequéncia (3, x+ 2, 3x)
seja uma P.G. crescente.

Resolucao

A sequéncia de trés termos tem o primeiro termo
ndo nulo (3). Logo, essa sequéncia é P.G. se, e so-
mente se, (x+ 2)° = 3+ 3x, ou seja:

X +Lx+4=9x=>x —5x+4=0
A=(-5-4-1-4=9

N\

_-(-5)+vV9 _5%3 _ _
X= 51 == =>x=4oux=1

» Parax=1,temosaPG.(3,1+2,3-1),queéa
P.G. constante (3, 3, 3).

» Parax=4,temosaPG. (3,4 +2,3-4),queéa
P.G. crescente (3, 6, 12).

Concluimos, entdo, que a sequéncia apresentada é
P.G. crescente apenas para x = 4. )

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

54.0btenha xpara que a sequéncia (—1, x— 1, 4x— 1) seja
umaP.G. 54. x=00ux=-2

55.Determine os nimeros reais a, b, ce dde maneira que

asequéncia (3, g, 12 b, ¢, d) seja uma P.G. oscilante.
5.a=-6,b=-24,c=48ed=-96

56.Para dois nimeros positivos ae ¢, a sequéncia (g, 4, ¢)

éP.A.easequéncia(c+ 2, 4, a) é P.G. Determine ge c.
56.a=2ec=6

57.Marcelo tomou emprestado de um banco a quantia
de 20 mil reais, em regime de juros compostos a taxa
constante. Durante dois anos, Marcelo nao conseguiu
realizar nenhuma amortizacao dessa divida, ou seja,
nao pagou nenhuma parte dela. Assim, ao final do
primeiro ano do empréstimo, a divida havia aumen-
tado, em milhares de reais, para 2x+ 10, e ao final do
segundo ano do empréstimo, a divida atingiu o valor
4x + 5 milhares de reais. Qual era o valor da divida ao
final do segundo ano do empréstimo?
Nota: Amortizagao é a reducao de uma divida por meio
de pagamentos parciais. 57. 45 mil reais

58.Uma substancia radioativa tem decaimento percen-
tual constante a cada ano. O quadro a seguir descreve
a massa dessa substancia, em grama, no inicio dos
anos 2022, 2023 e 2024, em que x & um ndmero real
maior que 15.

Relacao entre a massa da
substancia e o tempo em ano

Inicio do ano 2022 2023 2024

Massa (em grama) | 4x—-60 | 2x+ 10 | x+41

a. Qual era a massa dessa substancia no inicio de
20227

b. Considerando a continuidade desse decaimento,
qual era a massa dessa substancia no inicio de

20257

58. a. 100 gramas 58. b. 72,9 gramas
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Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 11 e 12.
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Representacao genérica
de uma progressao geométrica

Como no estudo da P.A., é importante saber representar uma P.G. genericamente.

Mostramos a seguir algumas representacoes.

* A sequéncia (x, xq, xg°) é uma P.G. de trés termos e razdo g, para quaisquer valores

de xeq.
X

* A sequéncia (a,

X, xq) € uma P.G. de trés termos e razédo g, para quaisquer valores

Enfatize que a
representacao genérica
de uma P.G. de 4 termos
pode ser (x, xq, Xq°,
xq°). Porém, em certos
problemas em que é
conhecido o produto
dos quatro termos,

€ mais adequada a
representacao

(é, & X, xq3>, com
q=0.

de x e g, com g # 0. Essa representacdo é mais adequada quando se pretende de-
terminar uma P.G. de trés termos, conhecendo o produto deles.

e A sequéncia (x, xq, xg°, xq*) é uma P.G. de quatro termos e razio g, para quaisquer

valores de x e g.
X X

e A sequéncia (?I g

, Xq, xq3> é uma P.G. de quatro termos e razdo g°, para quais-

quer valores de x e g, com g # 0. Essa representacdo é mais adequada quando se
pretende determinar uma P.G. de quatro termos, conhecendo o produto deles.

EXERCICIO RESOLVIDO

18.Determine a P.G. de trés termos, sabendo que o
produto desses termos & 8 e que a soma do 2° com
0 3° termo é 10.

Resolucao
Quando se conhece o produto dos termos, a repre-

sentacdo mais conveniente é (5, X, xq). Pelo enun-

q
ciado, temos:

X

/—q-x-)(ﬂ=8=>)f=8

x=2 ()
Também sabemos que: x+ xg=10 (Il
Substituindo (I) em (Il), obtemos: 2 + 2g=10= g=4

X

Assim, parax=2e g=4,aPG. (?l'

(329)

X, xq) éigual a

J

\_
EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

59.Em um bloco retangular de volume 216 cm’, a soma
das medidas das doze arestas é 84 cm. Calcule as
dimensoes (comprimento, largura e altura) desse
bloco, em centimetro, sabendo que elas, em deter-
minada ordem, formam uma P.G.

aresta
/

T face

vértice

Um bloco retangular tem todas as seis faces retan-
gulares.

» Os lados de cada face sao arestas do bloco.

» Os vértices de cada face sao vértices do bloco.

» As medidas de trés arestas concorrentes em um
mesmo vértice sao as dimensdes (comprimento,
largura e altura) do bloco.

» O volume de um bloco retangular é o produto das
trés dimensoes.

= O blocoretangular também é chamado de paralele-

pipedo reto-retangulo.  59.3cm,6cme 12 cm

60.Qualquer dispositivo que resiste a passagem da cor-
rente elétrica em um circuito & chamado de resistor.
Essa resisténcia pode ser medida em ohm, cujo sim-
bolo é a letra grega Q (6mega). Admitiremos sempre
medidas positivas para resisténcias.
Dos estudos de Fisica, sabemos que em uma asso-
ciacdo em paralelo de nresistores com resisténcias
iguais a R1, RZ, RB, Rn, respectivamente, aresisténcia
equivalente, R_, é dada por:

1_1,1,.1 1
R-RYRTRT-T%
eq 1 2 3 n
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R, De acordo com essa informacao, resolva o problema
a seguir.

Emumocircuito, trés resistores estao ligados em parale-
lo, e suasrespectivasresisténcias, medidas em ohm (),

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

o estao em progressao geométrica de razao 2.
Indicando por Ra maior dessas resisténcias, obtenha
uma equagao que expresse a resisténcia equivalente,

R, dessaassociacao, em funcao de R. 60. R =B
q a7

O tema de
contextualizagcao
possibilita o trabalho
com investimentos em
programas sociais,
integrando aspectos
matematicos a andlise de
processos econémicos e
sociais. Essa abordagem
pode ser explorada de
maneira interdisciplinar,
especialmente em
colaboragdo com a area
de Ciéncias Humanas e
Sociais Aplicadas, por
meio de discussdes com
base em exemplos reais
do Brasil. Ao analisar
dados e tendéncias,

os estudantes podem
compreender como a
Matematica pode apoiar
a formulagao de politicas
publicas, avaliar impactos
de programas sociais

e estimular debates
sobre desigualdade,
distribuicao de recursos
e desenvolvimento
sustentavel.

Reflexao

Em uma P.G.
constante, como
se calcula a soma
dos n primeiros
termos?

Soma dos n primeiros termos
de uma progressao geométrica

O Ministério do Planejamento de um pais estimou os gastos com um programa social
para o periodo de 2026 a 2045. No primeiro ano, o plano é investir 40 milhdes de déla-
res no programa e, em cada ano seguinte, o investimento deve ser 2% maior que o do
ano anterior. Assim, o investimento total no programa, durante os 20 anos, é a soma dos
termos da progressao geométrica a seguir, em que o primeiro termo é o valor, em mi-
Ihdo de ddlares, destinado ao programa em 2026; o segundo é o valor, em milhdo de
dolares, destinado ao programa em 2027; e assim por diante.

(40; 40 - 1,02; 40-(1,02)% ..., 40 - (1,02)")

Mesmo dispondo de uma calculadora, os técnicos do Ministério ndo adicionaram os
termos um a um, pois o trabalho seria longo e tedioso. Eles usaram a férmula a seguir,
que expressa a soma dos n primeiros termos de uma P.G. ndo constante, em funcdo do
primeiro termo a, e da razao g:

n
s 0 (-9)
n 1 - q
Observe a simplicidade do célculo, que ndo dispensa o uso da calculadora:
s _40 (1-01,02)%)
20 ™ 1-1,02

Assim, o investimento no programa, ao longo dos 20 anos, sera de 972 milhdes de

délares, aproximadamente.

= S, ~ 972

Formalizamos esse procedimento pelo teorema:

A soma S dos n primeiros termos da P.G. ndo constante (a,, a,, a,, ..., @ , ...) de
razdo g é dada por: .
_ 01 : (—I -q )

S,="4

Demonstracao

Indicando por S _a soma dos n primeiros termos da P.G. (q,, a,, a,, ..., g, ...), temos:
S,=a,+a,+a,+..+a _, +a ou, ainda,
S,=a,+a,q+aq+..+aq""" (1)

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade pela razéo g da P.G., obtemos:

S =aq+aq+aq+..+aq" )
Subtraindo as igualdades (1) e (2), membro a membro, temos:
S,—qS,=a,—aq =>S(0-q=a0-4q"
Como g # 1, pois a P.G. ndo é constante, podemos dividir ambos os membros dessa
Gltima igualdade por 1 — g, concluindo:
s _a(-q")

n 'I_q

Reflex&o: Em uma P.G. constante, todos os termos s&o iguais ao primeiro termo a,;
38 logo, asoma S dos n primeiros termos desse tipo de P.G. é dadapor: S =n-a,

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Oriente os estudantes a refletirem sobre a estrutura de tributos no Brasil, destacando a diferenga entre os tributos municipais, estaduais
e federais. Explique como esses impostos afetam tanto a macro quanto a microeconomia, incluindo a realidade individual e familiar.

EXERCICIOS RESOLVIDOS
19.Calcule a soma dos onze primeiros termos da P.G. (% % 1,2, 4, )
Resolucao
. , a,-(1-q") 1
Aplicamos a formula S = —q g Paaa,=;z.q9= 2en=11:
Togqa_omy 1.
S =Z (1-2 )24 (-2.047)
1 1-2 -1
. 2.047
55, =208

20.Desde a sua fundagdo, uma empresa ja pagou um total de R$ 46.410,00 em im-
postos. Considerando que, a cada ano, os impostos pagos tém aumentado 10% em
relagdo ao ano anterior e que, no primeiro ano de funcionamento, a empresa pagou
R$ 10.000,00 em impostos, calcule o tempo de existéncia dessa empresa.

No Brasil, sdo cobrados tributos municipais, estaduais e federais e na
microestrutura, individual ou familiar, também estamos sujeitos a pagamento
de impostos.

Resolucao

A sequéncia dos impostos pagos por essa empresa, ano a ano, € uma progressao geo-
meétrica de primeiro termo 10.000 e razao 1,1. O tempo de existéncia da empresa, em
ano, € o namero n de termos dessa P.G. e pode ser obtido pela formula da soma S, de
seus n primeiros termos, em que S = 46.410, a, = 10.000 e g= 1,1, isto &

10.000-[1-(1,1)1
1T-1,1

5=0,4641=1-(1,1)"=(1,1)"=1,4641
. (ﬂ)"z (1&.641)
“"\10 10.000
Fatorando o nimero 14.641, obtemos 11° e, portanto:
I (1 S o
(10) =(70) =n=4

Logo, a empresa tem 4 anos de existéncia.

1-(1,1)"

46.410= 0.1

= 4,641 =

N

Incentive a discusséo
sobre o impacto desses
tributos no cotidiano

das pessoas, como no
consumo de bens e
servigos, e a importancia
dos impostos para o
funcionamento dos
servigos publicos.

Ao explorar esse

tema, favorecemos o
desenvolvimento do TCT
Educacao fiscal.

Conectado: Oriente os
estudantes a indicar em
uma célula, digamos,
A1, o valor x e em outra
(por exemplo, na A2) o
valor y. Em uma coluna,
eles podem indicar as
referéncias aos anos
(Ano 1 na célula B1, Ano
2 na célula B2 até Ano
20 na célula B20). Assim,
na célula B1 pode-se
indicar a expressao =A1;
na célula B2, =A1*A2; na
célula B3, =A1*A2/2";
na B4, = A1*A2/3 etc.
Em planilhas eletronicas,
usualmente, o asterisco
indica uma multiplicacéao
e o circunflexo, uma
potenciacado. Depois,
basta mudar o valor
digitado nas células

Al e A2 parad0e 2,
respectivamente. Além
disso, pode-se digitar
na célula B21 a férmula
=soma(B1:B20) para
obter automaticamente
a soma dos valores a
serem investidos nos
anos considerados.

(_férmula da soma de n termos de uma P.G. e compare-a com a soma anterior.

Em uma planilha eletrénica, organize os dados para calcular, automaticamente, o valor investido em cada
ano pelo Ministério do Planejamento, considerando que o plano seja investir x milhdes de délares no primeiro
ano e, em cada ano seguinte, investir y% a mais que no ano anterior, durante 20 anos.

Depois, considerando x = 40 e y = 2, com as ferramentas da planilha eletronica, indiguem em uma célula
a soma dos valores dos recursos, adicionando-os um a um. Em outra célula, expresse essa soma por meio da

~N

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

61.Calcule asoma dos: 61. a.3.069 61. b, 2:047

a. 10 primeiros termos da P.G. (3, 6, 12, 24, ...); 61.¢.0
b. 11 primeiros termos da P.G. (4, 2,1, % % )

¢. 50 primeiros termos da P.G. (5, -5, 5, -5, 5, ...);

d. 51 primeiros termos da P.G. (5, -5, 5, -5, 5, ...).
61.d.5

a.2"-5
b.5-2"

62.3

62.Em uma P.G. de razao 2, a soma dos oito primeiros
termos é 765. Determine o primeiro termo dessa P.G.

63.Determine a soma dos n primeiros termos da P.G.
(5, 10, 20, 40, ...). 63. alternativa ¢

c. 5(2"-1)

d. 5(1-2"

e. 5(2"-5)

89
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64.A soma dos n primeiros termos de uma P.G. € 12.285.
Determine nsabendoque g, =3 e g=2. 64.n=12

65.Considerando apenas a relagdo de paternidade entre
duas geragoes consecutivas, seus pais formam a pri-
meira geragao anterior a sua, os pais deles formam
a segunda geracao, os pais dos pais deles formam a
terceira geracao, e assim por diante.

Calculem:
a. 0 nimero de ascendentes seus que formaram a
a =~ 65.a.1.048.576
20* geragao. 65. b. 2.097.150

b. o nimero de ascendentes seus até a 20° geracao.

66.(UFCG-PB) Um estudante prepara-se parauma competi-

83 caode natagao e corrida na sua escola. No primeiro diade
suapreparacao, ele nada 25 me corre 1.500 m. Sabendo-
-se que ele nada sempre o dobro do que nadou no dia
anterior, corre 300 m a mais do que correu no dia anterior
e que nos primeiros ndias, somando-se as distancias que
ele nadou encontramos 3.175 m, podemos afirmar que o
estudante correu durante estes ndias a quantidade de:

a. 17.500 m c. 15.400 m e. 16.800 m
b. 19.500 m d. 13.200 m 66. alternativa e

67.Elabore um problema sobre a soma dos n primeiros
ggtermos de uma P.G. envolvendo uma situagao con-
textualizada. Depois, junte-se a um colega a fim de

resolver o problema elaborado por ele.

Para retomar os conteddos estudados, resolva o exercicio complementar 13.

TRABALHO E JUVENTUDES

pessoas programadoras.

fazer em cada situacao.

NANOSTOCKK/ISTOCK/GETTY IMAGES

Programadores

Quando usamos um computador, um celular ou um fablet, estamos interagindo
com softwares. Eles sdo programas que executam funcoes especificas, como acessar
a internet, editar um texto ou jogar um game. Mas quem cria esses softwares? Sao as

Elas usam linguagens especiais para escrever os cédigos que fazem os softwares fun-
cionarem. Esses c6digos sdo como receitas que dizem ao computador o que ele deve

Quer saber mais sobre a profissao de programador? Faca uma pesquisa na internet
sobre essa profissao e compartilhe com os colegas um resumo de sua pesquisa.

As pessoas programadoras po-
dem trabalhar com diferentes tipos
de software, como os que rodam na
web, nos computadores ou nos dis-
positivos moveis. Elas também po-
dem atender a diferentes objetivos,
como resolver problemas internos
de uma empresa ou desenvolver
solugdes para clientes externos.

O QUE faz e quanto ganha um
programador? Terra, Sdo Paulo,

20 jun. 2023. Disponivel em: https://
www.terra.com.br/noticias/educacao/
carreira/o-que-faz-e-quanto-ganha-
um-programador,cf006d4dd4a650
aa6036dcf0b392e114he8su4fu.html.
Acesso em: 31 ago. 2024.
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Trabalho e juventudes: Resposta pessoal.

67. Resposta pessoal.
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Soma dos infinitos termos de uma progressao
geomeétrica

Suponha que uma amostra de substancia radioativa perca metade de sua massa a
cada ano. Assim, se, nesse momento, essa amostra tem 1 kg de massa, daqui a 1 ano ela

terd % kg; daqui a 2 anos ela tera 12 kg; e assim por diante. Desse modo, cada termo a,

da progressdao geométrica a seguir representa a massa dessa amostra, em quilograma,
ao final de n anos, a partir de agora.
(1_ 111 1 )
2°4"8716"32" "7
Admitindo que essa P.G. seja infinita, qual é a soma de seus infinitos termos?

Ora, se esses infinitos termos representam a massa perdida da amostra, ano a ano,
é razoavel concluir que a soma deles é 1 kg, que é a massa original da amostra. Porém,
é importante observar que:

1,1 _3_ 1,1, 1.1 _15_
2t3=3=075 2Tt ti6= 160937

1. 1. 1_7_ 1.1, 1.1 1 _31_
§+Z+§ 8 0,875 2+4+8+16+32_32_0'96875

Isto é, por mais que adicionemos termos dessa P.G., jamais chegaremos a soma 1.
Entretanto, adicionando mais e mais parcelas, vamos nos aproximar de 1 tanto quanto
quisermos. Por isso, dizemos que 1 é o limite dessa soma.

O limite (indicado por S_) da soma dos infinitos termos de uma P.G. (a,, a,,
a, ...), de razdo q, com -1 < g < 1, € dado por:

Vamos justificar essa férmula a partir da soma S dos n primeiros termos da P.G., isto é:

S=a1(1—q")=>s=a1—a1q"
n 'I_q n 'I_q
e 9 _a1qn

S = TaT T

Quando o ndmero n de termos aumenta indefinidamente (tende ao infinito), a po-
téncia g" se aproxima indefinidamente de zero (tende a zero), pois 0 nimero q esta en-
tre-Tel.

a
Assim, a expressdo S se aproxima indefinidamente de ] —1q' Indicando esse limite
por S_, temos:
a
_ 1
S, = T-g

Notas:

1. Existe o limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. de razdo g se, e somente se,
-T<g<T.

2. O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. é chamado, simplesmente,
de soma dos infinitos termos da P.G.

Simbolo utilizado para
identificar substancias
radioativas.

A situagédo inicial

associa uma substancia
radioativa a sequéncias
matematicas e aplicagbes
cientificas, destacando o
conceito de meia-vida,
fundamental para

a compreensao de
elementos radioativos.
Esse conhecimento é
amplamente utilizado
em diversas areas, como
a datagéo de amostras
geoldgicas e bioldgicas,
abrangendo desde
fosseis até icebergs,

o que ilustra o uso
pratico da progressao
geométrica. Ao abordar o
decaimento exponencial
de elementos radioativos,
como o carbono-14,

os estudantes podem
verificar como a
Matematica é aplicada
em campos como

a Paleontologia, a
Arqueologia e os
estudos paleoclimaticos,
auxiliando na
reconstrucao de
ambientes e eventos
histéricos. Ao explorar
esse tema, contribuimos
para o desenvolvimento
do TCT Ciéncia e
tecnologia.
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EXERCICIO RESOLVIDO A

21.Calcule a soma dos infinitos termos da P.G. <5, % % )

Resolucao

1
2
a,

1-g

Pela formula S_=

Calculando a razao da P.G., obtemos: g= % 5=3¢q=

Como -1 <5 < 1, entdo existeasoma S_.

, concluimos que:

S =—2.55 =

1
2

=10

2

2
17 7=~ 1
2
J

N\
EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

68.Calcule a soma dos infinitos termos de cada uma das
seguintes progressoes geométricas:
11 125
a. (25, 51,2, 5%, ) 68.a.12
1_11_1 1
b' <2l 4!8! 16["')68-b-§
c. (6;0,6;0,06;0,006; ... 68. c. %
d. (K>, K" K k?, ..), sendo k uma constante real maior
k
que 1.68. d. —
- | |
69.Resolva, em R, a equagao log x + £2X + &L‘X

log x .
t—g t = 4, em que as parcelas do primeiro mem-
bro daigualdade se sucedem infinitamente obedecen-
do ao padrao observado. 69. S = {100}

70.Na sequéncia de figuras a seguir, todos os quadrila-
teros sao quadrados. O lado do primeiro quadrado
sombreado mede 4 cm, e cada quadrado sombreado,
a partir da segunda figura, foi obtido unindo-se os
pontos médios dos lados opostos de cada quadrado
sombreado da figura anterior.

Qual é a soma das medidas das areas dos quadrados
sombreados nas infinitas figuras? 70.32 cm®

71.Considere a sequéncia (4,B,C, A,
AB,C, A,B,C, ..), de infinitos
triangulos, em que os vértices
de cada triangulo, a partir
do segundo, sdo os pon- A,
tos médios dos lados do
triangulo precedente
(conforme a figura).

B
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Sendo 20 cm o perimetro do triangulo A B,C, calcule
a soma dos perimetros desses infinitos triangulos.

(Sugestdo: O segmento A,C mede metade do segmento
B,C, pois, pelo caso L.A.L. de semelhanca de tridngulos,

temos A AA,C,~ A\ A B,C,earazdo de semelhanca

177171

é % Repita esse raciocinio para os demais lados dos

triangulos, a partir de A,B,C,.) 71. 40 cm

72.Determine a fragdo geratriz da dizima periddica
D=1,8888... 72.%

(Sugestdo: D=4+ 0,8 + 0,08 + 0,008 + 0,0008 + ... )

P.G. infinita
de razao 0,1

73. a. empréstimo A: (1, 2, 3, 4); empréstimo B: (1, 2, 4, 8)

73.Dois empréstimos, A e B, de 1 milhdo de reais cada
um foram tomados ao mesmo tempo e pagos 3 anos
depois. O montante da divida do empréstimo A cresceu
em regime de juros simples a taxa de 100% ao ano e
o de B cresceu em regime de juro composto a taxa de
100% ao ano.

a. Forme as sequéncias (1, a,, a, a,) e (1, b, b,, b)), re-
lativas aos empréstimos A e B, respectivamente, em
que o primeiro termo representa o valor do
empréstimo tomado, em milhdo de reais, e os de-
mais termos representam o montante da divida, em

milhdo de reais, ao final de cada ano do empréstimo.

b. Represente no mesmo plano cartesiano os pontos
(n a)e(n, b), referentes as sequéncias obtidas no
item a. 73. b. Resposta no final do livro.

¢. Emrelacao aos pontos citados no item b, obtenha a
lei de associacao da fungao afim fe da funcao ex-
ponencial g de dominio R, tal que f(n) = a e
g(n) = b Construa, no mesmo plano cartesiano, o

grafico de fe g destacando os pontos (n, @) e (n, b).
73. c. Resposta no final do livro.
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74.De acordo com o Marine Stewardship 0DS 14
83Council, algumas das praticas de pesca ——
mais destrutivas incluem a pesca com )
cianeto e praticas que recorremao uso de
explosivos. Essas praticas visam anestesiar ou matar
o0s peixes para facilitar sua captura. No entanto, sao
vistas como predatérias e insustentaveis.
Suponha que um barco da guarda costeira persegue

um barco de pescailegal que estaa 10 km de distancia.

a. Que distancia o barco da guarda costeira devera
percorrer para alcangar os pescadores se sua velo-
cidade é o dobro da velocidade do barco de pesca e
os dois barcos navegam com velocidade constante
em uma mesma linha reta e no mesmo sentido?
Justifiqguem suas respostas de dois modos diferen-
tes, sendo um deles pela formula da soma dos ter-
mos de uma P.G. infinita. 74. a. 20 km; resposta pessoal.

b. Fagam uma pesquisa a respeito da sobrepesca e da
pesca ilegal e listem informacoes que destaquem a
importancia de legislacoes que protejam o meio
ambiente e a vida marinha. Barco de pesca ilegal apreendido. Foto de 2022.

74. b. Resposta pessoal. Converse com os Para retomar os conteldos estudados, resolva o exercicio complementar 14.
estudantes sobre os impactos ao meio ambiente e a economia. Para saber mais, sugerimos o texto Pesca predatoria, o que é, historia,
tipos, impactos e consequéncias, disponivel em: https://123ecos.com.br/docs/pesca-predatoria/ (acesso em: 7 out. 2024).

A progressao geomeétrica e a funcao exponencial

n-1

A representacdo grafica da P.G. (2, 4, 8, 16, ...), cujo termo geral éa =2-2"" ', ou
seja, a_ = 2", é formada pelos pontos (n, a ) do plano cartesiano.

Observando que o termo geral a_= 2" é identificado com a fun¢do exponencial y = 2,
quando x assume apenas valores naturais ndo nulos, concluimos que a representacdo
gréfica da P.G. (2, 4, 8, 16, ...) é formada por pontos do gréfico da funcdo exponencial
y=2"

a, y

16+---- -

gl -y — .

o Observacao
4.»743 i ® Paran=1, temos (1, 2).
olg i1 ® Para n = 2, temos (2, 4).
Caa e Para n = 3, temos (3, 8).

] 1234 n L4 Paran=4, tem05(4,16).

Generalizando, consideremos a P.G. ndo constante (a,, a,, a,, ..., a, ...) de razao po-

" -1 2 .
sitiva g. Seu termo geral, a, = a, - q"" ', é equivalente a a = ?1 - q" e, portanto, a repre-
1, 4%

a
sentacdo grafica dessa P.G. é formada por pontos da funcdo y = g q

Dessa maneira, algumas importantes propriedades da funcdo exponencial podem ser
aplicadas na resolucédo de problemas que envolvam progressdes geométricas.
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75. d. Sim, pois podemos observar que a constante de variagéo é a
razéo da P.G. e o valor inicial € o primeiro termo.

EXERCICIO PROPOSTO

Faca os exercicios no caderno.

75.Benedito fezum empréstimo de R$ 1.500,00 em uma
instituicao financeira, a juro composto, e resolveu
montar um quadro para verificar, nos primeiros 4 anos,
o montante correspondente ao empréstimo caso ele
esquecesse de pagar.

Montante da divida

t (ano) 1 2 3 4

Montante

1.590,00 | 1.685,40 | 1.786,52|1.893,71
(R$)

a. Qual é ataxa de juro anual que esta sendo cobrada?
75.a.6% .
b. Esses montantes formam uma sequéncia em P.G.?

Qual é arazao? 75. b. Sim, a razdo da P.G. é 1,06.

c. Escreva a expressao do montante M em funcao do
tempo tem anos.75. c¢. M(t) = 1.500 - (1,08)'

d. Analisando a expressao definida no item anterior, &
possivel afirmar que existe relagcao entre a P.G. e a
funcao exponencial? Justifique.

e. Construa o grafico definido no item c.
75. e. Resposta no final do livro.

ANALISE DA RESOLUCAO

83 Um estudante resolveu o exercicio conforme a
reproducdo a seguir. Um erro foi cometido. Apon-
tem o erro e refacam a resolucdo no caderno, corri-
gindo-a.

Exercicio

Resolva, em R, a equacdo

X = —
+§+ .=6 4X,

INLH

X
+5+

em que o primeiro membro é a soma das infinitas

n
parcelas da forma 2X comneN".

Resolucao
x 2’/3 x
7/+I+¢+?+,_ —6—47/

h, =x

mzdm% s - r_ __x _ 20
o T2 2-x"2-%

5 ~ I 2 2

oo I—%

Substitwinde S _na eqpagdis inicial:

2

2z - Analise da Resolugio:

2
x — 4+ 3 =

Lsge, S={1, 3}

O estudante esqueceu de

= _ _ considerar a condigéo de
2% = (2' 90) (6 490) existéncia da soma dos

. infinitos termos de uma
2% =12 — 8xv — 6+ 4% PG

0<q<1:>0<%<1
SL0<x<2
Logo, x = 1.

4% — Jex+ |2 =0

A=(—4)1—4-/-3=/6—/z=4

() =VF 422 /%=

&

2

2] ".:L\ 2
2 ==

2

' EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Faca os exercicios no caderno.

1. Com azulejos quadrados brancos e cinza, todos do
mesmo tamanho, construimos os seguintes mosaicos:

A regra para construir esses mosaicos € a seguinte:
inicialmente, formamos um quadrado com 1 azulejo
branco cercado por azulejos cinza; em seguida, ou-
tro quadrado, este com 4 azulejos brancos, também
cercado por azulejos cinza; e assim sucessivamente.

44

Considerando a sequéncia de mosaicos com ndmero
crescente de azulejos, responda as questoes.

a. Quantos azulejos brancos tera o 15° mosaico dessa
sequéncia? 1. a. 225 azulejos brancos

b. Quantos azulejos brancos tera o n-ésimo mosaico
dessa sequéncia? 1. b. n” azulejos

c. Quantos azulejos cinza tera o 20° mosaico dessa
sequéncia? 1. c. 84 azulejos cinza

d. Quantos azulejos cinza tera o n-ésimo mosaico
dessa sequéncia? 1. d. (4n + 4) azulejos cinza

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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2. Quando é necessario repetir um trecho de um algo-

ritmo, gera-se um Joop, uma estrutura de repeticao
de comandos que refaz um processamento, tantas
vezes quantas forem estabelecidas. Em um /oop,
utilizamos um contador que enumera os valores
obtidos, na ordem em que sao exibidos. Observe o
fluxograma a seguir.

| Loop: palavra em inglés que significa “ciclo” ou “laco”.

Inicio

Exiba um nuimero
positivo X,

v

FacaC=i=1

v

Calcule o inverso do
numero exibido x,

v

Adicione 1 ao inverso
do numero exibido
obtendo o nimero x,

v

FacaC=i+1e,
depois, fagai=C

'

Exiba:
(C, nimero x,)

A

1

loop

Determine asequéncia (x,, x,, x,, .., X,) gerada por esse
fluxograma, tal que:

a x,=2 2.a.<2§§§E 21)

b. x =22 2.b. (12,13,25,38 63 101)

3713 ~ 12’ 13’ 25° 38’ 63
_ 1 358 13
C. X3—X1+2 2.c. (1,2,5,@5,@)

3. Um algoritmo é uma sequéncia finita de etapas

preestabelecidas que permite solucionar deter-
minado tipo de problema. Por exemplo, o algorit-
mo de um software tem os seguintes comandos:

(1) Digite um ndmero positivo x, que sera exibido na
tela do monitor;

(2) Digite a tecla R, com o que o nimero exibido ante-
riormente no monitor sera substituido por sua raiz
quadrada;

(3) Digite a tecla M, com o que o ndmero exibido
anteriormente no monitor sera substituido pela
sua metade;

(4) Digite a tecla Q, com o que o nimero exibido an-
teriormente no monitor sera substituido pela sua
quarta poténcia;

(5) Repita o processo a partir do passo (2), conside-
rando o nimero exibido no monitor no passo (&4);

(6) Interrompa o processo quando o monitor exibir o
395° nlmero, na ordem de aparicao no monitor,
considerando como primeiro nimero aquele digi-
tado no passo (1).

De acordo com esse algoritmo, faga o que se pede nos

itens seguintes. 3.a.(16,4,2, 16,4, 2, 16, 4, 2, 16)

a. Construa os 10 primeiros termos da sequéncia, na
ordem de apari¢des no monitor, considerando que
no passo (1) seja digitado o nimero 16.

b. Qual sera o dltimo nimero exibido no monitor, ao
final da execucao desse algoritmo, considerando
gue no passo (1) seja digitado o nimero 16? 3. b. 4

4. Um show de rock foi realizado em um estadio de
futebol. No momento em que havia 3.204 espec-
tadores no estadio, a contagem dos espectadores que
entravam passou a ser feita por catracas que registra-
ram o ingresso de 2.900 pessoas a cada 15 minutos,
até completar a capacidade maxima do estadio, que é
de 38.004 espectadores. Ninguém saiu antes do show,
que comecou quando a capacidade maxima do ginasio
ja tinha sido atingida.

Show em um festival de musica em Sao Paulo (SP). Foto
de 2023.

a. Construa a sequéncia crescente em que o0s termos
representam o niimero de espectadores no interior
do estadio a cada 15 minutos, a partir do instante
em que a contagem das pessoas passou a ser feita
por catracas. 4. a. (3.204, 6.104, 9.004 ..., 38.004)

b. Durante quantos minutos as catracas estiveram
em funcionamento? 4. b. 195 minutos

5. Em todo dia (til, uma companhia aérea realiza 25 voos
ggdo aeroporto Santos Dumont, no Rio de Janeiro, ao
aeroporto de Congonhas, em Sao Paulo.
O primeiro voo parte as 6 h 15 min, e o Gltimo, as 20 h
39 min. Sabendo que o intervalo entre dois voos con-
secutivos é sempre o mesmo, respondam aos itens a
seguir.
a. Calculem o intervalo, em minuto, entre dois voos
consecutivos. 5. a. 36 minutos

b. Em que horario decola 0 23°v00? 5.b. 19 h 27 min

¢. Qual é o horario do primeiro voo, apds as 16h?
5.¢.16 h 27 min
45
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6. Resolva os itens a seguir, em que x, ye zsao nimeros
reais. 6- b- Resp,osta nas Orientacoes Especificas
deste capitulo. o
a. Determine xde modo que asequéncia 4 .,  _ 4

(x—1,2x —1,1— 3x) sejauma PA. crescente.

b. Mostre que a sequéncia(4y+ 7, y+8,9 —2y) é PA.
para qualquer valor real de y.

c. Mostre que nao existe valor real de zde modo que

asequéncia(5z—1,3z+6, z+ 9) seja PA.
6. c. Resposta nas Orientacdes Especificas deste capitulo.
7. O perimetro de um triangulo retangulo € 18 dm, e as

medidas dos lados, em decimetro, estao em P.A., em
determinada ordem. Calcule a area desse triangulo.
7.13,5dm’

8. No Brasil, as Unidades Basicas de Satde (UBS) sao a
porta de entrada para o Sistema Unico de Sadde (SUS) e
tém como principal objetivo oferecer um atendimento
gratuito primario aos pacientes. Os casos mais graves
e/ou urgentes devem ser encaminhados diretamente
a um pronto atendimento ou a um hospital, onde ha
recursos adequados para tais atendimentos.

CADU DE CASTRO/PULSAR IMAGENS

Unidade Basica de Satde do SUS em Amajari (RR).
Foto de 2021.

Desde ainauguracao de um posto de salde, o nimero de
atendimentos mensais a pacientes aumentou em pro-
gressao aritmética. No primeiro més de funcionamento,
foram 430 atendimentos, no segundo, 450 atendimentos,
e assim por diante.

a. Calcule o nimero de atendimentos realizados nes-

se posto durante o 162 més de funcionamento.
8. a. 730 atendimentos

b. Calcule o nidmero total de atendimentos desde a
inauguracao do posto até o final do 162 més de
funcionamento. 8. b. 9.280 atendimentos

c. Calcule o nimero total de atendimentos, desde a
inauguracao do posto até o final do més n de fun-

cionamento. Dé a resposta em funcao de n.
8. c. 10n® + 420n atendimentos

. Forma-se uma pilha de folhas de papel, em que cada
folha tem 0,1 mm de espessura. A pilha é formada da
seguinte maneira: coloca-se umafolha na primeira vez
e, em cada uma das vezes seguintes, tantas quantas
jahouverem sido colocadas anteriormente. Depois de
33 dessas operacoes, qual das medidas a seguir é a
mais proxima da altura final da pilha? 9. alternativa d

a. 30m c. 5km e. 12.700 km
b. 280 m d. 400 km

46

10.Durante o ano de 2024, o montante acumulado més

11.

12.

13.

a més em uma aplicacao financeira cresceu em pro-
gressao geométrica. Ao final de janeiro daquele ano, o
montante erade R$ 100.000,00 e, ao final de dezem-
bro do mesmo ano, era de R$ 110.000,00. Qual das
alternativas apresenta uma expressao cujo resultado
€ o montante acumulado, em real, ao final do més de
julho de 20247 10. alternativa d

a. 100.000- 'V1,2
b. 100.000« \(1,2)°

100.000- (1,1)’
d. 100.000- v(1,1)°
e. 100.000 -

[

Mostre que a sequéncia (x— 2,5, %) é P.G. para

qualquer valor real de x, com x # 2.

11. Resposta nas Orientacoes Especificas deste capitulo.
(UFC) Sejam xe ynGmeros positivos. Se os ndmeros 3,
xe yformam, nessa ordem, uma progressao geome-
trica; e se os nimeros x, ye 9 formam, nessa ordem,
uma progressao aritmética, entao x + y éigual a:

a. % 12. alternativa b
45 Aproveite o contexto do exercicio complementar
b. I 8 para comentar com os estudantes que a

47 Constituicao Federal de 1988 definiu que a saude

C. A ¢ direito de todos e dever do Estado. Por esse
motivo, o Sistema Unico de Saude (SUS) deve
d. 49 garantir o acesso universal e gratuito a saide para
4 todos os brasileiros, desde a gestacao até o fim
e 35 da vida.
4
Em 16/03/2021, dados do Imperial College London

mostravam que a taxa de transmissao do virus da

14.

covid-19 noBrasilera 1,23, ouseja, cada 100 infectados
transmitiam o virus para outras 123 pessoas sauda-
veis. Considere que a taxa de transmissao tenha se
mantido em 1,23 por 16 semanas consecutivas e que,
a partir do momento que uma pessoa era infectada,
ela transmitia o virus durante duas semanas apenas.
Se Joao foi infectado no inicio dessas 16 semanas,
quantas pessoas seriam infectadas a partir dele, ao
final das 16 semanas, supondo que para cada infectado
sejavalidaataxade transmissdo apresentada? (Conte

inclusive Joao.) 13. aproximadamente 24 pessoas

(UFF-RJ) Uma forte chuva comeca a cair na UFFRJ
formando uma goteira no teto de uma das salas de
aula. Uma primeira gota cai e 30 segundos depois
cai uma segunda gota. A chuva se intensifica de tal
forma que uma terceira gota cai 15 segundos apos a
queda da segunda gota. Assim por diante, o intervalo
de tempo entre as quedas de duas gotas consecutivas
reduz-se a metade na medida em que a chuva piora.
Se a situagao assim se mantiver, em quanto tempo,
aproximadamente, desde a queda da primeira gota, a
goteira se transformara em um fio continuo de agua?

14. aproximadamente 60 s
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@ MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Plano de cargos e salarios

Uma das responsabilidades do departamento de Recursos Humanos de uma em-
presa é estabelecer um plano de cargos e salarios. Para isso, um comité formado pelos
departamentos Administrativo e de Recursos Humanos analisa os cargos consideran-
do alguns atributos de cada funcdo, chamados de fatores de avaliacdo, aos quais s@o
atribuidos pesos, de acordo com a importéncia de cada um.

Para cada fator de avaliacdo, correspondem graus: |, II, Il etc., em ordem crescente de
importancia. Por exemplo, os graus referentes ao fator de avaliacdo “escolaridade” sado:

Il. Ensino Médio completo

0DS 5

g

0DS 8
o

. O texto aborda a persistente desigualdade de género no mercado de trabalho,
l. Ensino Fundamental compIetO destacando a diferencga salarial entre homens e mulheres no Brasil. Isso
evidencia a necessidade de critérios mais justos e objetivos nos planos
de cargos e salarios e a importancia de politicas efetivas para reduzir a

I1l. Ensino Superior completo

IV. Mestrado

discriminag@o no ambiente de trabalho. Também aponta que, embora algumas

empresas adotem politicas de promocdo de mulheres e incentivo a contratacdo
de mulheres negras, LGBTQIAP+ e com deficiéncia, ainda ha uma baixa adesao
a iniciativas que promovam a igualdade de género de maneira mais abrangente.

V. Doutorado
VI.Pds-doutorado

Em seguida, sdo computados os totais de pontos, minimo e maximo, que devem
ser distribuidos aos graus. Esses valores sdo arbitrarios, mas € comum adotar-se como
minimo o valor 100 e como méaximo um nimero de 500 a 1.000. O total minimo
(100) é distribuido entre os fatores de avaliacdo, proporcionalmente aos pesos (os
valores assim obtidos preenchem a coluna correspondente ao grau | dos fatores de
avaliacdo); analogamente, o total maximo é distribuido entre os fatores de avaliacao,
proporcionalmente aos pesos (os valores obtidos preenchem as células do quadro
correspondentes ao Gltimo grau dos fatores).

O quadro a seguir apresenta os fatores de avaliacdo referentes ao cargo de ge-
réncia e seus respectivos pesos. Nela, adotou-se 100 como total minimo de pontos
e 500 como total maximo. Assim, obtivemos os valores 19, 13, 13, 18, 14, 11 e 12
na coluna | do quadro e os valores 95, 65, 65, 90, 70, 55 e 60 nas Ultimas células
das linhas, respectivamente.

Apenas uma pequena porcentagem das empresas tem politicas de apoio a
maternidade/paternidade estendida e auxilio-creche, essenciais para garantir
condi¢des mais equitativas para as mulheres no mercado de trabalho. Essas

lacunas indicam

a necessidade

de um maior
comprometimento
das organizacdes
com a criagdo de um
ambiente de trabalho
mais inclusivo e
justo. Ao explorar
essa tematica,
contribuimos para

o desenvolvimento
dos ODS 5e 8 e do
TCT Educacao em
direitos humanos.
Além disso, favorece
o desenvolvimento
das competéncias
gerais 1,6,7 e 9.

Cargo: Geréncia

Matriz para a conversao de graus em pontos
Total minimo de pontos = 100 Total maximo de pontos = 500

Fatores de avaliacdo | Ponderacdo (pesos) | 11 \%

v Vi

1l
Escolaridade 19 19 - —_
Conhecimento especifico 13 13 - —_—
Responsabilidade 13 . - 65
pelo patriménio
Experiéncia 18 15 | —
Responsabilidade 14 14 -
por contatos
Responsabilidade 1 1
por supervisao o
Complexidade 12 12 —_
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Para complementar
o trabalho com

essa tematica,
sugerimos o
Infografico clicavel:
Desigualdade de
género no mercado
de trabalho. Esse
recurso aborda
dados sobre a
desigualdade de
género e raga no
mercado de trabalho.

Os ndmeros de pontos atribuidos aos graus intermedidrios, entre o primeiro e o Ulti-
mo grau considerados para cada fator, sdo obtidos por uma interpolacéo aritmética ou
por uma interpolacdo geométrica entre o valor minimo e o valor maximo de cada fator.

Por meio de um quadro como esse todos os funciondrios da empresa séo avaliados
pelo mesmo critério, tornando a avaliacdo mais justa, com o minimo de subjetividade.

Apesar de ser possivel criar critérios menos subjetivos para o plano de cargos e de
salarios, ha fatores que determinam desigualdades salariais. Segundo o 12 Relatério
de Transparéncia Salarial, publicado em marco de 2024 pelos ministérios da Mulher e do
Trabalho e Emprego, as mulheres ganham 19,4% a menos que os homens no Brasil.
A diferenca de remuneracao entre homens e mulheres também varia de acordo com o
tipo de ocupacdo; em cargos de dirigentes e gerentes, chega a 25,2%.

No recorte por raca, as mulheres negras estdo em menor nlimero no mercado de
trabalho e ganham, em média, 49,7% a menos que as demais mulheres.

O relatério registrou que 51,6%
das empresas possuem planos de
cargos e saldrios; 38,3% adotam po-
liticas para promoc¢ao de mulheres a
cargos de diregdo e geréncia; 32,6%
tém politicas de apoio a contratagao
de mulheres; e 26,4% adotam incen-
tivos para contratacdo de mulheres
negras.

Apenas 20,6% possuem poli-
ticas de incentivo a contratacao
de mulheres LGBTQIAP+, 23,3%
incentivam o ingresso de mulheres
com deficiéncia, e apenas 5,4% tém
programas especificos de incentivo

a contratacdo de mulheres vitimas de violéncia. Poucas empresas ainda adotam politicas
como licenca-maternidade/paternidade estendida (17,7%) e auxilio-creche (21,4%).

BRASIL. Secretaria de Comunicacdo Social. Mulheres recebem 19,4% a menos que os homens,

aponta 1° Relatério de Transparéncia Salarial. Secom, Brasilia, DF, 25 mar. 2024. Disponivel

em: https://www.gov.br/secom/pt-br/assuntos/noticias/2024/03/mulheres-ganham-19-4-a-
menos-que-os-homens-revela-1o-relatorio-de-transparencia-salarial. Acesso em: 31 ago. 2024.

(o]:3]3 (0 )D][)/:\} Infografico clicavel: Desigualdade de género no mercado de trabalho

Atividades ’ Faca as atividades no caderno. l

1. Copiem o quadro apresentado e preencham os espagos vazios de cada linha, empre-
gando interpolacoes aritméticas entre o valor minimo e o maximo dos graus.
Matematica sem fronteiras: 1. Resposta no final do livro.

2. Copiem esse quadro e preencham os espacos vazios de cada linha, empregando
interpolagoes geométricas entre o valor minimo e o maximo dos graus.

2. Resposta no final do livro.

3. Facam uma pesquisa acerca da desigualdade salarial por género no Brasil. Depois,
conversem a respeito desse fato e da necessidade de politicas de incentivo que vi-
sem ampliar a participacao de mulheres em diferentes cargos e trabalhos, inclusive
na politica. 3. Resposta pessoal.
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4. a. aproximadamente 10.222 t de lixo

4. b. aproximadamente 121.329 t de lixo

VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 1

Além do processo de avaliagdo promovido pelo
professor, é importante que vocé, estudante, realize
uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é
mensurar seu nivel de aprendizagem em relagcdo ao
assunto desenvolvido no capitulo. Para ajuda-lo nes-
sa tarefa, apresentamos as seguintes questoes.

1. Uma escadaria de 280 degraus une o piso térreo ao
Gltimo piso de um prédio de apartamentos. Cada
degrau tem 10 cm de altura, e o piso térreo esta a
48 cm de altura em relacao ao nivel da rua.

a. Escreva a sequéncia crescente formada pelas al-
turas, em relagao ao nivel da rua, do piso térreo
e dos patamares dos degraus. ;-834-8()48: 58, 68, ...,

b. Dé a lei de formagao dessa sequéncia.

2. Existem infinitos nimeros inteiros que resultam da
adicao de trés nimeros inteiros consecutivos; por
exemplo, o namero 99 é resultado da expressao
32+ 33+ 34. Considere todos os nimeros inteiros k,
com 3 < k< 1.000, que resultam da adicao de trés
ndmeros inteiros consecutivos. Quantos sao esses
ndmeros? 2. alternativa a

a. 333 b.334 €. 335 d. 336 e. 337

n+1

Ferramenta de estudo

3. Com o objetivo de clarear um ambiente, um arqui-
teto projetou parte de uma parede com 820 tijolos
de vidro. Esses tijolos devem ser dispostos tal
que, a partir da segunda fileira, cada tijolo se apoie
sobre dois tijolos da fileira
inferior até a Gltima, que tera
apenas um tijolo, conforme
figura que apresenta as trés
Gltimas fileiras. O nimero de
tijolos da primeira fileira deve
ser: 3. alternativac

a. 35 b. 38 c. 40 d. 45 e.50
4. Emjaneiro de determinado ano, uma pequena cidade

produziu 10.000 toneladas de lixo. Devido ao cresci-

mento constante da populacao, houve um aumento
mensal de 0,2% na quantidade de lixo produzido
durante os meses restantes daquele ano. De acordo
com esses dados, responda aos itens seguintes.

a. Qual é a quantidade de lixo produzido no més de
dezembro do ano considerado?

b. Qual é a quantidade de lixo produzido durante
todo o ano considerado?

a, =48
"la,,,=a,+10,seneN"en <280

oua, =48+ (n—1)-10,comneN en < 281

Um resumo é uma ferramenta de estudo que auxilia retomar o que foi estudado,
podendo destacar contetidos nos quais ainda apresenta dificuldades ou que ndo com-

preendeu.

Para elaborar um resumo, vocé pode seguir algumas dicas, como as sugeridas a seguir.
1. A cada conteldo estudado, faca anotacGes detalhadas de tudo o que vocé

aprendeu.

2. Ao finalizar o estudo dos tépicos do capitulo, retome suas anotacées e elabore

um texto, resumindo-as.

3. Para fazer o resumo, vocé também pode retomar os topicos deste capitulo a fim
de verificar ou relembrar conceitos, palavras-chave, situa¢des-problema etc.

Nesta secao,
propomos uma
avaliagdo e a
elaboracao de

um resumo como
ferramenta de

estudo. Oriente os
estudantes a fazerem
essas atividades

com atengéo e,

caso encontrem
dificuldades, incentive-
-0s a revisitarem os
conteudos estudados,
para reforcar a
compreensao.

4. Organize em topicos a sequéncia das informacdes que vocé pretende apresen-

tar no resumo antes de escrevé-lo.

Agora, elabore um resumo utilizando o que vocé aprendeu neste capitulo. Com-
partilhe seu resumo com outros colegas e leia o resumo deles também, a fim de apri-

morar seu registro.

Se teve dificuldades ou ndo resolveu algum exercicio, retome os contetidos abor-
dados no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as dividas e converse com um
colega que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a dudvida persistir, pergunte ao professor

na aula seguinte.

Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas diérias alcancéveis,

planejando seus estudos, passo a passo.
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Tirolesa localizada no
Parque Unipraias, em
Balneario Camborit,
Santa Catarina.

Foto de 2021.

Trigonometria no
triangulo retangulo

Além da teoria

Afotografia é de uma mega tirolesa localizada em Balneario Camborit (SC),
na Estacdo Mata Atlantica, no topo do morro da Aguada. Essa tirolesa
sai da Estacdo Mata Atlantica (ponto A) e vai até a Estacdo Laranjeiras
(ponto B), localizada na praia de Laranjeiras. Sdo 240 m de altura e 750
m de distancia de uma estacdo a outra que sdao percorridos de 45 s
a 1 min, atingindo uma velocidade de até 60 km/h.

1. Em sua opiniao, conhecendo a medida do angulo formado entre a

<> 9 « A .
reta AB e o plano do terreno, como poderia ser calculada a distancia
entre os pontos A e B?

2. Além da tirolesa, quais outros esportes radicais que utilizam conceitos
de Trigonometria vocé conhece? Compartilhe com os colegas.

Além da teoria: 1. Resposta pessoal. Resposta possivel: Utilizando 2. Resposta pessoal.
conhecimentos relacionados a Trigonometria no tridngulo retangulo.

DIRCEU PORTUGAL/FOTOARENA
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Fragmento do papiro de Rhind.

Assim, a construcdo de cada patamar horizontal deveria obedecer a proporcao:
AM _ OM

Dessa maneira, todas as faces teriam a mesma inclinacdo e, portanto, todas elas ter-
minariam no vértice V.

AB

1. A origem da Trigonometria

O termo Trigonometria (do grego trigénon, “triangulo”, e métron,
“medida”) foi criado em 1595 pelo matematico Bartholomeus Pitiscus
para designar o ramo da Matemética que estuda as relacdes entre as
medidas dos lados e as medidas dos angulos de um triangulo. Entre-
tanto, a origem desse campo de estudo é muito mais antiga.

O papiro de Rhind, escrito no Egito por volta de 1650 a.C., apre-
senta um texto matematico com 85 problemas. O de nimero 56, um
dos mais antigos registros conhecidos sobre Trigonometria, trata da
construcdo de piramides, em que era essencial manter a mesma incli-
nacdo nas faces — requisito que levou os construtores a manter cons-
tantes as razdes entre as medidas dos lados dos triangulos retangulos
esquematizados na figura a seguir, em que O é o centro da base, M é
o ponto médio de um lado da base e V o vértice da piramide.

Peca aos estudantes que leiam o texto
introdutodrio. Apos a leitura, faga perguntas
do tipo:

e Suponha que a ilustracéo da piramide
egipcia apresentada nessa introducao
represente a constru¢do da piramide de

W Quéops, a maior do Egito. Originalmente,
essa piramide tinha como base um
quadrado com lados de 230 m. Se o
patamar horizontal concluido da piramide,
mostrado na ilustragéo, era um quadrado de
lados de 138 m e estava a 58,4 m de altura
em relagéo ao solo, qual era a altura original
dessa piramide? (146 m)

A construcao das piramides,
marco histérico na
humanidade, é explorada
em um dos problemas do
papiro de Rhind e favorece
o trabalho com a area de
Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas. Se possivel,
promova a participagéo do
professor da area para uma
conversa sobre 0s registros
oV histoéricos e a construgéo
das piramides.

(Modelo didatico sem escala
e com cores fantasia.)

Atualmente, as razoes entre as medidas dos lados de um triangulo retéangulo sdo cha-

madas de razdes trigonométricas.

2. Razodes trigonométricas no triangulo
retangulo

Todos os triangulos retangulos que tém um angulo agudo de medida a sdo seme-
Ihantes entre si.

Observe alguns desses triangulos na figura a seguir.

Da semelhanca entre os triangulos OAB, OCD e OEF, temos:

AB
OA
08B
OA
AB
OB

D _

0oC
oD
ocC

<D
oD

Uma das condic¢des
para que dois trian-
gulos sejam seme-
Ihantes é quando
os trés angulos in-
ternos de um deles
sdo, respectiva-
mente, congruen-
tes aos trés angulos
internos correspon-
dentes do outro.
Em consequéncia,

EF

- =
OEF 1 dos de um desses
OF _ , triéngulqs §éo pro-
OF = 2 porcionais as medi-
das dos lados cor-
% =, respondentes do
0 B D £ \outro. )

as medidas dos la-
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As constantes r,, r, e r, sdo razbes trigonométricas chamadas, respectivamente, de

seno de a (sen a), cosseno de a (cos a) e tangente de a (tg o).

Como essas razbes sao as mesmas para todos os triangulos retdngulos semelhantes

entre si, podemos defini-las com base em apenas um deles.
Considere o triangulo ABC a seguir. Nele, temos:

Quando dizemos Cc
“cateto opostoaa”,
estamos nos referin-
do ao “cateto opos- a
to ao angulo de
medida o”. O mes-
mo vale para o “ca- o -
\teto adjacenteaa”. ) B c A

medida do cateto opostoaa  p

sena = medida da hipotenusa @
cos o — medida do cateto adjacenteaa
*= medida da hipotenusa T a
medida do cateto oposto a
tga = P ¢ b

medida do cateto adjacente a a ¢

EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Com o auxilio de uma régua graduada e de um
transferidor, calcule o valor aproximado de sen 42°,
cos 42° etg42°.

Resolucao

Construimos um angulo de 42° e tracamos uma
perpendicular a um dos lados desse angulo, confor-
me mostram as figuras a seguir.

B
fw%/ 42°
A [-]
(0] (0] A

Medindo com auxilio da régua os lados do triangulo
ABO, obtemos aproximadamente as seguintes
medidas:

AB=1,5cm; AO=1,7cm; BO=2,2cm

Assim, calculamos:

o 15

" sen42 —2,2~0,7
o 1,7 _

= COS 42 —2’2~0,8
o_ 15 _

] tghz —1'7/\10,9

Nota:

Quando medimos um segmento de reta com uma ré-
gua graduada, cometemos, inevitavelmente, erros de
aproximacao. Portanto, os resultados obtidos para
sen 42°,cos 42° e tg 42° sao valores aproximados.
Existern métodos mais eficientes para calcular esses
valores, qualquer que seja a precisao desejada.

2. Alinclinacao de cada “agua” de um telhado é a me-
dida a do angulo agudo que o plano dessa "agua”
forma com um plano horizontal. Para facilitar a com-
preensao, vamos considerar a figura a seguir, que

representa a parte frontal de uma casa cuja planta
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Refaga na lousa e com a colaboragéo dos estudantes, os exercicios
resolvidos 1 a 4 explorando outras estratégias de resolugéo.

~

baixa seja retangular. A medida h é a altura maxima
do telhado em relacao a laje superior da casa, e b é
metade da medida dalargura da casa, estando he b
na mesma unidade de comprimento.

“Agua"

Altura em
relacao
a laje

A

e Cada um dos planos sobre os quais sdo distribuidas
as telhas de um telhado é chamado de “agua”.
A figura mostra um telhado com duas “aguas”.

Planta baixa é o desenho técnico esquematico que

se obtém de uma construcao imaginando-a corta-

da por um plano horizontal a 1,50 m do piso e

vista de cima.
\\§ J

Note que, conhecendo dois dos trés valores o, he b,
podemos obter o valor desconhecido aplicando a
h

relacao:tga = b

Porém, na pratica, os profissionais da construcao
civil costumam proceder de modo diferente no dia
a dia. Eles tém um conhecimento pratico adquirido
e passado dos mais experientes para os novatos.
Esses profissionais utilizam simplesmente o

h
b
que chamam de declive do telhado, dado suficiente

percentual obtido por - com o qual determinam o

para sua pratica. Por exemplo, se na construcao da

casa representada anteriormente sao conhecidos
h=2,28me b= 4,0m, esses profissionais
h 2,28

calculam D= 4.00

= 0,57 e com isso concluem

que o declive do telhado é de 57%.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA
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De acordo com essas informagdes, responda as
questdes a seguir.

a. Suponha que um arquiteto projetou um telhado
em que cada uma das “aguas” deve ter 20° de in-
clinacao; porém, ao se comunicar com o emprei-
teiro da obra, o arquiteto deve fornecer o declive
do telhado, que é a linguagem pratica adotada na
construcao civil. Qual é o declive desse telhado?

b. Na figura anterior, suponha que uma “agua” do
telhado tem declive de 26%. Qual é a inclinacdo o
dessa "agua"?

Resolucao

a. Para calcular o declive do telhado, precisamos
calcular a tangente da inclinagao 20°. Vamos ob-
ter esse valor usando uma calculadora cientifica.

Os procedimentos podem variar de uma calcula-
dora para outra, dependendo da marca e do mo-
delo usado. Vamos exemplificar um deles.

Inicialmente, configure a calculadora para o cal-
culo da medida de angulos em grau. Isso é feito
pressionando a tecla mode. No visor aparecerao
estas opcoes:

GRA

3

Pressione a tecla 1, correspondente a degree
(grau, em inglés). Assim, a calculadora estara
configurada conforme precisamos.

DEG  RAD
2

A seguir, pressione as teclas na seguinte ordem:

006

(Ha calculadoras em que se deve pressionar:

8006

Assim, aparecera no visor 0,363970234, que é
um valor aproximado da tg 20°.

Logo, o declive do telhado & aproximadamente 36%.

b. O declive da "agua” é a tangente da inclinagao a.

VVamos usar uma calculadora cientifica para cal-
cular a medida o do angulo agudo na equacgao
tg a=0,26.

Inicialmente, configuramos a calculadora para o
calculo da medida de angulos em grau, como foi
feito noitema.

A tecla shift (que, em inglés, significa troca, subs-
tituicdo, mudanca, alteracao) deve ser pressiona-
da para trocar a funcao de uma tecla. Por

exemplo, a funcao da tecla ﬂ € o calculo da

tangente de um angulo conhecido, a tecla shift

troca essa funcao para o calculo da medida do
angulo de uma tangente conhecida.

Quando o valor da tangente & um nimero posi-
tivo, como neste caso (tg a = 0,26), a medida
do angulo obtida na calculadora pela funcao
tan~' sera sempre a de um angulo agudo.

GHI'
As duas fungoes
a da tecla tan

Assim, para obter a medida a do angulo agudo,
tal que tg a = 0,26, pressionamos a seguinte
sequéncia de teclas:

000860606

Com isso, aparecera no visor 14,5742162, que
& um valor aproximado da medida o, em grau.

Portanto, a ~ 14,57°.

3. Sabendo que sen 36° = 0,59, cos 36° = 0,81 e

tg 36° = 0,73, calcule o valor de x em cada figura.
d. C. ‘
10cm
X
A2\ -l
b. [e] X [<]

X 5m
%

Nota:

Os valores das razoes trigonométricas apresenta-
dos neste exercicio sao aproximados. Para simpli-
ficar os enunciados e as resolucdes, em outros
exercicios também adotaremos valores aproxima-
dos como se fossem valores exatos das razoes tri-
gonomeétricas.

Resolucao

a. A razao trigonométrica aplicada deve ser a que
relaciona os elementos:

» angulo agudo (medida 36°)
» cateto oposto (medida x)
= hipotenusa (medida 10 cm)

Tal razao é o seno. Assim, temos:

o_i =i' =
sen 36 —10=>O,59 10..)( 59

Logo, xéiguala 5,9 cm.
b. As medidas relacionadas no triangulo retangulo
sao:
» angulo agudo (medida 36°)
= cateto adjacente (medida x)
= hipotenusa (medida 5 m)

&5
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Dessa maneira, a razao trigonométrica adequada
€ 0 cosseno. Assim, temos:

0—1 =£' =
cos 36 —5=>0,8‘I 5..x 4,05

Logo, xéigual a 4,05 m.

¢. A razao trigonométrica que relaciona o angulo
agudo (medida 36°), o cateto oposto (medida x) e
o0 cateto adjacente (medida 20 km) é a tangente.
Entao, calculamos:

o_ X X
tg 36 —20=>O,73— S x=14,6

Logo, o valor de xé 14,6 km.

4. Um ponto Pda superficie da Terra, ao norte da Linha
do Equador, tem latitude o, com sen a = % Supondo

que a Terra seja uma esfera perfeita com raio de me-
dida 6.370 km, calcule a medida do raio do paralelo
terrestre que passa por P.

Eixo de rotagao
da Terra

Paralelo
terrestre

Linha do
Equador

Resolucao

Indicando por O o centro da Terra e por O’ e Ro cen-
tro e o raio do paralelo que passa por P, res-
pectivamente, esquematizamos:

Eixo de rotagao
da Terra

/

Paralelo
terrestre

Linha do
Equador

Do triangulo OPO’, temos:

Cos o=

_R_
6.370

Comosena= % deduzimos que existe um triangulo

retangulo com um angulo agudo de medida o tal
que o cateto oposto a esse angulo mede 3 unidades
e a hipotenusa mede 5 unidades:

A []

Assim, a medida g do cateto adjacente a o pode ser
obtida pelo teorema de Pitagoras:

F+32=52=>qa=4

Com isso, deduzimos que cos o = %
Retornando ao triangulo OPO’, temos:
__R 4__R_
C0S*=8370 756370
.. R=5.096

Concluimos, entao, que a medida do raio do paralelo

que passa por Pé 5.096 km. )

que nao seja retangulo?

FEV Y ET P Reflexdo: Sim. Vocé encontrara informagdes nas Orientagées Especificas do capitulo.

E possivel relacionar as medidas dos angulos internos com as medidas dos lados de um triangulo

~N

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

1. Sabendo que sen 28° = 0,47, cos 28° = 0,88 e
tg 28° = 0,53, calcule o valor de xem cada figura.

d. C.
4cm V. 10 dm
1.a.3,52cm
)\ [] 0,
X
X

X

b. o 1.¢.53dm

1.b.2,35cm

)

54

2. Um barco atravessa um rio com 108 m de largura,
partindo de um ponto de uma das margens, paralelas
nesse trecho. A correnteza faz com que sua trajetoria,
em linhareta, forme um angulo de 116° comamargem
de partida. Calcule a distancia percorrida pelo barco
nessa travessia, da-
dos: sen 64° = 0,90,
cos 64° = 0,44 e
tg 64° = 2,05,

2.120 m o
(Modelo didatico
sem escala e com
cores fantasia.)
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Aproveite o contexto do exercicio 6 e do Video: Acessibilidade nas construcoes para indicar uma pesquisa e conversa acerca da

importancia de leis e normas que visem a acessibilidade e propiciar o desenvolvimento das competéncias gerais 9 e 10. Os espacos publicos

devem seguir normas especificas que garantam a inclusao das pessoas com deficiéncia e configuram um aspecto importante da incluséo.

3.

&

L4

Um teleférico deve unir os topos A e Bde dois morros.
Para calcular a quantidade de cabos de aco necessa-
ria, um engenheiro mediu as alturas dos morros em
relagdo aum mesmo plano horizontal, obten(d_o) 108 m
e 161 m. Depois, mediu o angulo que a reta AB forma
com a horizontal, obtendo 32°.

a. Faga um esquema da situacao proposta no texto.

b. Calcule a distancia entre os pontos 4 e B, sabendo
quesen 32°=0,53,c0s32°=085etg32° =0,62.
3.b. 100 m

Uma praga plana e horizontal tem o formato de um

pentagono regular com 200 m de perimetro. Em cada

vértice desse pentagono sera instalado um poste
vertical de iluminacao. Para a escolha das lampadas
adequadas, é necessario calcular a maior distancia
possivel entre dois desses postes. Calcule essa

distancia, dados sen 54° = 0,81, cos 54° = 0,59 e

tg 54° = 1,38. 4.64,8m

Um helicoptero suspenso no ar, parado em um ponto A4,
é visto de dois pontos, B e (, de um terreno plano e
horizontal sob angulos de medidas ae f com o terreno,
respectivamente.

Sabe-se que os pontos A4, Be Cpertencem a um mes-

mo plano vertical e que a distancia entre Be Cé 84 m.
Dado que sen a = % etgp= % calcule a altura h, em

metro, em que se encontra o helicoptero em relacao
ao terreno. 5.48 m

3.a.
{ 820 5
A C
(Modelo
didatico sem 108 m 161m
escala e com

cores fantasia.)

B
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D C
84 m 1
(USF) As rampas sao uma boa forma de assegurar

a acessibilidade para cadeirantes e individuos com
mobilidade reduzida. A acessibilidade a edificacoes,

mobiliario, espacos e equipamentos urbanos & asse-
gurada em lei.

A Associagao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT),
de acordo com a Lei Brasileira de Inclusao da Pessoa
com Deficiéncia (13.146/2015), regula a construcao e
define ainclinagao das rampas, bem como os calculos
paraasua construcao. As diretrizes de calculoda ABNT
indicam um limite maximo de inclinacao de 8,33%
(proporcao de 1:12). Isso significa que uma rampa,
para vencer um desnivel de 1 m, deve ter, no minimo,
12 m de comprimento e isso define que o angulo de
inclinacao da rampa, em relagao ao plano horizontal,
nao pode ser maior que 7°.

De acordo com as informacoes anteriores, para que
umarampa, com comprimentoiguala 14 m einclinagao
de 7° em relagao ao plano, esteja dentro das normas
da ABNT, ela deve servir para vencer um desnivel com
altura maxima de

Use:sen 7° =0,12;cos 7° =099 etg 7° = 0,12.

As rampas de acessibilidade promovem a inclusdo e
garantem a mobilidade com autonomia e seguranca.

a. 1,2m. Video: Acessibilidade

b. 1,32 m. nas construgdes
6. alternativa e
c. 1,4m. Oriente os estudantes a consultar
as paginas 6 e 7 para saber mais
d. 1,56 m. sobre este e os demais Objetivos
e. 1,68 m. de Desenvolvimento Sustentavel.

7. Com o auxilio de uma calculadora cientifica, elabore um
problema sobre a Trigonometria no triangulo retangulo
(utilize como modelo os exercicios 2 a 6). Em seguida,
B troque o problema elaborado com um colega para que
um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,

CAREL VAN HUYSSTEEN/SHUTTERSTOCK

analisem e discutam as resolugdes. 7. Resposta pessoal.

Relacao entre o seno, o cosseno e

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 3.

a tangente de um angulo agudo

Uma importante relacdo entre o seno, o cosseno e a tangente de um angulo agudo
é enunciada no teorema a seguir.

Dado um angulo agudo de medida «, tem-se: tg a =

sen o
COos o

Bb)



Considerando o
triangulo da
demonstracao,
para qual caso
temos tg o igual a
1?7 Como esse
triangulo retangulo
pode ser

Demonstracéao

Construimos um angulo agudo de medida o e tracamos uma perpendicular a um dos
lados do angulo, obtendo um triangulo retangulo com lados de medidas a, b e ¢,

classificado?
.

Parab =ctemostga=1,
neste caso o triangulo
retangulo é isdsceles.
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conforme a figura.

Calculando sen a e cos o e efetuando %, concluimos que:
s b
sena _ @ _ b _
Cosa — ¢ - ¢~ 9a
a

EXERCICIO RESOLVIDO

5. Dados sen 40° = 0,64 e cos 40° = 0,77, determine o valor de x na figura a seguir.

X 10m
Resolucao 40°
o X
tg 40° = 10

Como temos os valores sen 40° = 0,64 e cos 40° = 0,77, podemos determinar o valor
de tg 40°:

sen40° _ 0,64

tg40” = cos40° ~ 0,77 0,83
[, _ X —
Assim: 0,83 = 10 = x=28,3
L Logo, a medida x & aproximadamente de 8,3 m. )

Relacao entre o seno e o cosseno
de angulos complementares

Vamos lembrar o conceito de angulos complementares.

Dois angulos agudos de medidas a e f sdao complementares se, e somente se,

o+ p=90°.
Dizemos também que as medidas « e § séo complementares.

Aqui, vamos relacionar o seno e o cosseno de dois angulos complementares por meio

do seguinte teorema:

Se a é a medida, em grau, de um angulo agudo, entéo:
e sen o = cos (90° — a)
e cos o = sen (90° — a)

Observe que a e (90° — a) sdo medidas complementares.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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Demonstracéao

conforme a figura.

Observe que o dngulo C é o complementar do
angulo B, pois:

a+m(C) = 90°=> m(C) = 90° -«

Assim:
sen o = g
b = sena = cos (90° — )
cos (90°- o) =5
cos o = %

= cosa = sen (90° - )

sen (90° — a) = %

Desse modo, provamos que:

Construimos um angulo agudo de medida a e tracamos uma perpendicular a um dos
lados desse angulo, obtendo o triangulo retangulo com lados de medidas a, b e ¢,

Com a participagao dos
estudantes, demonstre
que: sen a = cos (90° - o)
e cos a = sen (90° - ar),
para qualquer angulo
agudo de medida o.
Resuma essas relagdes:
se dois angulos agudos
sdo complementares,
entdo o seno de um deles
€ igual ao cosseno do
outro.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

Se dois angulos agudos sdo complementares, entdo o seno de um deles é igual

ao cosseno do outro.

Exemplos

a. 30° é o complemento de 60°; logo: sen 30° = cos 60° e sen 60° = cos 30°

b. 12° é o complemento de 78°; logo: sen 12° = cos 78° e sen 78° = cos 12°

EXERCICIO RESOLVIDO

6. Sendo a a medida de um angulo agudo tal que
cos o= % calcule tg (90° — a).

Resolucao

_sen(90°-a) _ cosa

tg(90° —a)= cos (90°-a) = Sena

Como cos o = % deduzimos

que existe um triangulo retan-

gulo com um angulo agudo de 3
medida « tal que o cateto ad-

jacente a esse angulo mede

2 unidades e a hipotenusa a
mede 3 unidades. 2

Assim, a medida x do cateto oposto a a pode ser
obtida pelo teorema de Pitagoras:

x2+22=32= x=\5

Com isso, deduzimos que: sen a = g
Concluimos, entao, que:
2
tgls0° )= £8¢ = 3o
3
> tg (90° —oc)=% - %
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

8. Um engenheiro deve medir a largura de um rio em | 11.Dois edificios verticais, com bases sobre um terreno

um trecho de margens paralelas. Para isso, fixa plano e horizontal, estao localizados na mesma mar-

um ponto A na margem em que esta e um ponto B gem de uma rua. No terreno vazio que ha entre eles,
«—> . ipe e

na margem oposta, tal que a reta AB é perpendicular uma construtora planeja erguer um novo edificio. Para

is margens do rio. Em seguida, a partir de 4, ele se aproveitar ao maximo ailuminagao solar, os arquitetos

desloca 20 m perpendicularmente a 7B até um ponto
Ce mede o angulo ACB, obtendo 73°, conforme sugere
oesquema. Calculeamedidadaalarguradorio, dados:
sen73°=0,96ecos73°=0,30 8.64m

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

9. De acordo com o quadro, calcule o valor da da seguinte

expressao:

E=c0s69° +tg37° — 2sen53° + 3 sen 25°
9.E=0,77

Seno e cosseno de alguns dngulos

do projeto estabeleceram no terreno o pontoideal para
a construcao.

No esquema a seguir, AB e DE representam os edifi-
cios ja existentes e C representa o ponto ideal deter-
minado pelos arquitetos, que sera o centro da base do
futuro edificio.

(L

60 m

s o

D C A

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Observando que (B é perpendicular a CE, que o angulo
5

de visada DCE tem medida «, e dado que sen a = T3

calcule a distancia entre os pontos Ae € 11.25m

12.A partir de dois pontos, Ae B, da margem reta de um

Bcais, vé-se a proa Cde um navio ancorado tal que os
Medida Seno Cosseno angulos (ABe (BAmedem, respectivamente, 53° e
do angulo 37°, conforme mostra a figura.  12.96m
21° 0,36 0,93
37° 0,60 0,80
65° 0,91 0,42

10.Na figura a seguir, as retas r e s formam entre si
um angulo de 37°, e o segmento AB, contido em r,

mede 18 cm.

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Calcule a medida da projecao ortogonal do segmen-
to AB sobre a reta s. (Dado: sen 53° = 0,8)

Relna-se com um colega e calculem a distancia entre
0 navio e o cais.

(Dados: AB=200m, sen 53° =0,8 e cos 53° =0,6)

10. 14,4 cm
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Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 4.
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O boxe Mentes brilhantes explora o principio da fibra éptica e permite um trabalho com a area de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias ao apresentar suas aplicagdes em diversos contextos, que podem ser explorados com o professor dessa area.
Além disso, essa proposta explora o ODS 9.

Mentes brilhantes

—
Propagacdo de luz
em uma fibra 6ptica.

OBJETO DIGITAL

Mapa clicavel: Cabos
submarinos de
informatica

0Ds 9

o

Aplicacoes da Trigonometria

Para citar todos os campos do conhecimento nos
quais a Trigonometria é aplicada, certamente ocupa-
riamos mais de uma pagina deste livro. Em vez disso,
afirmamos que sua aplicagao se estende a todas as
areas técnico-cientificas que relacionam medidas
lineares e/ou angulares. Por exemplo, no estudo da
refracdo da luz, uma relagao trigonométrica, conhe-
cida como Lei de Snell-Descartes, descreve o desvio
angular na trajetéria de um raio de luz que passa por
dois meios com diferentes indices de refracao.

Um exemplo de aplicagdo muito utilizada no dia Ao passar da 4gua para o

a dia é a fibra dptica. Olhando para um objeto através de  ar, a luz sofre um desvio

de direcdo, causando a
impressao de que o lapis
estiver com o formato reto e suas extremidades estiverem parcialmente imerso

alinhadas com o objeto. Se o tubo estiver curvado, o objeto esta quebrado.

um tubo flexivel e opaco, s6 serd possivel vé-lo se o tubo

nao sera visto, pois em meios transparentes e homogéneos

a luz se propaga em linha reta. Porém, é possivel desviar a trajetdria da luz, colocando
um espelho na curva interna do tubo de modo que a luz seja refletida para o olho do
observador.

Raciocinando desse modo, podemos fazer varias curvas no tubo e, por meio de uma
composicao de espelhos, tornar possivel a visualizacdo do objeto. Esse é o principio da
fibra éptica, percorrida pela luz através de reflexdes sucessivas nas paredes da fibra,
mesmo que ela apresente intimeras curvas.

A transmissao da luz dentro da fibra é possivel gracas a uma diferenca entre os in-
dices de refracao do revestimento e do nucleo: o nicleo apresenta sempre um indice
de refracdo mais elevado que o do revestimento. Essa caracteristica, aliada ao angulo de
incidéncia da luz, possibilita o fenomeno da reflexao total, que ocorre sempre que a

menor

n
medida 6 do ngulo de incidéncia seja tal que: sen 6 > 7= em que o numerador e

maior

o denominador da fracdo representam, respectivamente, o menor e o maior indice de
refracdo dos dois meios pelos quais a luz pode se propagar.

O termo fibra 6ptica surgiu em 1951, quando alguns pesquisadores criaram algu-
mas fibras de vidro para guiar a luz. Porém, apenas em 1952 o fisico indiano Narinder
Singh Kapany cunhou a expressao fibra dptica e patenteou a invencao. Inicialmente,
ele achava que as aplicacdes da fibra éptica ficariam restritas a Medicina, no aperfei-
coamento do endoscpio (instrumento utilizado para observar o interior do corpo
humano). Porém, sua aplicagao também é titil nas redes de comunicacao telefonicas,
televisivas, computadorizadas etc.

Um exemplo do uso de fibra éptica sdo os cabos submarinos de internet, responsa-
veis por mais de 90% das transmissdes de dados entre paises e continentes. Em 2024,
existiam cerca de 485 cabos submarinos, com uma extensao total de quase 1,5 milhao
de quilometros. Esses cabos atravessam os oceanos Atlantico e Pacifico, passando por
rotas estratégicas, como o canal de Suez no Egito, além de dreas remotas nos oceanos.
A conexao por meio de fibra éptica garante uma constancia de transmissdo de dados
em uma velocidade que alcanca em torno de 10 gigabits por segundo.
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Para trabalhar o tépico Angulo de 45°, desenhe na lousa um quadrado de lado a, indicando por d a
medida de uma diagonal e por o a medida de um angulo agudo que a diagonal forma com um lado.

Peca aos estudantes

que calculem a medida
o, em grau; a medida d,

em funcéo de a;

sen 45°; cos 45°;

e tg 45°. As respostas
s8o, respectivamente:
45° av2; sen 45°= V2

V2

As aplica¢des pra-
ticas da Trigono-
metria no triangu-
lo retdngulo ndo se
restringem, ape-
nas, ao calculo de
distancias, mas se
estendem, tam-
bém, a determi-
nacao de direcdes.
Acompanhe um
exemplo assis-
tindo ao video
Um caminho para
o curral. Dispo-
nivel em: https://
m3.ime.unicamp.
br/recursos/1061.
Acesso em:

10 jul. 2024.

77
cos 45°= 5 € tg 45°=1.

Angulos notaveis

Para estudos posteriores de Trigonometria, convém conhecermos o seno, o cosseno
e a tangente de alguns angulos. Pela facilidade das demonstracdes, escolhemos os angu-
los de medidas 30°, 45° e 60°, que chamaremos de angulos notaveis.

Angulo de 45°

Estudamos anteriormente que a medida de cada diagonal de um quadrado cujo lado
mede a é aV2 e que cada angulo interno do quadrado é dividido por uma diagonal em
dois angulos de 45°.

Assim, temos:

sendso=—4_ _ 1 _ v2
5 a2 o V2 2
a
a COS45°=L=1—=Q
V2. V2 2
45° a
a tg45°=2 = 1
Angulos de 30° e de 60°
Conforme também ja estudamos, a medida de cada altura de um triangulo equilate-
ro cujo lado mede a é #. Sabemos ainda que cada altura desse tipo de triangulo

também é bissetriz interna e mediana.
Como cada angulo interno do triangulo equilatero mede 60°, temos:

a
o2 _ 1
sen 30 =7 =3
30°
a av3
a\T@ cos 30°= —ﬁ, = g
: 609 a
e tg30°=—2_ - L _ 3
2 a3 V3 3
2

Temos, ainda, que 60° é o complemento de 30°. Logo:

sen 60° = cos 30° = ﬁ

Reflexdo: Nao. O seno de um angulo néo é diretamente

fato pelos valores: sen 30°=

que 60° é o dobro de 30° e que 5 néo é o dobro de .

30° . sen 30°

Assim: 60° * sen 60°"

2
proporcional a medida do angulo. Podemos constatar esse  cos 60° = sen 30° = 17
1 e sen 60°= E Observe
2 2
V3 V3
2 ° a
o_sen60° _ 2 _
O mesmo ocorre para 0 cosseno e tg 60°= cos 60° T = V3
2

para a tangente.

Reflexao

O seno de um
angulo é
diretamente
proporcional a

medida do angulo?

60

Podemos, entdo, montar o quadro a seguir, com os valores das razées trigonométri-
cas dos angulos notaveis.

Quadro trigonométrico dos angulos notaveis

30° 45° 60°
sen % g g
cos g g 17
tg g 1 V3

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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Com a participagao dos estudantes, explore a resolucéo do exercicio resolvido 7 na lousa. Incentive-os a resolver o exercicio de
outras maneiras e a compartilhar as estratégias de resolugdo com os colegas.

\.

s )
EXERCICIO RESOLVIDO
7. Um barco, navegando em linha reta, passa por um Resolucido <
ponto Ada superficie do mar dirigindo-se a um pon- R ~ . =
to B, proximo a praia, onde deve atracar. Do ponto A O angulo (BD & externo do triangulo ABC; logo: <
R rd A~ ~ A A
vé-se sob um angulo de 30° com a horizontal AB m(CBD) = m(BA() + m(BCA) = 60° = 30° + m(BCA) %
o topo € de um morro na praia, e do pont(o_)B -.m(BCA) = 30° g
vé-se o topo € sob um angulo de 60° com AB. N ~ ) ) z
. - Como BCA e BAC tém a mesma medida, deduzimos |3
Considerando que os pontos Ae Bestao alinhados . L _ o m
com um ponto D da reta vertical que passa por que o triangulo ABCé isosceles de base AC. Assim, in- %
C" que BD =42 m e que, para pequenas regi(jesl dicando por xa diSténCia, em metro, do pOﬂtO A ao g
a superficie do mar pode ser considerada plana, ponto B, obtemos o esquema a seguir. g
calcule a medida AB. c &
C 30°
X
. 60° 30°
D 4m B X A
Do triangulo retangulo BCD, deduzimos que:
: 607 30° 600 b2 _ 1 _ 42
D 42m B O =% =2~ x
Sx =84
(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.) Concluimos, assim, que AB= 84 m. )

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

13.Calcule o valor da expressao:
F—Sen? 45°+cos* 60°
tg* 60°
(Observagdo: Expressoes do tipo sen” a, cos” o e tg” a
devem ser interpretadas como (sen «)", (cos a)" e (tg a)",

respectivamente.) 13. 11—6

14.Sabendo que a base de um triangulo isdsceles mede
8 cm e que o angulo do vértice mede 120°, calcule a
medida da altura relativa a base deste triangulo.
14. 438 cm
15.(UFPI) Dois niveis de uma praca estao Iigado% por
umarampade 3 m de comprimento e 30° de inclina-
cao, conforme a figura. Devem-se construir sobre a
rampa 6 degraus de mesma altura. A altura de cada
degrau sera: 15. alternativa ¢

30°

a. 0,20 m d. 0,27 m
b. 0,23 m e. 0,28m
c. 0,25m

16.(Unit-AL) As rampas de acesso sao usadas pelos porta-
dores dedificuldade delocomogaoemqueainclinagao (i),
o comprimento da rampa na sua projecao horizontal (c)
e aaltura do desnivel (h) atendem a Norma de Acessi-
bilidade NBR 9050 que define como rampa qualquer
superficie com inclinacdo de, no minimo, 5%. Essas
grandezas se relacionam de acordo com a seguinte

h-100
C

relacao: i = , com i dado em porcentagem.

Ainclinacao nada mais é do que a tangente do angulo
que a superficie faz com o plano horizontal.

Desse modo, a inclinacao de uma rampa que possui
6 metros de projecao horizontal e precisa vencer um
desnivel de 0,42 m corresponde a: 16. alternativa d

a. 13%

Com o exercicio proposto 16, retome a conversa
acerca de acessibilidade e inclusdo. Se os

b. 11%  estudantes fizeram pesquisas nesse contexto,
o possibilite que compartilhem os resultados por meio
c. 9% de uma exposic¢ao oral ou da producéo de materiais
d. 7% como cartazes ou postagens para as redes sociais.
e Enfatize a importancia de respeitar as opinides dos
e. 5% colegas e a necessidade de argumentar com base

em fatos e informacdes confiaveis.
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17.0s pontos A e B, extremos da popa e proa, respec-
tivamente, de um veleiro de 12 m de comprimento,
sao presos ao topo Ddo mastro vertical CD por cabos
esticados, conforme mostra a figura. Dado que os

angulos DAC e BDC medem 45° e 30°, respectiva-

mente, calcule: _
17.a.6(3 - V3) mou,

a. a altura do mastro; aproximadamente, 7,6 m
b. a medida do cabo AD. 17.b.6(3V2 - V6) m
ou, aproximadamente,
10,76 m

(Modelo didatico sem
escala e com cores
fantasia.)

12m

18.(Enem) Para determinar a distanciade um barco até a

praia, um navegante utilizou o seguinte procedimen-
to: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual «
fazendo mira em um ponto fixo Pda praia. Mantendo
o0 barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B,
de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto Pda
praia, no entanto sob um angulo visual 2a. A figura
ilustra essa situacao:

o N2

A B S

trajetoria do barco
Suponha que o navegante tenha medido o angulo
a=30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco
havia percorrido a distancia AB = 2.000 m. Com base
nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, a me-
nor distancia do barco até o ponto fixo Psera:

a. 1.000 m. C 2.000-§m. e. 2.000V3 m.
b. 1.000V3 m. d. 2.000m. 18. alternativa b

19.Um baldao meteorologico sobe verticalmente a partir
de um ponto A do solo plano e horizontal. A 20 m de
altura, o balao é visto de um ponto Bdo chao sob um
angulo de 30° com o solo e, pouco depois, é visto do
mesmo ponto B sob um angulo de 60° com o solo.
Calcule aalturaem que estava o baldo quando foi visto
sob o angulo de 60°.19.60 m

20.Elabore um problema sobre a trigonometria no trian-
83 gulo retangulo que relacione angulos notaveis e en-
volva uma situacao do cotidiano. Em seguida, troque o
~ problema elaborado com um colega para que um resol-
va o problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem

e discutam as resolucdes. 20. Resposta pessoal.

CHRIS BUTTLER/SCIENCE PHOTO

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 5a 7.

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS h

Distancia da Terra a Lua

Utilizando as relagbes trigonométricas, os astro-
nomos calculam as dimensdes de corpos celestes e a
distancia entre eles. Para exemplificar, mostraremos
uma maneira de calcular a distancia entre o planeta
Terra e a Lua e a medida do raio desse satélite.

LIBRARY/FOTOARENA

Representacdo artistica da Terra e do Sol vistos da Lua.
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Suponhamos que em um observatério astrondmi-
co A a Lua seja vista no zénite, isto €, na vertical; ja
no observatorio B, ela seja vista na linha do horizonte,
conforme representacdo esquematica a seguir.

Lua

M (Modelo didatico sem escala e
Terra com cores fantasia.)

Conhecendo a medida R do raio da Terra e a me-
dida « do angulo central AOB, que é igual & medida

do arco ZB, podemos obter a distancia entre a Terra
e a Lua (AL) da maneira descrita a seguir.
R R
R

COS(X=m=>AL= cos o
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Vocé sabe o que é
um planetario?
Um planetério é um local
onde ocorrem projecdes
sobre astronomia, e que
simula o céu, sobretu-
do noturno, de acordo
com a data e o local de
observacdo. Essas proje-
¢cOes sao feitas em uma
cUpula semiesférica. Ha
muitos planetarios pelo
Brasil. Se possivel, faca
uma visita a um deles,
presencial ou virtual. A
seqguir, indicamos um site
em que é possivel obter
informacdes e videos

sobre os planetarios.

BASSINI, A. et al. Planetario.
Parque CienTec, [2021].
Disponivel em: https://
www.parquecientec.
usp.br/passeio-virtual/
astronomia/planetario.
Acesso em: 10 jul. 2024.

-

Para o célculo da medida r do raio da Lua, inicialmente medimos o angulo
<> « z z . 4
formado pelas duas retas tangentes AT e AT" a um circulo maximo do satélite,
conforme a figura a seguir, em que C representa o centro da Lua.

(Modelo didatico
sem escala e com
cores fantasia.)

Sendo AL = d, do tridngulo retangulo ACT, obtemos:

Atividades B

1. O Sol é visto de um ponto do planeta Terra sob um angulo de 0,53° aproximada-
mente. Sabendo que a distancia da Terraao Sol é de cerca de 150.000.000 km,

calculem uma medida aproximada do raio do Sol.
2. A resposta depende do planeta escolhido pelos estudantes. )
2. Pesquisem adistanciado planeta Terraa algum planeta do Sistema Solar. Em

seguida, pesquisem a medida do raio desse planeta. Considerando que esse
planeta é visto de um ponto do planeta Terra sob um angulo de medida a,
utilizando as medidas pesquisadas, calculem o valor aproximado de a.

B d-seng
sen+t = 1 = r= — <
2 +r B
1—sen§

’ Faca as atividades no caderno. l

1. ~ 693.000 km

4

No boxe Trabalho e juventudes, incentive os estudantes a comentar a profissdo de astrdnomo e sua relagdo com os conhecimentos
matematicos. Solicite uma pesquisa a fim de que eles conhegcam mais o mercado de trabalho para esses profissionais.

TRABALHO E JUVENTUDES

O telescopio serve para ampliar a imagem
de objetos astrondmicos presentes no
espaco.

Astronomo

KOPSCH, D. Quer ser astrbnomo? Seja bom em matemdtica, fisica e... videogame. Guia do estudante, 12 dez. 2017.
Disponivel em: https://guiadoestudante.abril.com.br/orientacao-profissional/quer-ser-astronomo-seja-bom-em-

Quer saber mais sobre essa profissdo? Faca uma pesquisa na internet e compartilhe com os colegas um
resumo das informacgdes que vocé obteve.

O astrébnomo é um profissional que estuda o universo e todos
os elementos que o constituem (planetas, estrelas, galaxias etc.).
Para exercer essa funcao, ele utiliza uma variedade de técnicas
e instrumentos para obter informacdes e coletar dados sobre os
corpos celestes.

As habilidades matematicas, como o uso das relagcdes trigono-
métricas, também estdo presentes no cotidiano do astrénomo.
E por meio do uso dessas relacdes que o profissional determina as
dimensdes de corpos celestes e a distancia entre eles.

“Em 10 anos, telescépios extremamente grandes vao abrir o nosso
acesso a distancias extremas e a detalhes estruturais de buracos negros e
sistemas planetarios” [...]“Para que o Brasil participe do jogo, precisamos
estimular nossa industria em tecnologias de ponta e, é claro, temos que
ampliar o nimero de pesquisadores na area’.

matematica-fisica-e-videogame. Acesso em: 10 jul. 2024.

Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.
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rd -~
ANALISE DA RESOLUCAO
B Relina-se com um colega. Apontem o erro cometido na resolucdo a seguir e,
depois, refacam a resolucdo no caderno, corrigindo-a.
Exercicio
Calcule a medida x, em metro, do segmento DE da figura a seguir.
Analise da resolucao: Na resolucdo da atividade, foi b Utilize essa atividade para fazer
considerado que o quadrilatero ABCE fosse um quadrado, o uma avaliagédo diagnéstica e
que nao é verdade. X identificar o que os estudantes
Resolugao correta: ja conhecem sobre o assunto;
Os angulos CDB e CBD medem 30° cada um; portanto, o C _+30° enfatize o didlogo amigavel,
triangulo BCD ¢é is6sceles, com ] [ E valorize o principio do respeito
CB=CD=50m. a diversidade e a incluséo,
Assim, no triangulo CDE, temos: procurando trabalhar com os
DE 1 X diferentes niveis de conhecimentos
sen 30 =¢b => 5 = B9 50 m e comportamentos.
sx=25
Logo, o segmento DE mede 25 m.
60 5
B A
Resolucao
ne tuanguls CDE tomes:
30° -2 N3 _
t‘?’ Ce 3 50
_soV3
3
, = . 50V3
Lo4e, & medida de sesmemte DL & —5— m

_ EXERCIICIOS COMPLEMENTARES Faca os exercicios no caderno.

1. Considere um poste vertical BTe um ponto P, com Be P localizados em um terreno plano
e horizontal e P# B. 0 angulo de vértice P, cujos lados passam pela base Be pelo topo T
do poste, é chamado de angulo de visada do poste a partir do ponto P. 1. alternativa d

a7

.

.-"Angulo de

K& Visada__

pes T
Aproveite os Exercicios
complementares para
compor uma avaliagao. . .
Pode-se organizar os Ao movimentar o ponto Psobre o terreno, podemos afirmar que:
estudantes em duplas a. quando Pse aproxima da base do poste, o angulo de visada diminui.
ou trios e orienta-los a )
resolver os exercicios b. quando Pse afasta da base do poste, o0 angulo de visada aumenta.
individualmente para, ~ . P . < A
depois, compararem c. a tangente do angulo de visada é diretamente proporcional a distancia entre o ponto P
as respostas e as e o poste.
resolucdes com as dos R . .. . < A
Co|egags do grupo. Caso d. atangente do angulo de visada é inversamente proporcional a distancia entre o ponto P
errem algum exercicio, e o poste.
incentive-os a identificar . ~ . P . S A -
e corrigir o erro com o e. a medida do angulo de visada é diretamente proporcional a distancia entre o ponto Pe
apoio dos colegas. 0 poste.
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2.

3.

F

As figuras a seguir mostram o projeto de uma en-
grenagem em que os dentes se apoiam sobre dois
circulos de centros Oe O’ e raios medindo8cme 6.cm,

. R d
respectivamente. Areta AB, tangente externa comum
aos circulos nos pontos Ae B, forma um angulo agudo

. «—> 1
de medida o com areta 00’, tal que sen a = &

g

A

Para calcular a altura maxima de cada dente, o proje-
tista necessita saber a distancia entre esses circulos.
Qual é essa distancia? 2.2 cm

Nota: Quando uma reta r tangencia duas circunferén-
cias posicionando-as em um mesmo semiplano de
origem r, ela é chamada de tangente externa comum a
essas circunferéncias.

O professor de Matematica propds o seguinte proble-
ma aos estudantes:

Na figura, « é a medida do angulo agudo BAC,
(A= (CD=7cme AB= 15 cm. Calcule o valor de cos o.

3. O problema néo tem solucéo,
pois com as informagdes
chegamos ao absurdo de o
cosseno de um angulo ser
maior que 1.

D 7 C B

Ao tentar resolver, os estudantes verificaram que o
problema ndo tem solucao. Tente resolvé-lo e, em se-
guida, converse com os colegas a respeito do que vocé
verificou.

(Fuvest-SP) Dois pontos, A e B, estdo situados na
margem de um rio e distantes 40 m um do outro. Um
ponto C na outra margem do rio, esta situado de tal

modo que o angulo (4B mede 75° e o angulo ACB
mede 75°. Determine a largura do rio. 4. alternativa b

a. 40m
b. 20 m
c. 20V3 m
.30m
.25m

o Q

5.

Uma torre vertical esta localizada em um terreno
plano e horizontal. Sobre esse terreno tomam-se dois
pontos A e B, distantes 56 m um do outro, alinhados
com a base C da torre. Do ponto A vé-se o ponto P
mais alto da torre sob um angulo agudo de medida «
com o terreno. Do ponto B vé-se P sob um angulo
agudo de medida p com o terreno. Calcule a medida da

altura da torre, dados: sen o = % ex+p=90°
b 5.96m

Devido a grande distancia entre o Sol e a Terra, os
raios solares que incidem no planeta Terra podem
ser considerados paralelos. Em um momento em que
o0s raios solares formam angulos de 34° com o plano
da circunferéncia do equador terrestre, um prédio
vertical de 60 m de altura projeta uma sombra de
20V3 msobre o terreno plano e horizontal que contém
sua base. Admitindo que a Terra seja esférica e que o
prédio esteja ao norte do equador, podemos concluir
que o prédio esta localizado em um ponto de latitude:

a. 4° norte. 6. alternativa e

b. 48° norte.
C. 44° norte.
d. 68° norte.
e. 64° norte.

(UFMS) A coluna vertical que sustenta uma caixa-d'agua
tem o centro de sua base num ponto Cde um terreno
plano e horizontal, conforme representada abaixo.
O topo T da caixa-d'agua é visto do ponto Asob um an-
gulode 30° com o terreno, e do ponto Bsob um angulo
de 45°. Sabendo-se que a medida do angulo BCA& 90°
e a distancia entre os pontos Ae B & 100 m, calcule,

em metro, a altura do topo 7Tem relagao ao terreno.
7.50m
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 2

Além do processo de avaliacdo promovido pelo professor, é de fundamental impor-
tancia que vocé, estudante, realize uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é
mensurar seu nivel de aprendizagem em relacdo ao assunto desenvolvido no capitulo.
Para ajuda-lo nessa tarefa, apresentamos as seguintes questdes.

1. Uma pedra cai verticalmente do alto de um morro.
Um observador localizado em um ponto A do terre-
no plano e horizontal, que contém a base do morro,
vé a pedra sob um angulo de 60° com o terreno,
quando ela esta em um ponto B, e sob um angulo de
30°com o terreno, quando ela esta em um ponto C,
com BC= 28 m. Que distancia percorreu a pedra
desde o ponto Caté o ponto D no qual elase chocou
com o solo? 1. alternativa d

a.7m
10m
12m
14 m
18 m

P an o

2. Aancorade um barco pesqueiro, depois de lancada,
atingiu o fundo do rio. Como a profundidade do rio
nesse ponto & menor que o comprimento da corda
que prende a ancora ao barco, este se moveu 20 m
em relacao ao ponto A, de onde foilangadaaancora,
esticando completamente a corda, que formou um
angulo agudo de medida o com a superficie do rio,

5

13

ximada do rio nesse ponto.

tal que sen « = —=. Calcule a profundidade apro-

2. alternativa b

20m A

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)
a. 52m
b.83m
9,4m
10,7 m
e. 135m

a o

66

Utilize o texto a seguir para responder as ques-
toes 3 e 4.

Em um cinema, os olhos de um espectador estao

no mesmo plano horizontal que contém a base

da tela vertical com 3,2 m de altura, conforme

mostra a figura.

(Modelo didatico sem
escala e com cores
fantasia.)

3,2m

O espectador vé toda a extensdo vertical da tela
sob um angulo agudo de medida o tal que

sen (90° — @) = ==

3. Determine os valores de sen o, cos a e tg a.

a. senoc_%, cosa_17,tga__7 3. alternativa ¢
b. senoc=%;cosoc_17,tgoc_ﬁ5
C. Sen(x—%,COS(x—,”,tg(x—%
d. sencx=ﬁ;coscx=1;tgoc=%
e. senoc:%;cosoc:ttga:%

4, A distancia entre os olhos do espectador e a base
da tela é: 4. alternativa c

a. 2m.
b. 4 m.
c. 6m.
d. 8m.
e. 10m.

5. (Uece) Uma plantacao de alface ocupa uma area de
forma retangular. Essa area é tal que a distancia
entre seus cantos opostos & 150 m, e a medida
do menor angulo entre suas diagonais € 60 graus.
Entao, a medida, em m?, da area considerada é:

a. 5.625V/2.
b. 5.620V3.
c. 5.615V2.
d. 5.625V/3.

5. alternativa d
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6. A figura seguinte mostra um triangulo retangulo ABC.
6. alternativa a
¢ Apbs os estudantes resolverem os exercicios

propostos na segéo Verifique o que aprendeu
no capitulo 2, oriente-os a corrigir os exercicios
com base nas respostas apresentadas no final do

36 cm 42 cm livro. Caso errem algum, eles podem consultar os
colegas a fim de obter explicagdes e tirar duvidas.
Além disso, a Ferramenta de estudo proposta
pode servir de autoavaliagéo.

A B

O valor de sen o — cos « é:
1 b 6

1 _V6
& /g5’ NG ¢ 510 3.060°

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo dos exercicios, copie no caderno a ficha a seguir, que lhe
fornecera uma visao geral sobre o seu desempenho neste capitulo. Assinale com um X
a cada célula em que a resposta for “sim”.

Ficha de Autoavaliacao

Sobre o exercicio...

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema
e consegui resolvé-lo.

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema,
mas ndo consegui resolvé-lo sozinho. Pedi ajuda.

Li, compreendi o texto, identifiquei os dados principais do problema,
mas ndo consegui resolvé-lo sozinho. Ndo pedi ajuda. Até agora ndo
sei resolvé-lo.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube
relacionar os dados. Pedi ajuda.

Tive dificuldade para compreender o texto do problema e ndo soube
relacionar os dados. Nao pedi ajuda. Até agora nao sei resolvé-lo.

N&o consegui resolvé-lo.

A ficha de autoavaliacdo é apresentada neste momento, mas vocé pode copia-la e
preenché-la sempre que considerar necessario verificar sua aprendizagem, adequando
o numero de colunas ao nimero de exercicios.

Se teve dificuldades ou ndo resolveu algum exercicio, retome os contetdos abor-
dados no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as dividas e converse com um
colega que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a ddvida persistir, pergunte ao professor
na aula seguinte. Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas
diérias alcancaveis, planejando seus estudos, passo a passo.
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y 4

CAPITULO

Ao plano da 6rbi-
ta circular de um
satélite ao redor
da Terra pode
ser associado um
sistema cartesia-
no cuja unidade
adotada nos eixos
é o quiléometro,
eaorigem O éo
centro da Terra

e também da
orbita, conforme
mostra o esque-
ma a seguir, em
que A e Bsao
pontos dessa
orbita.

Circunferencia

trigonomeétrica:
seno e cosseno

LI (] [c)y.1Y Video: Satélites orbitando o planeta Terra

llustracdo do Surface Water and Ocean Topography (SWOT),
satélite artificial que tem como objetivo prevenir inundacdes.

Em 2020, astronomos documentaram uma explosdo de luz altamente energética em
uma das galaxias mais distantes ja observadas. Menos de um ano depois, no entanto, as
alegacoes do artigo ficaram em suspenso. [...] Krzysztof Kamiriski, astronomo do Instituto
Observatério Astronomico da Pol6nia que identificou a posicao [da exploséao], disse que
ficou “triste” por descobrir que “o sinal de raio gama era um satélite artificial”

Linhua Jiang, astronomo da Universidade de Pequim que liderou a descoberta, disse que
sua equipe sustenta o trabalho original. Ele acrescentou que a probabilidade de um satélite
passar diretamente a frente da distante galdxia no momento exato era infima, na melhor
das hipdteses. Na medida em que as érbitas da Terra se preenchem com satélites em um
ritmo surpreendente, esta provavelmente nédo serd a tltima vez que os cientistas debaterao
se um satélite estd sendo confundido com uma descoberta astrondmica.

CHIOU, L. Com 9 mil satélites na 6rbita da Terra, astrbnomos comecam a ter
dificuldade para estudar o céu noturno; entenda. O Globo, 13 jan. 2024. Disponivel
em: https://oglobo.globo.com/mundo/noticia/2024/01/13/com-9-mil-satelites-

na-orbita-da-terra-astronomos-comecam-a-ter-dificuldade-para-estudar-o-ceu-
noturno-entenda.ghtml. Acesso em: 12 jul. 2024.

Alem da teoria Além da teoria: Respostas pessoais.

1. O trecho da noticia apresentada nesta abertura destaca dois astronomos de diferentes instituicdes
de pesquisa. Em sua opinido, qual a importancia da colaboracao entre os institutos de pesquisa
pelo mundo?

2. Pesquise aspectos positivos e negativos do lancamento de milhares de satélites orbitando o
planeta. Depois, converse com os colegas a esse respeito.
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Como a expressao “medida de um arco” pode ter uma dupla interpretacao, pois pode indicar a medida do angulo central
correspondente ou a do comprimento do arco, sugerimos que o professor as diferencie com as nomenclaturas: “medida angular de um
arco” e “medida linear de um arco”.

1. O radiano, unidade de medida
de arco e de angulo

_Nafigura, o angulo COD determina os arcos AB
e CD destacados em azul, sobre as duas circunfe-

réncias de mesmo centro O. Observacao

Como estudado em geometria plana, embora Lembre-se de que a
os arcos AB e CD tenham comprimentos diferentes, circunferéncia cor-
eles ttm a mesma medida em grau, que é a proé- responde a um arco
pria medida do angulo central que os determina. de uma volta com-

D

Assim sendo, o “grau” ndo é unidade de medida pleta e, por isso,

de comprimento, mas de abertura de angulo ou mede 360°; além
P ! 9 disso, 1° equivale a

de arco. . ' 60’, e 1" equivale
Além do grau, existem outras unidades de aber- a 60",

tura de angulo ou de arco. Uma delas é o radiano, \ s
que definimos a seguir.

Um radiano (1 rad) é a medida de um arco cujo comprimento € igual ao do raio

da circunferéncia que o contém. A medida da aber-
tura de um arco de

circunferéncia é a

B medida do angulo
central correspon-
r (1 rad) \dente. )
-

Define-se também a medida do angulo central como sendo a medida, em radiano,
do arco de circunferéncia determinado por ele. Assim, na figura anterior, tem-se que o
angulo AOB mede 1 rad.

EXERCICIO RESOLVIDO )

. M Por uma figura de

1. Determine a medida, em radiano, do arco AMB, de linguagem denomi-
20 cm, contido na circunferéncia de raio 5 cm, repre- nadq metonimia,
sentados na figura. admite-se chamar
de raio da circunfe-

A réncia tanto o seg-

Resolucao mento que une o

Pela definica . ferénci d d centro a um pon-
ela derinicao, nessa circunferencia, cada arco de to da circunferéncia

1 rad tem 5 cm d? comprimento. Assim, por meio B quanto a medida
de umaregra de trés, determinamos a medida x, em \desse segmento.

radiano, do arco AMB:

Medida do arco Comprimento do arco Dizer que o arco
(rad) (cm) AMB mede 4 rad é
1 > 0 mesmo que dizer
X 20 que o comprimen-
to do arco é o qua-
Logo: x = % rad = 4 rad druplo do compri-
L ) \mento do raio.
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Elabore um
fluxograma que
represente um
algoritmo capaz
de determinar a
medida de um
angulo em ra-
diano, dada sua

medida em grau.
- J

Conectado: Resposta no
final deste livro.

70

A medida da circunferéncia em radiano

Sabendo que uma circunferéncia mede 360°, como podemos determinar sua medida
em radiano?

Para responder a essa pergunta, consideremos uma circunferéncia cujo raio tenha
medida r. Como o comprimento dessa circunferéncia é 2xr, podemos obter sua medi-
da x, em radiano, por meio de uma regra de trés:

Medida do Comprimento
arco (rad) do arco

1T — r

X ————— 27r

Logo: x = 277" rad = 2z rad

Assim, concluimos que:

A medida de uma circunferéncia é 2z rad.

Transformacodes de unidades

Dizemos que uma medida em radiano é equivalente a uma medida em grau se am-
bas sdo medidas de um mesmo arco; por exemplo, 2x rad é equivalente a 360°, pois sdo
medidas de um arco de uma volta completa. Consequentemente, temos:

n rad é equivalente a 180°

Essa equivaléncia nos permite transformar unidades, ou seja, tendo a medida de um
arco em grau, podemos obter a medida desse arco em radiano e vice-versa.

EXERCICIOS RESOLVIDOS A

2. Determine a medida, em radiano, equivalente a 150°.

Resolucao

Lembrando que = rad € equivalente a 180°, basta resolver a regra de trés:

Medida em radiano Medida em grau
T —FF 180
X ——FFF 150
_ 150z _b5n
x=—g5 rad = x===rad

Logo, % rad equivalem a 150°.

3. Determine a medida, em grau, equivalente a £ rad.

3
Resolucao
Medida em radiano Medida em grau
T —FF 180
z
3 X
180° - 3
X=—7x—= =>x=60°
Logo, 60° equivalem a % rad.
g J
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EXERC'CIOS PROPOSTOS 10“ rad/s ou, aproximadamente, 3,5 rad/s  Faga os exercicios no caderno.

1. Calcule a medida, em radiano, de um arco de 10 cm

contido em uma circunferéncia com 2,5 cm de raio.
1.4 rad

2. O projeto de uma estrada estabelece que uma curva

tera o formato de um arco AB de uma circunferéncia
com 125 m de raio, de modo que, imediatamente
antes de A e imediatamente depois de B, os trechos
da estrada serao retos e tangentes a AB em A e B,
respectivamente.

Do in|’cio ao final da curva, a estrada mudara sua dire-

cao em 2%
em que

T rad,conforme mostra 0 esquema a seguir,
g é o centro da circunferéncia que contém

AB. Calcule o comprimento da curva, em metro. 2. 50x m

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

3. Determine a medida, em radiano, equivalente a:
a. 30° 3.a. Lrad d. 300° 3.d. 2% rad

6 3
b. 120° 3.b. %ﬂ rad e. 240° 3. e.%
c. 225° 3.c. 4 T rad f. 330° 3.f.%

4. Determine a medida, em grau, equivalente a:

T
a. - rad 4. a.45°
A

b. 32” rad 4. b. 270°

C. 76” rad 4.c.210°

2n
d. T

e. 53’t rad 4.e.300°

rad 4.d.72°

5. O disco de vinil € uma midia desenvolvida no inicio da
década de 1950 para a reprodugao musical. Um dos
varios tipos de disco de vinil € o LP (Long Play), gravado

100

paraser reproduzido a—=—rpm (rotagdes por minuto).

Ao ser reproduzido com essa especificagao, qual é a
velocidade de rotacao de um LP em rad/s?

6. Segundo a astronoma aus-

ggtro—americana Irene Fis-
cher (1907-2009), Cristovao
Colombo usou uma conversao
errada de estadio para milha,
eacabou chegandoaumcom-
primento da circunferéncia do
equador daTerra(considerada
esférica) 30% menor do que
o real. Consequentemente,
esse erro se reproduziu para
o calculo do comprimento de
qualquer linha sobre a super-
ficie terrestre.

Irene Fischer em
foto de 1966.

Elaborado com base em: FISCHER, I. Another Look at
Eratosthenes' and Posidonius' Determinations of the
Earth's Circumference. Quarterly Journal of the Royal
Astronomical Society, v. 16, 1975. p. 152.

Suponham que, durante a viagem, Colombo planejasse

percorrer um arco ABde -~ rad sobre um paralelo ter-

10
restre que, segundo seus calculos equivocados, deveria

ter 3.850 km de raio. Adotando = = 3,14, respondam
aos itens a seguir.

a. Que distancia, em quildmetro, Colombo imaginava
navegar ao percorrer o trecho AB? 6. a. 1.208,9 km

b. Que distancia, em quilémetro, Colombo efetiva-

mente navegaria ao percorrer o trecho AB?

, , . 6.b.1.727 km
7. Considere que em um sistema cartesiano sejam re-

gpresentadas circunferéncias com centro em 0(0, 0)
e semirretas com extremidade na origem formando,
~ entre si, angulos de % rad, como indicado na figura.

Elabore um problema cuja resolucao utilize a relagao
entre grau e radiano envolvendo o deslocamento
sobre essas semirretas ou circunferéncias. Depois,
junte-se a um colega a fim de resolver o problema

elaborado por ele. 7. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 4.
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Comente o texto
introdutério deste tépico,
que mostra a extensado
do conceito das razbes
trigonométricas para
angulos nédo agudos.

Dai a necessidade

da circunferéncia
trigonométrica. Ressalte
a conveniéncia de adotar
0 raio unitario: o seno do
arco trigonométrico é a
ordenada da extremidade
do arco, e 0 cosseno é a
abscissa (se o raio ndo
fosse unitario, o seno
seria a razdo entre a
ordenada da extremidade
do arco e a medida do
raio, nessa ordem, e o
COSSseno seria a razao
entre a abscissa da
extremidade do arco e

a medida do raio, nessa
ordem).

Mostre situagdes
praticas em que sejam
necessarias medidas
maiores que 360°

ou menores que 0°,
conforme o seguinte
exemplo: Duas rodas
dentadas, engrenadas
uma na outra, giram

em sentidos contrarios.
No estudo dessa
engrenagem, adotam-
-se um sentido como
positivo e outro como
negativo.

2. Circunferéncia trigonométrica

Em qualquer tridngulo retangulo, as razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente
de um angulo agudo ndao dependem do tamanho do triangulo, mas da medida do an-
gulo. Por isso, na construcdo de uma tabela com essas razdes para varios angulos, pode-
mos considerar triangulos retangulos que tenham hipotenusas de mesma medida e
variar a medida do angulo agudo. Assim, teremos tantos triangulos retangulos quantos
quisermos. Na figura a seguir, estdo representados alguns desses triangulos.

| E

D
c

B

//
/

1 1 -1 1

o) E D c BIA

Note que:

e os vértices B, C, D e E pertencem a mesma circunferéncia, cujo raio é a medida da
hipotenusa dos triangulos;

e se adotarmos a medida da hipotenusa como unidade (1), o seno e o cosseno de um
angulo agudo de vértice O, em cada um desses triangulos, serdo, respectivamente,

a medida do cateto oposto e a medida do cateto adjacente a esse angulo. Por exem-
plo, no triangulo retangulo BOB’, com m(BOB) = «, temos:

sen o= B8 - BB _ pp

OB _ OB /
OB 1 OB

Sa=05g="7 =

Ou seja, 0 seno e o cosseno de o sdo a medida do cateto oposto a o (BB') e a medida
do cateto adjacente a a (OB'), respectivamente, quando a hipotenusa é adotada como
unidade (1).

Essas ideias levaram os matematicos a definirem as razdes trigonométricas em uma
circunferéncia, chamada de circunferéncia trigonométrica, na qual os conceitos de
seno, cosseno e tangente séo estendidos também para angulos ndo agudos.

Em um plano, considere uma circunferéncia de raio r unitério (r= 1),
cujo centro coincide com a origem de um sistema cartesiano ortogonal.
Essa estrutura, com as convencdes a seguir, é a circunferéncia

trigonométrica.

e O ponto A(1, 0) é a origem dos arcos a serem medidos na ]
circunferéncia.

to dessa medida sera atribuido o sinal negativo (-).

e Se um arco for medido no sentido horario, entdo, ao valor absolu- na N
11A

e Se um arco for medido no sentido anti-horario, entao, ao valor —1

0 X
absoluto dessa medida sera atribuido o sinal positivo (+). ma | V@ / jorigem
e Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano em quatro re- a?(?gs

gides, chamadas de quadrantes (Q); esses quadrantes sdo nume- -1

rados no sentido anti-horario, a partir do ponto A, como
mostra a figura.

e Os pontos dos eixos coordenados nao pertencem a nenhum

quadrante.
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Arcos trigonomeétricos Arcos congruos

Aos pontos da circunferéncia trigonométrica asso- Girando 30° no sentido
ciamos medidas em grau ou em radiano. Cada medi- | anti-horario, a partir do
da associada a um ponto M qualquer indica a medida | PONto A da circunferéncia

do arco AM, chamado de arco trigonométrico. trigonometrica, paran:o§
no ponto M; logo, 30° é

Exemplos uma medida associada ao
ponto M.

90° ou L rad

ponto M. Por exemplo:

Y

360° ou 2rrad

€ uma medida associada

NI

/2‘
180° ou rrad K‘

270° ou 3?“ rad

—270° ou —32—“ rad

_/

30°

M (30°)

ao ponto M.

M (30°, 390°, —330°, ...
A

°ou Orad

—180° ou —nrad /‘ A\ —360° ou —2rrad

N

T
_900 ou —— ad
2 f

Observacao Observacao

Na circunferéncia trigonométrica, os arcos
que tém origem no ponto A(1, 0) sdo cha-
mados de arcos trigonométricos.

Quando a medida « estiver associa-
da a um ponto M da circunferéncia
trigonométrica, indicaremos: M («).

Arcos trigonométricos que tém a mesma extremidade sdo chamados de arcos congruos.

Se a e B sdo medidas de arcos congruos, indicamos: o = p (Ié-se: “a é cdngruo a p”).

Assim, no exemplo anterior, temos: 30° = 390° = —330°.

H4, porém, infinitas outras medidas associadas ao

4 0° ou Orad e Girando uma volta completa mais 30° no sentido
anti-horario, a partir do ponto A, também paramos
no ponto M. Logo, 360° + 30°, isto €, 390° também

e Girando 330° no sentido horario, a partir do ponto A4,
paramos no ponto M. Logo, —330° também é uma
medida associada ao ponto M.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

4. Calcule as medidas x, em grau, associadas ao ponto Bda circunferéncia trigo-
nométrica da figura, nas quatro primeiras voltas positivas (0° < x < 1.440°).

Resolucao

A medida em grau associada ao ponto B na 12 volta positiva &€ 90°. Assim, as
outras medidas associadas ao ponto Bsao:

= na 22 volta positiva: 90° + 360° = 450°
= na 32 volta positiva: 90° + 2 - 360° =810°
= na 42 volta positiva: 90° + 3 -360° = 1.170°

Logo, as medidas dos arcos congruos procuradas sao:
90°, 450°,810° e 1.170°.
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5.

A

- J

Determine as medidas x, em radiano, associadas ao
ponto A da circunferéncia trigonométrica da figura,
nas quatro primeiras voltas positivas (0 < x < 8n).

A

Resolucao

A medida em radiano associada ao ponto A na
12 volta positiva é 7.

Assim, as outras medidas associadas ao ponto A’
sao:

» na 22volta positiva: 1+ 2r = 3=n

» na32volta positiva:t+ 2 - 2xr=5=n

» nas4?voltapositivaint+3-2n=7xn

Logo, as medidas dos arcos congruos procurados
sao: «, 3w, Sre 7x.

Para indicar a medida de um arco trigonométrico
em radiano, ndo é necessario explicitar a unidade
rad; basta escrever o nidmero real associado ao
ponto extremo do arco.

Explicaremos o porqué dessa convencdo no tépi-
co seguinte.

6.

N\

Calcule a medida x do arco da 12 volta positiva
(0° < x < 360°) que possui a mesma extremidade
do arco de 1.140°.

Resolucao

Inicialmente vamos desconsiderar do arco de 1.140°
todas as voltas completas.

Para isso, dividimos 1.140° por 360°:

1.140° | 360°
60° 3
Assim, 1.140° = 3 - 360° + 60°, ou seja, 0 arco de
1.140° tem trés voltas completas mais 60°. Logo,
desconsiderando as voltas completas, obtemos a
medida x do arco congruo ao arco de 1.140° na
12 volta positiva: x= 60°.

7. Determine a medida x do arco da 12 volta positiva
(0 € x < 2x) que tem a mesma extremidade dos
arcos a seguir.

17n

> rad
b 1975

d.

rad

Resolucao

Como no exercicio resolvido 6, basta desconsiderar
de cada arco todas as voltas completas. Para isso,
vamos transformar a medida de cada arco em uma
adicao de duas parcelas, de modo que uma delas re-
presente o total de voltas completas contidas no
arco, isto é:

17n _ 16 |, ® _ b
ay =g vyT B+ 3
quatro voltas
completas

Desconsiderando as voltas completas, concluimos

que 1;“_“ Assim, a medida xprocuradaej
19n _18n = _ g
b3t=-3"*+3= 6o + 3
trés voltas
completas

Desconsiderando as voltas completas, concluimos

Assim, a medida x procurada é

gL
3’

EXERCICIOS PROPOSTOS

8. A

Faca os exercicios no caderno.

medida de um arco trigonométrico AM & 50°.

Determine todas as medidas xassociadas a extremi-
dade Mem cada uma das condigoes.

d.
8.

9. A

0° < x< 1.080° b. -720° < x<0°
a. 50°, 410° & 770° 8.b. ~310° & ~670°
medida de um arco trigonométrico AM é S 6“ rad.

Encontre todas as medidas xassociadas a extrem|dade

M
a.

74

em cada uma das condigoes.

0<x<ébn b. -4r < x<0
6n 20n 34n Sn 22n
9. a. = rad, = rad, = rad 9.b.-rad, - == ra ad

10.Calcule amedida do arco trigonométrico, da 12 volta po-
sitiva, congruo ao arco de cada medida indicada a seguir.
Antes de resolver, faga um esquema considerando as
seguintes etapas: compreender o problema, elaborar
um plano de resolucao, executar o plano elaborado e
verificar; para sistematizar uma estratégia de resolucao.

a. 2.923° 10.a. 43° d. %rad 10.d. & raq
b. 407 0. b. 520° e. -~ rad 10. e. 257 rag
451 d 13 13

C. EED rad 10. c. ﬁrad
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11.0 ponto M, representado na figura, € extremidade de um arco trigonométrico de 2.040°.
Determine a medida x associada ao ponto M:
a. com 0° < x< 360°, isto &, na 12 volta do sentido positivo; 11. a. 240°
b. com 360° < x< 720°, isto &, na 22 volta do sentido positivo; 11. b. 600°
€. com 720° £ x< 1.080°, isto &, na 32 volta do sentido positivo; 11. c. 960°
d. com —360° < x< 0°, isto &, na 12 volta do sentido negativo. 11. d. —120°

N
J

-

12.0 hexagono regular ABCDEF da figura esta inscrito na circunferéncia trigonométrica.

Determine as medidas x, em radiano, associadas:

o 3 12.a.0rad, 7 rad, 23“ rad, = rad, 43” rad e 2% 3 rad
a. aos veértices desse hexagono, com 0 < x < 2m; o

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

b. ao vértice , com 2n < x< 6m; 12.b. %" rad e 1;“ rad

C. ao vértice /, com —4x < x< 0. 12.c. —% rade—% rad

m/\

Para retomar os conteldos estudados, resolva o exercicio complementar 5.

Conectado Conectado: a. Sera exibida na tela a medida 750°. )

b. Sera exibida a letra F.
Um programa de computador é a formalizacdo de um algoritmo em qualquer
linguagem capaz de ser transformada em instruces que serdo executadas por um
computador.

Ao trabalhar o tépico
Associando nimeros
Por exemplo, considere o algoritmo formado pelos seguintes comandos: reais aos pontos
da circunferéncia
. . . A . Lo . e D trigonométrica, enfatize
Passo 1: Assmgle, na circunferéncia trigonométrica, um arco trigonométrico AP, de | 2% ASS0CiACE0
medida o, com 0° < a < 360°. identifica cada niimero

. . . . L. . real x com a medida
Passo 2: A partir do ponto P, percorra no sentido anti-horario um arco de medida X rad. Assim, de agora

«, em grau, até um ponto P, comieNe 1 <i<25. em diante, vamos

. . T indicar a medida de
Passo 3: Se para algum valor de i do comando do passo 2, o ponto P, , coincidir um arco trigonomeétrico

com P, exiba na tela a maior medida possivel, em grau, do arco trigonomé- simplesmente pelo

.= s = ndmero real x, em vez
trico AP, , que obedeca a essa condi¢do; se no comando do passo 2, nao de x rad. Comente

existir um ndmero i tal que o ponto P, , coincida com P, exiba na tela a | aexpressao geral

letra F ao final do procedimento. dos nimeros reais
associados a um ponto
De acordo com esse algoritmo, responda aos itens seguintes. da circunferéncia
trigonomeétrica, por
Se no passo 1 for assinalado um arco trigonométrico de medida 30°, o que apa- | ©xemplo:x = 0+k-2r,

com k € Z. Enfatize que
essa expressao pode ser
b. Se no passo 1 for assinalado um arco trigonométrico de medida 12°, o que apa- ;ﬁg;z’?g‘st?ﬁfaegit'g”gsf

recera na tela ao final do procedimento executado pela maquina? exemplo, x = 6x + k- 2x,
comk € Z.

recera na tela ao final do procedimento executado pela maquina?

Associando niimeros reais aos pontos
da circunferéncia trigonométrica

E possivel percorrer infinitas voltas na circunferéncia trigonométrica, no sentido anti-
-horério (positivo) e no sentido horério (negativo). Imagine, entédo, se pudéssemos “de-
senrolar” essas infinitas voltas, transformando-as em um eixo e. Cada ponto desse eixo
corresponderia a um ponto da circunferéncia trigonométrica e, portanto, seria corres-
pondente a extremidade de um arco trigonométrico. Considerando as medidas desses
arcos em radiano, temos o eixo e:

r
A
7275rad\ 75rad\ —4 rad / -3 rad /71 rad\ 0 rad 1 rad 2 rad 3rad\ 4rad3 /5rad 6rad\ 7rad e
7|

-6 rad —7 rad -mrad -2rad —1 rad g rad x rad - rad 2r rad (infinitas voltas)
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Considerando um eixo real x subdividido em unidades iguais ao raio r da circunferén-
cia trigonométrica:

-3 O

2r6 5\ 4 = 2z 0 1 2 3r 4 3x5 62r 7 X
_% 2 2 o (eixo real)
Sobrepondo esses dois eixos de modo que suas origens, A e O, coincidam, constata-
mos que cada ponto M de abscissa a rad do eixo e coincide com o ponto M’ de abscis-

sa a do eixo x, observe:
Sn _z z 3n

2r-6 -5 2 -4 -n-3 -2 2 -1 0 1 2 2 3= 4 25 621 7

bd b ULk dh bl L 2 Sy ea Ao op N

A = '\3|;; = S = = = o L 3o [ P O ~ I

= 9 o < Q JOR Q = Q0 o o o o [oRoX (o} o (o} o o

Na representacao
do eixo real, obser-
ve que o nimero «
esta entre 3 e 4,
isso pode ser asso-
ciado ao fato de
que & €, aproxima-
kdamente, 3,1414.

J

76

Dessa forma, identificamos cada medida o rad com o nlimero real a.

Os nimeros reais podem ser representados pelos pontos da circunferéncia trigo-
nométrica, associando cada nimero real a a extremidade do arco trigonométrico
de medida « rad.

Exemplos
T T
5 rad >
1 rad I
© rad Al Orad b Al O
2n rad 2n
3n 3n
?rad ?
Medidas em radiano Ndmeros reais associados a
associadas a pontos da pontos da circunferéncia
circunferéncia trigonométrica. trigonométrica.

Note que a cada ponto da circunferéncia trigonométrica estdo associados infinitos
ndmeros reais. Por exemplo, considerando as infinitas voltas que podemos percorrer nos
dois sentidos, horario e anti-horario, o ponto A da circunferéncia trigonométrica anterior
€ a extremidade dos arcos de medidas:

..., —4n rad, —2x rad, O rad, 2= rad, 4= rad, 6z rad, 8x rad, ...
Logo, ao ponto A estdo associados os infinitos nimeros reais:
..., —4n, —2=x, 0, 2x, 4%, 67, 8=, ...

Observando que a diferenca entre dois termos consecutivos quaisquer dessa sequén-
cia é 2n, podemos representar todos esses nimeros reais por:

x=0+ k- 2n, com k €Z, ou, simplesmente, x = k21, com ke Z

E importante ressaltar que existem infinitas expressoes diferentes que podem repre-
sentar os nimeros reais associados ao ponto A. Basta adicionar a qualquer termo da se-
quéncia (..., —4n, -2z, 0, 2x, 4xn, 6m, 8w, ...) um miltiplo de 2x; por exemplo:
X=6n+ k*2rx, comk € 7.

ILUSTRACOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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Reflexao: Ha grandezas cujas medidas sdo sempre positivas ou nulas, como o tempo; outras, no entanto, podem ter medidas positivas,
negativas ou nulas, como a temperatura. Quando quisermos nos referir a medida de uma grandeza, considerando o seu sinal, positivo

EXERCICIO RESOLVIDO

8. Obtenha uma expressao que indique todos os nimeros
reais associados aos pontos A ou A’ da circunferéncia

N

trigonométrica representada na figura.
Resolucao

As medidas algébricas, em radiano, dos infinitos arcos

com extremidades em Aou A sao:

... = rad, Orad, n rad, 2n rad, 3x rad, 4x rad, 5z rad, ...

Logo, os infinitos nimeros reais associados a A ou A’ sao:

..., =1, 0, &, 21, 37, 4w, 5, ...

Observando que a diferenca entre dois termos consecu
cia é r, podemos representar todos esses nimeros rea

x=0+ kx, com k€ Z, ou, simplesmente, x=

Qualquer expressao que represente a soma de um te

mltiplo de & pode ser dada como resposta; por exemplo: x=r + kx, com k€ Z.

ou negativo, usamos

a expressao “medida
algébrica”. Assim, a
“medida algébrica” de
uma grandeza é aquela
que leva em consideragao
o sinal positivo ou negativo
A associado a medida.

N

A

Reflexao

O que significa

“medida algébrica”
citada no exercicio
resolvido 8?

tivos quaisquer dessa sequén-
is por:
km,comkeZ

rmo dessa sequéncia com um

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

13.A circunferéncia trigono-
@ métrica esta dividida em B

14.0s poligonos inscritos nas circunferéncias trigonome-

13.c. x

13.d.x:k-%,comke7z

:%+kn,comke%

Faca os exercicios no caderno.

quatro arcos congruentes
pelos pontos A, B, A'e B'.
Obtenham uma expressao
que represente todos os
ndmeros reais associados:

A A

13.a.x=n+k-2nx,comkeZ

13.b.x=%+k-2n,comkel

a. ao ponto A’;

B

c. aos pontos Bou B’;

b. ao ponto B; d. aospontos A B A’ ouB'.

tricas a seguir sao regulares.

Em relacdo a associacao de niimeros reais aos pontos
da circunferéncia trigonométrica, obtenha uma ex-
pressao que represente os infinitos nimeros reais
associados aos vértices do:

a. hexagono regular ABCDEF; 14. a. k- FoomkeZ
b. tridngulo equilatero MNP, 14.b. % + k-%, comkeZ

15.A partir de 0 h 15 min, a cada 30 minutos parte um
aviao de um aeroporto Acom destino aum aeroporto B.
Qual das expressoes a seguir representa todos os
horarios x, em hora, dos voos que partem de A com
destino a B, em cada dia? 15. alternativa ¢

a. x=0,15+ k-0,30,comkeZe0< k<24
b. x=0,15+ k-0,30,comkeZe0< k<24
c. x=0,25+k-05,comkeZe0< k<48
d. x=0,25+k-0,5 comkeZe0< k<48

<
x=0,15+k-0,5,comke”Ze0< k<36

Avido em decolagem em Curitiba, Parana. Foto de 2020.

16.De maneira geral, os ciclos de maré se repetem nos
mesmos horarios acada 15 dias, em determinado local.

Isso acontece porque o movimento de translacao da

Lua tem 24 horas e 50 minutos de duracao. Dividindo
esse tempo em 4 periodos, temos 6 h 12 min, que é
0 tempo de duracao de cada maré e suas variagoes.
A partir dessas informacoes, pesquisem outros dados
acerca do periodo de marés e elaborem um problema
utilizando uma expressao geral que descreva o periodo
das marés. 16. Resposta pessoal.

Para retomar os conteldos estudados, resolva o exercicio complementar 6.
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M (30°

Dois triangulos sao
congruentes se for
possivel estabelecer
uma correspondén-
cia biunivoca entre
seus vértices de
modo que angulos
de vértices corres-
pondentes sejam
congruentes e lados
opostos a vértices
correspondentes se-

\jam congruentes.
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3. Simetrias

Conhecida uma medida, em grau ou radiano, associada a um ponto M da circunfe-
réncia trigonométrica, é possivel determinar as medidas associadas a pontos simétricos
de M em relacdo aos eixos coordenados ou em relacdo a origem do sistema cartesiano.
Esse procedimento permitird, mais adiante, relacionar os valores das razdes trigonomé-
tricas nos diferentes quadrantes.

Para exemplificar, consideremos, na circunferéncia trigonométrica, o ponto M associado
a medida 30°. Pelo ponto M, tracemos trés retas: a perpendicular ao eixo das ordenadas, a
que passa pela origem do sistema e a perpendicular ao eixo das abscissas. Essas retas inter-
septam a circunferéncia nos pontos N, P e Q, respectivamente, conforme mostra a figura.

Os pontos N, P e Q sdo chamados de simétricos (ou correspondentes) do ponto M.
Determinemos as medidas x (com 0° < x < 360°) associadas a esses pontos:

e Os angulos NOE e MOF tém a mesma medida, pois os triangulos NOE e MOF séo con-
gruentes. Logo, o arco trigonométrico AN mede 180° — 30°, ou seja, 150°.

e Os angulos POE e MOFtém a mesma medi-
da, pois sdo opostos pelo vértice. Logo, o
arco trigonométrico/ﬁ mede 180° + 30°,

. 180° — 30°) N M (30°
ou seja, 210°. ( ) o <] (30°)
PN PN 30° 30° [-[|A
e Os angulos QOF e MOF tém a mesma me- E 30° 30° F
(180° + 30°) P Q (360° — 30°)

dida, pois os triangulos QOF e MOF s&ao
congruentes. Logo, o arco trigonométrico
AQ mede 360° — 30°, ou seja, 330°.

Generalizando esses resultados para a 12 volta no sentido anti-horario da circunferén-
cia trigonométrica, temos:

Sendo a uma medida em radiano

/
: (=) N
I (A

(180° + o) P / Q (360° — a) (T +a) P //Q @n — a)
EXERCiCIO RESOLVIDO h

Sendo o uma medida em grau

(180° — ) N/

9. 0 ponto Mda circunferéncia trigonométrica representada na
figura esta associado a medida% rad. Determine as medidas /J M%)
x(com 0 < x< 2r) associadas aos pontos V, Pe Q. 0 1A
Resolucao P / Q

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

17. Em cada um dos itens a seguir, encontre as medidas
associadas aos pontos N, Pe @ na primeira volta do
sentido anti-horario da circunferéncia trigonométrica.

17. a. N(121°), P(239°) e Q(301°).
a. Medidas em grau.

9 9

N, M (59°)
[+]

b. Medidas em radiano.

¢. Medidas em grau.  17. c. N(64°); P(244°); Q(296°)

y
M (116°) N

P10

18.0s pontos Me P, representados a seguir, sao extremi-
dades de arcos trigonométricos de medidas 3o+ 10° e
8a + 90°, respectivamente, da primeira volta positiva
da circunferéncia.

N M (30 + 10°)
=]
o
P (Bx+90°) T Q

17.b. N (1E), p(112) e o(182).

Nessas condicoes, conclui-se que Ne Qsao, respecti-
vamente, extremidades de arcos trigonométricos de
medidas: 18. alternativa ¢

100° e 280°
105° e 285°
110° e 290°
115° e 295°
e. 120° e 300°

a0 ow

19.Nas circunferéncias trigonométricas de cada item, de-
termine as medidas x(com 0° < x< 360°) associadas
aos vértices dos retangulos.

d. C.
(120N _1 N
M
[]
> [«] o
p 5 P Q (310°)
b. 19. a. M(60°); P240°); Q(300°)
A 19. b. M(30%); N(150°); Q(330°)
N - M 19. c. M(50°); N(130°%); P230°)
(210°) P Q

20.Nas circunferéncias trigonométricas a seguir, quais
sao os nlmeros reais x (com 0 < x < 2x) associados
aos veértices dos retangulos?

a. C.
(%)N M =
e by
b 20.a.m(3F); Q(12%): P(F)
I 6
. mengpeCEpu(E)
%) @
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4. Seno e cosseno de um arco trigonométrico

Com base na ideia de seno e cosseno de um angulo agudo de um triangulo retan-

gulo, vamos estender o conceito de seno e cosseno para um arco trigonométrico

A transicdo do triangulo retangulo para a circunferéncia trigonométrica pode
ser compreendida ao considerarmos um arco trigonométrico AM de medida o,

M(q) oM 0°<a<90° conforme indicado na figura.

Como o raio da circunferéncia trigonométrica mede 1 e a medida do angu-

0 = P lo central MOA é igual a medida do arco AM, em grau ou radiano, temos
triangulo retangulo OMP:
cosa:%:OP sen(x=P1—M=PM

E importante que os
estudantes percebam

que as definicdes de

seno e cosseno de um
arco trigonométrico sao
extensdes das definicdes
de seno e cosseno de

um angulo agudo no
triangulo retangulo.

Para isso, podem ser
adotados os seguintes
procedimentos: Mostre um
arco trigonométrico AM de
medida 30° e trace por M a
perpendicular ao eixo das
abcissas, determinando o
triangulo OMP.

Pergunte: “Qual é a medida g
o valor do sen 30°? (sen 30°

=>PM = %)”; “Qual é o valor

°o_OP _ OP _
(cos 30 oM = 1 = OP

Conclua que o cosseno do
arco trigonométrico AM,
de medida 30°,

é a abscissa do ponto M e
que o seno € a ordenada
do ponto M.

no

Portanto, cos a e sen « sdo, respectivamente, a abscissa e a ordenada do ponto M.
Ampliamos esse conceito para qualquer arco trigonométrico, pela definicdo a seguir.

. o T . eixo dos senos
Dado um arco trigonométrico AM de medida o,

chamam-se cosseno e seno de « a abscissa e a or- \
denada do ponto M, respectivamente. {»ﬂ ——————— M (a)
sen o

COS o eixo dos
cos a = abscissa de M

sen o = ordenada de M

Assim, na circunferéncia trigonométrica, podemos nos referir ao eixo das abscis
como eixo dos cossenos e ao eixo das ordenadas como eixo dos senos.

Exemplo

denadas dos pontos A, B, A’ e B’ sdo as indicadas na figura:

__ eixo dos senos o1
o segmento OM ?”; “Qual é sen 150° = > \er
L PM _ PM _ ._ V3
Fov = 1 - PM= B(0, 1) cos 150° = -4
do cos 30°?
= OP = g)"
A1, 0)
A (-1,0) eixo dos
cossenos
B(0,-1)

Entdo, pela definicdo de cosseno e de seno, temos:

e cos0°=1 ® cos 360° = e sen 270° = -1
® cos90°=0 esen0°=0 ® sen 360° =0
e cos 180° = -1 ®sen 90° =1

® cos 270°=0 e sen 180°=0

cossenos

sas

Como o raio da circunferéncia trigonométrica € unitério (medida igual a 1), as coor-

Pergunte: “Como definir

0 seno e o cosseno de
150°?”. Apés a discussao,
estenda o conceito de
seno e de cosseno para
qualquer quadrante,

Observe que, como a circunferéncia trigonométrica tem raio unitario, temos,
para qualquer arco de medida x:

-T<cosx<1 -T<senx< 1

mostrando que:
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Pergunte: “Qual é o sinal de cada um dos nimeros: sen 30°, sen 120°, sen 220°, sen 310°, cos 60°, cos 110°, cos 290° e cos 340°?”.
Apds a discussao apresente os esquemas de sinais para o0 Seno e para 0 CoSSeno.

Variacao de sinal do seno
Ja foi apresentado que o seno de um arco trigonométrico é a ordenada da extremi- KR
dade desse arco. Como os pontos de ordenadas positivas sdo os do 12 e os do 22 qua-

drante e os pontos de ordenadas negativas sdo os do 32 e os do 4° quadrante, podemos o o
organizar um esquema de sinais para o seno como o indicado na figura.

Exemplo Esquema de sinais para
— valores do seno.
Os arcos trigonométricos de 20°, 140°, 220° e 300° tém extremidades nos pontos C,

D, E e F, respectivamente, conforme mostra a figura.
Observando que: y

e Ce D sdo pontos do 12 e do 2° quadrante e que
sen 20° e sen 140° sdo as ordenadas desses pontos, D (140°)

respectivamente, temos sen 20° e sen 140° positivos; C (20°)
e [fe Fsdo pontos do 32 e do 4° quadrante e que sen 220° x

e sen 300° sdo as ordenadas desses pontos, respectiva- £ (2207

mente, temos sen 220° e sen 300° negativos. F (300°)

Variacao de sinal do cosseno
Ja foi apresentado que o cosseno de um arco trigonométrico é a abscissa da extremi- %R
dade desse arco. Como os pontos de abscissas positivas sdo os do 12 e os do 42 quadran-

te e os pontos de abscissas negativas sdo os do 22 e os do 3° quadrante, obtemos um o @ )
esquema de sinais para o cosseno como apresentado na figura.

Esquema de sinais
para valores do
Na figura do exemplo anterior, observando que: cosseno.

e Ce fsdo pontos do 12 e do 4° quadrante e que cos 20° e cos 300° sdo as abscissas
desses pontos, respectivamente, temos cos 20° e cos 300° positivos;

e D e Esao pontos do 22 e do 32 quadrante e que cos 140° e cos 220° sdo as abscis-
sas desses pontos, respectivamente, temos cos 140° e cos 220° negativos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS )

Exemplo

10.Calcule o valor da expressao: Resolucao
F—Sen 180°+ cos 180° — sen 270° a. Como 35°,130° e 290° pertencem ao primeiro, se-
sen 90° + cos 360° gundo e quarto quadrantes, respectivamente, te-
mos que: sen 35° >0, cos 130° <0 e sen 290° < 0.
Resolucao Logo,
Com base nos valores de seno e cosseno na circun- P=sen 35°-cos 130° - sen 290°
feréncia trigonométrica, temos: + - -

Concluimos, entao, que o produto Pé positivo.

f—Sen 180°+ cos 180°— sen 270° _

g

£

2

~ <

sen 90°+ cos 360° b. Como ndo apresentam T s S

: u " - o |27 5

0+(=1=(=1) o aunldade_grau,osnu 1 g

= =5=0 merosreais 1,2,3,4e5 S

T+1 2 Rah r o

devem ser identifica- 3 0 3

11. Determine o sinal, positivo ou negativo, de cada um dos com medidas em w314 oA ol E
, radiano. Assim, repre- Rl

dos produtos: fand _ E
sentando-os na circun- 4 3

. P=sen 35° - cos 130° + sen 290° NI L z
a sen 357 - cos 1307 - sen 290 ferénciatrigonométrica, 37“ ~4,71| ° 2
b. Q=sen1:cos2-sen3-cos4-senb5 temos: &
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Observando que os nimeros 1, 3 e 5 pertencem
ao primeiro, segundo e quarto quadrantes, res-
pectivamente, deduzimos que: sen 1> 0,sen 3> 0
esen5<0.

Observando que os nimeros 2 e 4 perten-
cem ao segundo e ao terceiro quadrante,

-

respectivamente, deduzimos que: cos 2 < 0 e
cos 4 < 0. Assim:

Q=sen1-cos2-sen3-cossL-senb
+ - + - -

Concluimos, entao, que o produto @ é negativo.

Mentes brilhantes

As origens da Trigonometria

0 astrénomo e matemético grego Hiparco de Niceia (190 a.C.-120 a.C.) é considerado um
dos precursores da Trigonometria (embora, na época, essa ciéncia nao tivesse ainda esse nome)

e foi pioneiro na construcdo de uma tabela com valores das razdes trigonomeétricas. Para isso,

utilizou a concepcdo babilonica da divisao da circunferéncia em 360 graus, a divisdo do grau

em 60 minutos e a divisdo do minuto em 60 segundos. Com base nessa graduacao, estabeleceu

os paralelos e os meridianos terrestres.

“O comentador Teon de Alexandria (séc. IV) atribui a Hiparco um tratado em 12 livros
que se ocupa da construcao de uma tdbua de cordas. Acredita-se que uma tdbua de cordas

posterior, devida a Claudio Ptolomeu, que fornece os comprimentos das cordas dos angulos

centrais de um circulo dado, de (%) ’ a180°, com incrementos de (

na de Hiparco. Divide-se o raio do circulo em 60 partes e se expressam 0s comprimentos

1

1 llustragao do
2

busto de Hiparco
de Niceia.

)o, pode ter-se baseado

das cordas sexagesimalmente em termos dessas partes. [...]”

EVES, H. Introduc@o a histéria da matematica.
5. ed. Campinas: Editora da Unicamp, 2011.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

21.0bserve a circunferéncia trigonométrica e calcule o

que se pede.
B(0, 1)

A(1,0)

A(—1,0)

8. 1) 21.d.0e -1

a.cosOesen0 21.a.1e0 d. cos%esen%

esen® 21.p.0e1 €. COS2me sen 2x
2 21.e.1e0

b. cosZ
2
C. coOstesenm 21.c.-1e0

22.0 valor numérico da expresséo

E=5cos x+ cos (2x) — sen —, para x= 180°, é&:
22, alternativa e

a. 0 b. -1 c. 1 d. 3 e, —3

23.Considerando que a variavel x possa assumir qualquer
83 valor real, respondam as questoes a seguir.

a. E possivel aigualdade 2 + 3 sen x=8? 23.a. nio

b. Para que valores reais de m é possivel a igualdade
2+3senx=m? 23.b.-1<m<5

Considere o texto a seguir para responder 0s exerci-
Cios 24 e 25.

83Uma particula se move sobre uma circunferéncia
de centro O e raio de 5 centimetros, no sentido
anti-horario e com velocidade escalar constante,
completando uma volta a cada 3 segundos. Um
sistema cartesiano ortogonal de origem O é fixado
no plano da trajetéria dessa particula, e a unidade
adotada nos eixos é o centimetro. No instante inicial
(t=10), a particula passa pelo ponto (5, 0).

24.A funcao que expressa a abscissa da posicao da par-
ticula em cada instante ¢, em segundo, é:

a. fll =3 cos 5;” d. f( = 2cos5§t
b. f(t) = 5c052§t e. flh = 5cos3§t

24, alternativa b

¢ flh= 3c053§t

25.A funcao que expressa a ordenada da posicao da par-
ticula em cada instante ¢, em segundo, é:

a. g(f)=2sen 5;“ d. g =5sen th
b. g(t) =sen 7= /nt e. gl =5sen gt

c. glty=sen2xt 25, alternativa d

82
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5. Reducio ao 12 quadrante: seno e cosseno

No estudo da Trigonometria no tridangulo retangulo, deduzimos a tabela

trigonométrica dos angulos notaveis.

Em razdo da igualdade entre a medida do arco e a do angulo central que de-
termina esse arco na circunferéncia trigonométrica, se consideramos 30°, 45° e
60° medidas de arcos trigonométricos, os valores dessa tabela permanecem os

mesmaos.

O objetivo do estudo deste tépico é relacionar o seno e o cosseno de um arco do
22, do 32 ou do 4° quadrante com o seno e o cosseno do arco correspondente no

12 quadrante. Para exemplificar, utilizaremos o quadro dos arcos notéveis.

Observe que esse quadro apresenta senos e cossenos de alguns arcos do
12 quadrante. Confira como usar esse quadro nos demais quadrantes acompa-

nhando os exercicios resolvidos a seguir.

Arcos notaveis

EXERCICIOS RESOLVIDOS

12.Usando o quadro dos arcos notaveis, calcule sen 150° e cos 150°.
Resolucao

A extremidade Mdo arco de 150° pertence ao 2° quadrante. Tracando
por Ma reta perpendicular ao eixo dos senos, obtemos o ponto P, cor-

sen 150° =sen 30° =%

cos 150° = —cos 30° = _g

13.Usando o quadro dos arcos notaveis, calcule sen 240° e cos 240°,
Resolucao
A extremidade Mdo arco de 240° pertence ao 32 quadrante. Tracan-

do por M a reta que passa pelo centro da circunferéncia, obtemos o
ponto P, correspondente de Mno 12 quadrante, conforme a figura.

Os pontos M e P tém ordenadas opostas e abscissas opostas.

Portanto:
sen 240° = —sen 60° = _g
oS 240° = —cos 60° = _%

14.Usando o quadro dos arcos notaveis, calcule sen 330° e cos 330°.
Resolucao

A extremidade Mdo arco de 330° pertence ao 42 quadrante. Tracan-
do por Ma reta perpendicular ao eixo dos cossenos, obtemos o pon-
to P, correspondente de M no 1° quadrante, conforme a figura.

Os pontos Me Ptém ordenadas opostas e abscissas iguais. Logo:

sen 330° = —sen 30° = _%

cos 330° = cos 30° =g

X sen x | cos x
oou® | 1 V3
30° ou 3 > 5
ooul | Y2 | V2
45° ou 4 > 5
oouX | V3 1
60° ou 3 5 >
~
seno
A P (180° — 150° = 30°)
A

respondente de Mno 1° quadrante, conforme a figura. Os pontos Me M (150()%;
P tém ordenadas iguais e abscissas opostas. Logo: K

—/////]cosseno

P (240° — 180° = 60°)

seno
K .
—’/////cosseno
M (240°)
seno

>
N

cosseno
M (330°)

m (360° — 330° = 30°)
-\A
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s.an(5. 1) P 1) ool )

, 21 c. % 2 2’ 2’ 2
EXERCIC'OS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.

26.Consultando o quadro dos arcos notaveis, calcule: a. sen (180° — a) =sen« 29. a. verdadeira
a. sen 120° 26. a. g d. cos 210° 26.d. —g b. sen (180° —a) = —sena  29.b. falsa
b. cos 120° 26.b.-} e. sen 300° 26.e. —\2/5 C. sen(180° + o) =sen o 26, c. falsa
c. sen 210° 26.c. _% f. cos 3007 2. f'% d. sen(180° + o) = —sena  29. d. verdadeira

27.Em cada um dos itens a seguir, determine as coorde-
nadas dos pontos assinalados.

. sen (360° — a) =sen « 29, e. falsa

m

f. sen(360° —a)=—sena  29. f. verdadeira
a. g. cos (180° — a) = cos « 29. g. falsa
/ 1 h. cos (180° — a) = —cos o 29. h. verdadeira
N g M (—2' E)
/ i. cos(180° + o) = cos a 20. i. falsa
s j. €0S(180° + o) = —COS & 29. j. verdadeira
P / Q k. cos (360° — a) = cos a 29. k. verdadeira
l. cos(360° —a)=—-cosa  29.1.falsa
b. A (Observacdo: mesmo que a extremidade do arco de
medida a nao esteja no 1° quadrante, as relacoes
N ] M anteriores que forem verdadeiras continuarao verda-
/ deiras. Verifique!)
[ >
30.0bserve que arcos trigonométricos de medidas opos-
tas, a e —a, tém extremidades simétricas em relagao
A2 A2 Q . ' .
P( > _2] -/ ao eixo das abscissas:
C sen sen
7N / e /
/ ) [0
Ccos Ccos
g —Q
/ TN
/
1 43
P——"0 (?' ‘TJ

Assim, concluimos que:
28.Consultando o exercicio anterior, calcule o valor da

expressao £em cada item a seguir. cos (—a) = cos «
1 —a)=—
a. E=sen %+cos %+sen —1;” 28.a.E=—5 sen (~a) = —sena
De acordo com essa conclusao, calcule:

2n 3n n V3
b. E=sen &=+ cos == - sen -~ 28.b.E="3

3 b 4 2 a. cos (—30°) 30.a. @ ¢. sen (—60°) 30.c. —g

29.0bse~rvando a flgurq, classifique cada uma das afir- b. cos <_£) s0.p. V2 d. sen <_E) 30.d._V3

macoes em verdadeira ou falsa. 4 2 3 2

31.Dado que a, e 6 sao medidas, em grau, dos angulos

/ internos de um triangulo, a expressao
180° *0(/. o

E=sen (x + P) + cos (x + P) + cos (@ + p — 180°)
€ equivalente a: 31. alternativa a

a. E=sen® d. E=—cos6

1807+ /360_a b. E=cos0 e. E=3cosH

c. E=—-sen®
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32.Um satélite artificial gira em torno da Terra descrevendo uma circunfe-
réncia cujo centro O coincide com o centro da Terra.

Ao plano da orbita desse satélite é associado um sistema cartesiano

ortogonal de origem O, em que a unidade adotada nos eixos € o quild-

metro. Emrelacao a esse sistema, o satélite gira no sentido anti-horario,
4mt

tal que a funcao f(t) = 300 cos —3~ expressaa abscissa da posicao do

satélite no instante t, em hora, em que t= 0 representa o inicio da me-
dicao do tempo, conforme ilustra o esquema a seguir.

a. Qual é aabscissa da posicao do satélite 1,5 h apds o inicio da medicao
do tempo? 32. a. 300 km

b. Qual é a ordenada da posicao do satélite 2,5 h ap6s o inicio da medi-
¢ao do tempo? 32.b. -150V3 km

¢. Qual é a medida, em quildmetro, do raio da orbita do satélite? 32. c. 300 km
d. Em quanto tempo o satélite completa uma volta ao redor da Terra? 382.d.1,5h

Para retomar os conteldos estudados, resolva os exercicios complementares 7 a 11.

6. Relacao fundamental da Trigonometria

Para qualquer arco trigonométrico de medida o, temos:

sena + cos?a =1

Vamos demonstrar apenas o caso em que a extremidade do arco de medida a € um
ponto do 12 quadrante; porém, é importante ressaltar que a relacédo continua verdadeira
mesmo que essa extremidade nao esteja no 12 quadrante.

Demonstracéao

Seja « a medida de um arco trigonométrico com extremidade no 12 quadrante, con-
forme mostra a figura a seguir.

M (o)

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo OMP, temos: (PM)? + (OP)? = (OM)>.
Sabemos que:

PM = sen o, OP = cos a e OM =1 (raio)
Logo:

sena + cos? o =1

Observe que, da relacao fundamental da Trigonometria, obtemos:

sena=1 — cos? a e cos’a=1—-sen?a

Antes de apresentar a
relagcao fundamental da
Trigonometria, enfatize o
significado da notacao
sen? a:sena = (sen )2
Por exemplo, sen? 30°
significa (sen 30°)?, que
éigual a (%)2 A mesma
explicacéo vale para
cos?a.

Demonstre na lousa a
relagcdo fundamental da
Trigonometria apenas

no 12 quadrante.
Proponha como
atividade complementar
a demonstragcao da
relagcdo fundamental da
Trigonometria nos demais
quadrantes.
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

15.Dado que sen a = % com % < o < 7, calcule o valor
de cos a.
Resolucao
2
sena + cos?oa="1= (%) + cos?a=1
- cos2q=1-1=-8 _+2\2
S.costa=1 9—9=>cosoc—_ 3

Como o &€ uma medida do 2° quadrante, concluimos
22

que cos a = —?2.

16.Determinar os valores de sen x e de cos x sabendo

que sen x=3cos xequen < x<%.
Resolucao
{senx=3 cos X (1)

sen? x+cos? x=1 (2)
Substituindo (1) em (2), obtemos:

(3cos X2+ cos?2x=1= 10 cos2x=1

€052 X = —+_ 1 _4+V10
.. C0S% X = 10=:»cosx__\m__ 70
Como x & uma medida do 3° quadrante, temos:
_ 410
C0S X=——5"
Substituindo cos x por ——“1100 em (1), obtemos:
_ 3410
sen x=—=25=

17. Resolver, em IR, a equacao na variavel x:

x> —2x+sen?a=0

Resolucao

Na variavel x, a equagao polinomial é do 2° grau.
Entao:

A=(-2P-4-1-sena=
=4 —L4sen*a=4(1 —sen?a)
Pela relagao fundamental, sen” o + cos? a = 1, te-

mos cos? a« = 1 — sen? a e, portanto, A = 4cos? a.
Assim:

_—(=2)+V4cos’a _2+2 cosa
- 21 - 2

= x=714cosx ou x=1—-cosa

X

=

Concluimos, entao, que o conjunto solugao da
equacao é: S={1+cosa, 1—cos o}

18.Um encanamento cilindrico esta apoiado em uma

canaleta em "V", conforme mostra a figura 1. A
circunferéncia de centro O da figura 2 representa
uma seccao transversal do cano, em que Ae Bsao

pontos de tangéncia da circunferéncia nos lados do
angulo APB, que representa uma seccao transver-
sal da canaleta. Se a distancia da circunferéncia ao

vértice P é 4 cmeoangulo OPA tem medida a, com
cos o = 0,6, calcule a medida do raio do cano.

Figura 1

Figura 2

Resolucao
Observando que os raios OA e OB sao perpendicu-

N <> > . .
lares as retas tangentes PA e PB, e indicando por R
a medida, em centimetro, do raio da circunferéncia,
esquematizamos, na figura 3, essas informacoes.

Do triangulo retangulo OPA, temos:

_ R
sena =45 (1)

Figura 3

Como cos a = 0,6, calculamos sen «a pela relacao
fundamental da Trigonometria:

sen?a + cos’a=1=sen’a+(0,6)>=1
s.sena+0,36=1=sen’a=0,64
s.sena=+0,8

Como a é medida de um angulo agudo, temos:
sena=0,8 (2)
De (1) e (2), deduzimos que:

-_R -
08= R+4=>R—O,8R+ 3,2

.. 02R=32=>R=16

Concluimos, entao, que o raio do cano mede 16 cm.
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¥ EXERCIiCIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

33.Dado que sen o = % e % < o < =, calcule o valor
de cos a. 33. —%
34.Sendo cos x = —% en<x< 3775 calcule o valor de

sen x. 34. —¥

35.Determine sen B e cos p sabendo que sen p = 2 cos f

en<B<3_2n 35.39”[}:-%;005[3:_?

36. Obtenha m, com m € R, tal que: sen x =

7*'”72*'1 36.m=2

m
L ©

Cos x=

37.No triangulo ABC, a medida do lado BC & 34 cm, e 0
angulo obtuso ABCtem medida «, com

8
cos a = —W Cc

A B

a. Copie esse triangulo em seu caderno e desenhe a al-

tura relativa ao lado AB.
37. a. Resposta no final deste livro.

b. Calcule a medida h da altura que vocé desenhou no
itema. 37.b.30cm

38.Resolva, em R, a equagao na variavel x:

X2+ 4x+ L cos?a=0
38.S={-2+sena, -2 —sen o}

39.Determine o valor do cos x, sabendo que

3sen2x—hsenx+1=Oeque0<x<%. 39.¥

(Sugestdo: faca a mudanca de variavel: sen x=y)

T
2

calcule o valor de sen x. 40. %

(Sugestdo: substitua cos? x por 1 — sen? x)

40.Sabendoques < x<meques4cos®x+5senx—5=0,

41.Duas polias de centros Oe O’ e raios 6 cm e 16 cm,
g respectivamente, sao conectadas por uma correia que
as tangencia nos pontos A4, B, Ce D, conforme mostra
afiguraaseguir, em que o é a medida do angulo agudo

formado pelas retas AB e 00, com cos o = 13 Calcu-
lem a distancia entre os centros das polias. 41.26 cm

B

Cc

42.Elabore um problema envolvendo uma situacao acerca
Bda relacao fundamental da Trigonometria. Depois,
junte-se a um colega a fim de resolver o problema

elaborado por ele.
42. Resposta pessoal.

7. Equacodes trigonomeétricas

Vérias situacdes do cotidiano envolvem questdes sobre distancias e angulos. Algumas
delas envolvem problemas que necessitam da resolucdo de equacdes trigonométricas

para serem solucionados. Observe a situacdo a seguir.

Um tdnel de 300 m de comprimento sera construido em linha reta, unindo dois pon-

tos, A e B, da base horizontal de uma montanha. Uma equipe fara a perfuracéo a partir de
A, e outra equipe, a partir de B. Para determinar a direcdo das perfuracdes de modo que

os dois trechos escavados se encontrem, um
engenheiro cartégrafo fixou um ponto C no
terreno préximo a montanha de modo que o
angulo ACB fosse reto e AC= 150 m.

Observe o esquema dessa situacdo, em
que a medida a do angulo ABC determina a
direcdo das escavacoes.

Para calcular a medida a, o engenheiro ob-
servou que no triangulo retangulo ABC tem-se:

sena:m:sena=1—

300 2

(Modelo didatico sem
escala e com cores
fantasia.)
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19.

88

Como « é a medida de um angulo agudo, conclui-se que o = 30°.
Assim, as escavacdes devem ser realizadas horizontalmente em linha reta, formando
um angulo de 30° com BC.

Note que, ao determinar o valor de «, obtivemos uma solucdo da equacdo sen o = %

Equacbes do tipo sen x = k ou cos x = k, sendo k uma constante real, sdo
chamadas de equagdes trigonométricas imediatas.

Resolucido de uma equacao trigonométrica imediata

Resolver, em um universo U, uma equacdo do tipo sen x = k (ou cos x = k), sendo k
uma constante real, significa obter o conjunto solugdo S formado por todos os valores
pertencentes a U que, atribuidos a varidvel x, tornam verdadeira a sentenca sen x = k
(ou cos x = k).

Resolveremos esse tipo de equagdo pelo método gréfico e, para isso, vamos utilizar o
que foi explorado em alguns tépicos neste capitulo, como o quadro dos arcos notaveis

20.

e as simetrias de pontos na circunferéncia trigonométrica.

Resolva a equagao sen x= % para 0 < x< 2.
Resolucao

Para determinar os pontos da circunferéncia trigono-
meétrica que tém ordenada % considerando apenas a
12 volta positiva, adotamos o esquema a seguir.

sen

Observe que os valores de x, com 0 < x < 2x, para

0S quais sen x= 1 sso:

>
—Toux=g_T_5n
X=goux=n—g="%
.c_Jm brn
Logo.S—{6,—6}

Resolva a equagao cos x= —% para0 < x< 2m.

Resolucao

Devemos determinar os pontos da circunferéncia
trigonométrica que tém abscissa —%, considerando
apenas a 12 volta positiva.

Observe, na figura a seguir, que esses pontos per-
tencem ao 22 e ao 3° quadrantes e, portanto, as

medidas dos arcos com extremidades nesses pon-
tos ndo estao no quadro trigonométrico dos arcos
notaveis. Para usar o quadro de arcos notaveis, va-

mos buscar no 12 quadrante um arco auxiliar, isto
1

€, UM arco cujo cosseno seja igual a 5

% (arco aukxiliar)

cos

Nesse caso, o arco auxiliar é o arco de medida Z,

. n_l
pois COS§— >

Finalmente, pelas simetrias, transportamos o arco
auxiliar para o 22 e 0 32 quadrantes.

Assim, os valores de x, com O < x < 2w, para 0s

quais cos x = —1, sao:

2

xR _21 o B4

X=T 3—3 OUX—Tt+3—3
.c_[2n 4Lnm
ogor5= (3. 5)

21.Resolva a equagao sen x= 1:

a. para0 < x< 2m;

b. emRR.
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Resolucao

a. Precisamos determinar os pontos da circunferén-
cia trigonométrica que tém ordenadaigual a 1, con-
siderando apenas a 12 volta positiva. O Gnico ponto
que satisfaz essa condicao é o ponto B, representa-
do na circunferéncia trigonométrica a seguir.

sen

5 (3)

NI

Assim, para 0 < x < 2x, temos:

—_

senx=1=>x=2

2
Logo: S= {%}

b. No universo IR, o conjunto solucao S da equacao
é formado pelos nimeros reais associados ao
ponto B nas infinitas voltas da circunferéncia tri-
gonomeétrica; logo:

S= {xe\R|x=%+k-2n, com keZ}

22.Resolva a equacao cos x=0:
a. para0 < x< 2m; b. emR.

Resolucao

a. Precisamos determinar os pontos da circunfe-
réncia trigonométrica que tém abscissa igual a
zero, considerando apenas a 12 volta positiva. Na
circunferéncia trigonométrica a seguir, os pontos
que tém abscissa zero sao Be B'.

53

0 cos

37:)

B'| =

( 2

Portanto, os valores de x, com 0 < x< 27, para 0s

quais cos x=0, sdo x=Z ou x=3%

2 2

.- [x 3n
Logo: 5= {2' 2 }

b. No universo IR, o conjunto solucao S da equagao
é formado pelos nimeros reais associados aos

pontos B ou B’ nas infinitas voltas da circunfe-
réncia trigonométrica; logo:

S={xelR|x=%+kn, com keZ}

23.Resolva a equagao 2sen? x+ cos x— 1 =0:
a. para0 < x< 2m; b. emR.

Resolucao

a. Quando uma equacao apresenta seno e cosseno,
um recurso Util para transforma-la em uma equa-
¢ao equivalente, que apresente somente seno ou
somente cosseno, é aplicar uma destas identida-
des: sen? x=1 — cos? xou cos®* x= 1 — sen® x.
Na equacao proposta, vamos substituir sen? x
por (1 — cos? x), obtendo:

2(1-cos?’x)+cosx—1=0=>
=>2-2cos’x+cosx—1=0
s.—2cos?x+cosx+1=0

Efetuamos a mudanca de variavel cos x = ¢,

obtendo:
=2t?+t+1=0
A=12—4+(=2)-1=9
s —=1+V9 _—1+£3 _ _ 1
t_2-(—2)_ 4 >t=1out= )

Como cos x=t, temos cos x=10u cos x= —%.

Resolvendo essas equagdes na 12 volta positiva,
obtemos:

s cosx=1=>x=0

cos

b. Observando que as raizes obtidas no item a es-
tao associadas a pontos que dividem a circunfe-
réncia trigonométricaem trés arcos congruentes,
temos, no universo R, o conjunto solucao S
da equagao:

S= {xe\R| x=k-2—“, com keZ}
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Reflexao: Resposta nas Orientacées
Especificas deste capitulo.

Para cada valor do
seno, ha infinitas
medidas de arcos
trigonométricos
que tém esse seno.

no, corrigindo-a.

\resultado? Resolucéao

. T
..(X~I

toge: 5= {3

Analise da resolugao: O estudante cometeu um erro ao admitir que a é
uma medida da primeira volta positiva da circunferéncia trigonométrica. Para

ANALISE DA RESOLUCAO

Apontem o erro cometido na resolucdo a seguir e, depois, refacam-na no cader-

Por que a Exercicio

calculadora N

cientifica apresenta Resolva a equacgdo sen 2x =1 para 0 < x < 2x.
apenas um

Awbstitmimde 20 pot O na equagie, temes: sem O = |

v
1 N

determinar o intervalo de variagdo de o, multiplicamos
por 2 os membros da desigualdade 0 < x < 2x, obtendo
0 £ 2x < 4x. Como a = 2x, concluimos que 0 < a < 4x, ou
seja, o € uma medida da primeira ou da segunda volta da

circunferéncia trigonométrica.
Assim, temos:

_x _on
O(—ZOUOC— 2
Como a = 2x, concluimos que:

_T _5n _T _5n
2x_20u2x_ 5 :>x_4oux_ 2

Logo: S = {%, 54—“}

v

TRABALHO E JUVENTUDES

As pessoas formadas em engenharia cartogréfica
trabalham com aquisicdo, processamento, representacao
e analise espacial da geoinformacdo. Conhecimentos
de Matemética, Fisica e Computacdo sdo essenciais
para o desenvolvimento de uma carreira na éarea. O
engenheiro cartégrafo tem como principal funcéo defi-
nir o posicionamento espacial ou a localizacdo sobre a
superficie terrestre e gerar informacdes que permitam
analises espaciais.

Além disso, esse profissional tem diferentes campos
de atuacdo, como na Topografia, Geodésia, Cartografia,
Sensoriamento Remoto, Agrimensura, Construgao Civil
e Geociéncias e Meio Ambiente.

No campo das Geociéncias, por exemplo, o profis-
sional pode desenvolver estudos sobre a evolu¢do do
planeta em todos aspectos, inclusive quanto a formacgdo
de rochas, minerais e conteddo fossilifero. A importan-
cia para a sociedade de pesquisas nessa area esta, por
exemplo, nos estudos acerca de mudancas climaticas e
ambientais que ja ocorreram no passado, pois isso pode
auxiliar na compreensao das alteracdes atuais e futuras
de mesmo tipo, sejam elas naturais ou causadas pelos
seres humanos.

Engenheiro cartografo

Profissional utilizando um instrumento de precisao
Optico que mede angulos verticais e horizontais
chamado teodolito, as margens da Rodovia Presidente
Dutra, em Lavrinhas, SP. Foto de 2020.

Elaborado com base em: JULIANI, C. Geociéncias USP: contribuindo para o desenvolvimento da sociedade brasileira.
Jornal da USP, 19 fev. 2024. Disponivel em: https://jornal.usp.br/artigos/geociencias-usp-contribuindo-para-o-
desenvolvimento-da-sociedade-brasileira/.; UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO (UFPE).

Engenharia Cartogréfica e de Agrimensura. EXPO UFPE 2023, 2023. Disponivel em: https://sites.ufpe.br/expoufpe/
engenharia-cartografica-e-de-agrimensura/. Acesso em: 12 jul. 2024.
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No exercicio proposto 46, ha uma forte tendéncia de os estudantes dividirem os dois membros da equacédo sen* x = sen? x por sen? x,
obtendo sen? x = 1. Explique que essa divisdo ndo é permitida, pois se perde a possibilidade de o sen x ser zero. Enfatize que a divisdo
dos dois membros de uma equagdo por um termo variavel s6 é possivel se esse termo for (com certeza) diferente de zero.

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

43.Resolva as equacgoes a seguir para 0 < x < 2x.

V2

=Nz —[n 3n
a. senx="5 43.a.s_{4, 4}
— \/7 3n 5n
b. cosx——T 43.b.S:{T, T}
—l _Jxn bz
C. cOSx=5 43 c.s_{g,@}
__1 _J7n 11x
d.senx=-3 43.d.5={{F 17}
e.cosx=1 43.e.5={0}
f. senx=0 43.£.5={0,n}
g.senx=3 43.9.S=0
h.cosx=-2 43.h.S=¢

44.Determine o conjunto solucao das equagoes a seguir
para0° < x< 360°.

a. COS X = % 44. a. S = {60°, 300°}

b. sen x= —g 44. b. S = {240°, 300°}
C. cosx=1 44.¢c.S5={0%
d. sen? x:% 44.d. S = {30°, 150°, 210°, 330°}

45.A propriedade do produto nulo, segundo a qual “o pro-
83duto de ndmeros reais é igual a zero se, e somente se,
pelo menos um dos fatores é igual a zero”, & de grande
utilidade na resolucao de certas equacoes. Aplicando
essa propriedade, resolvam as equacoes a seguir para
0<x<2m. _ T 3n
= 45.3-8—{0,5,3,?}
_Jm 5n 7=
45.0.5 = {Z, 21 Tx}
b. (2senx-1)(2cos x++3)=0

a.senx-cosx=0

3’73
(Sugestdo: Fatorem o primeiro membro.)

C. 2-senx-cosx+senx=0 45.c.S:{0 2n . 4“}

46.A soma dos valores de x, com 0 < x < 2x, tal que
sen* x=sen? x : 46. alternativa b

a. 0
b. 3n

n
¢3

d 2xn

3x

)

47.Equacao polinomial é toda aquela que pode ser re-
ggpresentada por um polindémio igualado a zero. Certas
equacoes trigonométricas podem ser resolvidas com
0 auxilio de uma equagao polinomial, bastando, para

isso, uma mudanca de variavel. Resolvam as equagoes
aseguirpara 0 < x< 2m.

a. 2 sen? x — sen x — 1 = 0 (Facam a mudanca de
i3 . _ _Jrm 7n 11n
variavel: sen x=y) 47.a.S= {E’ & T}
b. cos? x — 4 cos x + 3 = 0 (Fagam a mudanca
de variavel: cos x=y) 47.b. S = {0}

2 - — n 5n
C. 2sen’x+3cosx—3=0 47.c.s_{0,3, 3}

48.Um engenheiro projetou uma rampa reta e plana com
100 m de comprimento, que vai unir dois patamares
planos e horizontais entre os quais ha um desnivel
vertical de 50 m.

Iniciada a construcao a partir do patamar inferior, &
necessario determinar ainclinagao da rampa para que
aconstrucao termine exatamente no nivel do patamar
superior. Essainclinagao é a medida a do angulo agudo
entre o plano darampa e o plano horizontal. Determine
a medida o, em grau. 48. o = 30°

49.a.S:{xe\R|x:£+k~2noux:ﬁ+k-2n,comkeZ}

4 4
49.Resolva as equacgoes a seguir no universo R.
a. Cos x= g

b.senx=0 49.b.S={xeRIx=0+k-x, comkeZ}

C. senx—cos?x="1
1 49.c.S={xe|R|x=£+k-27r, comkeZ}

d. sen2x=§ ,2[ . .
49.d.S = {xe\R|x=Z+k-§,comkeZ}

50.No século XVIII, o matematico e naturalista francés
Georges-Louis Leclerc(1707-1788), conde de Buffon,
propds um método curioso para o calculo do nimero
7. A demonstracdo da validade do método é funda-
mentada na Trigonometria. Pesquise na internet
esse método e realize a experiéncia sugerida por
ele, constatando que, quanto maior o ndmero de
repeticoes do experimento, mais o resultado se
aproxima de =.

50.Respostas nas Orientacoes Especificas deste capitulo.

TN E @ Reflexdo: Respostas nas Orientacoes
Especificas deste capitulo.

Como resolver a equagdo sen x = 4 para 0° < x< 360°7

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 12 a 15.
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MATEMATICA SEM FRONTEIRAS )

Distancias no Sistema Solar

O matematico e astrbnomo grego Aristarco de
Samos (310 a.C.-230 a.C.) foi, pelo que se sabe, o
primeiro a lancar a audaciosa hipétese heliocéntrica (o
Sol no centro do Sistema Solar), antecipando-se em
1.700 anos ao astronomo polonés Nicolau Copérnico
(1473-1543), que usou o sistema heliocéntrico para
descrever os movimentos dos corpos celestes.

JPL-CALTECH/NASA

Fotomontagem comparando o didmetro da Terra e o da
Lua.

Aristarco foi pioneiro no calculo de distancias en-
tre corpos celestes. Um dos problemas a que dedi-
cou especial atencdo foi a determinagdo da distancia
entre a Terra e o Sol. Ele observou que, quando a
Lua é avistada da Terra em seu quarto crescente ou
minguante, os raios solares, que incidem na Lua,
sdo perpendiculares a reta que passa pelos centros
da Terra e da Lua:

L (Lua) S (Sol)

(Modelo didatico
sem escala e com
cores fantasia.)

$

T (Terra)

Além disso, Aristarco estimou a medida a do an-
gulo LTS. Com esse dado e conhecendo a distancia
d da Terra a Lua, podemos calcular a distancia TS da
Terra ao Sol da seguinte maneira:

d d
COS(X=T—S=> Ts=m

Tendo a distancia TS, podemos calcular outras
distancias no Sistema Solar. Por exemplo, se um pla-

neta P tem raio orbital menor que o da Terra e a

-

medida do dngulo PTS assume seu valor maximo f,

entdo o angulo TPS é reto, conforme esta represen-
tacdo esquematica:

PS: raio orbital
do planeta P

TS: raio orbital
do planeta Terra

(Modelo didatico sem escala
e com cores fantasia.)

Assim, a distancia entre o Sol e o planeta P (raio
orbital do planeta P) é dada por:
senﬁ=%=>SP= TS-sen B
Esse calculo fornece uma boa aproximacdo, pois
as orbitas elipticas dos planetas, além de poderem
ser consideradas coplanares, sdo muito préximas de
circunferéncia.

Elaborado com base em: COSTA, ). R. V. Aristarco de Samos
e a distancia Terra-Sol. Astronomia no Zenite, 21 jul. 2000.
Disponivel em: https://www.zenite.nu/aristarco-de-samos-e-
a-distancia-terra-sol; OLIVEIRA FILHO, K. S.; SARAIVA, M. F.
O. Distancias dentro do Sistema Solar. Departamento de
Astronomia do Instituto de Fisica da UFRGS, 18 out. 2023.
Disponivel em: http://astro.if.ufrgs.br/p1/node4.htm.

Acesso em: 11 jul. 2024.

Atividades gl Faca as atividades no caderno. l

Dado que a distancia entre a Terra e 0 Sol é de,
aproximadamente, 150.000.000 km, respondam
aos itens a seguir.

1. Oraio orbital do planeta Vénus (/) € menor que
o da Terra (7). Sabendo que a distancia entre o
— Sol(S)eoplanetaVVénus é de 108.204.000 km,

calculem um valor aproximado da medida ma-

xima que assume o angulo /7. 1.~ 46,17°

2. Pesquisem um método para o calculo da dis-

—=| tanciaentre o Sol e um planeta com raio orbital
maior que o raio da Terra. Redijam um texto
explicando o método. 2. Resposta pessoal.

3. Oraio orbital do planeta Marte (M) &€ maior que

o da Terra (7). Calculem a distancia aproxima-
da entre o Sol (S) e o planeta Marte, sabendo
que, quando o angulo SV Tassume sua medi-
da maxima, a medida do angulo 75M é 48,8°
aproximadamente. 8. ~ 227.721.000 km

)
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. (Enem) Em 20 de fevereiro de 2011 ocorreu a grande
erupcao do vulcao Bulusan nas Filipinas. A sua locali-
zacao geografica no globo terrestre é dada pelo GPS
(siglaem inglés para Sistema de Posicionamento Glo-
bal) com longitude de 124°3'0” a leste do Meridiano
de Greenwich.

Dado: 1° equivale a 60’ e 1’ equivale a 60”.

PAVARIN, G. Galileu, fev. 2012 (adaptado).
Arepresentacao angular dalocalizacao do vulcao com
relacdo a sua longitude na forma decimal é:

a. 124,02° c. 124,20° e. 124,50°
b. 124,05° d. 124,30°

1. alternativa b

2. A Lua gira ao redor da Terra em uma orbita quase
circular, com raio médio de 384.000 km, percorrendo

aproximadamente% rad por dia (24 horas) para leste

em relagdo ao Sol. Admitindo que essa orbita sejauma
circunferéncia, concluimos que a velocidade da Luaem
volta da Terra é: 2. alternativa e

a. % km/h d. Z-ZSﬂ km/h
b. 25.600x km/h e. 3-23& km/h

c. 12.800x km/h

3. Duas polias acopladas por uma correia tém 18 cm e
12 cm deraio, respectivamente, e a velocidade angular
da maior & de 1.000x rad/min.

Supondo que a correia nao seja elastica e nao derrape
em torno das polias, responda os itens a seguir.

a. Qual é a velocidade angular da polia maior em grau
por segundo? 3. a. 3.000%s

b. Qual é a velocidade angular da polia menor em ra-
diano por segundo? 3. b. 25z rad/s

¢. Quando a polia menor gira 3.000x rad, quantos ra-
dianos gira a maior? 3. c. 2.000x rad

d. Quando a polia maior gira 36.000°, quantos radia-
nos gira a menor? 3. d. 300x rad

4, Suponha que um observador do p6r do Sol esteja sobre
a linha do equador terrestre e que, por aproximacao,
a trajetoria aparente do Sol durante o ocaso seja
coplanar com o equador da Terra. Além disso, consi-

Faca os exercicios no caderno.

. Observe o pentagonore-

dere que o astro seja visivel durante 12 h do dia, com
velocidade constante.

Sabendo que o angulo de visada do disco solar, obser-
vado da Terra, mede 32’ (trinta e dois minutos angula-
res), aproximadamente, calcule o tempo transcorrido
no ocaso, desde o instante em que o Sol encosta na
linha do horizonte até o instante em que desaparece
completamente. 4.2 min 8 seg

Imagem aparente do Sol se aproximando da linha do
horizonte em Sdo Sebastidao, Sdo Paulo. Foto de 2022.

gular MNPQRde centro O, N
inscrito na circunferéncia
trigonométrica, com o
vértice N pertencente ao
eixo das ordenadas.

@
=

R

a. Obtenha a medida «, em radiano, com 0 < a < &,

do arco trigonométrico com extremo em M.
(Lembre-se de que a origem de todo arco trigono-

métrico é o ponto A) 5. a. 16

b. Obtenha todas as medidas p, em radiano, com
0 < p < 6m, dos arcos trigonométricos com extremo

Tn 27n . 47z

em Q. 5.b. 15 50 ¢ 0
¢. Obtenha todas as medidas 0, em radiano, com
—61 < 0 <0, dos arcos trigonométricos com extre-

moemR.  5.c. o _23mg 43t

10 10 T 10

. Considere os pontos da circunferéncia trigonométrica

associados aos nidmeros reais xda forma: x=n + k- %

com k € Z. Esses pontos sao vértices de um:
a. quadrado. d. octégono regular.

b. pentagono regular. e. decagono regular.

c. hexagono regular. 6. alternativa d

. Com o auxilio do quadro trigonométrico dos arcos

notaveis, calcule:

5n 1 o 1
a. sen 5 7.a. 5 c. cos 300° 7. .5

4Lz V3 n V2
b. sen 3 7.b. - d. cos I 7.d. 5

93

JUNIOR ROZZO/ROZZO IMAGENS



FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

GEORGE TUTUMI/ARQUIVO DA EDITORA

8. Na figura, a circunferéncia de c

centro Otem 12 cm deraio, e 0

angulo obtuso AO Ctem medida o
acomsena=0,8. o)
Calcule a medida da projecao

ortogonal do segmento AC so-

bre o diametro AB. 8.19,2 cm

. (UFMA) Simplificando a expressao

_ oS (n+ Xx) + cos (— x) + cos (x — X)
sen (— x) + sen (x — x) + cos x

com cos x# 0, obtemos: 9. alternativa d

a. A=cos x e A= 1

c. A=—cos x s
b. A=1

d A=-1

10.A piramide de Quéops (século XXVI a.C.), a maior do

Egito, tem como base um quadrado de 230 m de lado.
A reta que passa pelo centro da base e pelo ponto
mais elevado (vértice) dessa piramide é perpendicular
a base, e o segmento de reta com extremos no vér-
tice e no ponto médio ,

de um lado da base /
forma com o plano da /
base um angulo obtu- /
so de medida « tal que /

cos a = —0,6, aproxi- /

madamente. Calcule a &
medida, aproximada, da ~_ %
altura dessa piramide. sy

10. ~ 153 m
11.Cada pneu traseiro de um trator tem raio de 0,9 m, e

cada pneu dianteiro tem raio de 0,4 m.
Calcule adistancia entre os centros Te D de dois pneus

<>
de um mesmo lado do trator, sabendo que a reta 7D
forma um angulo obtuso de medida o« com o solo plano,

de modo que cos o = —%. 11.2,5m
T
D
0.9 04

(Sugestdo: obtenha cos (180° — a) e, em seguida,
sen (180° — «).)

12.Resolva as equagoes a seguir para 0 < x < 2.

a. sen x=§ 12.a.5 = {% %}

94

b. cos x= -~ 3
c. senx=—1 12.¢.5= {%ﬂ}

d. C052X=% 12.d.S= {%, 8 5x T

e. 2sen’x+7cosx—5=0 1293:{%’%}

13.Para suavizar o final de um trecho em aclive de uma

estrada, um engenheiro projetou-o com o perfil em
forma de um arcoBC de uma circunferéncia de centro
O e 39 m de raio. Os extremos B e C desse arco sao
pontos de tangéncia dos perfis AB e CD dos trechos

retos que antecede e sucede BC, respectivamente,
conforme a figura a seguir.

(Modelo didatico sem
escala e com
cores fantasia.)

— <> R
Dado que as retas AB e (D formam um angulo obtuso
de medida a, com cos a — cos (180° — a) = —1, calcule:

a. amedida p do angulo agudo BOC: 13. a. 60°

i — 13.b. 40,82 m
b. o comprimento do trecho BC dessa estrada.

14.A0 projetar uma bicicleta, os engenheiros de uma

inddstria determinaram que a medida a do maior an-
gulo de estercamento ocorre quando a roda dianteira
descreve uma circunferéncia com 130 cm de raio e a
traseira descreve uma circunferéncia com 65 cm de
raio. Calcule a medida o, em grau.

Circunferéncia descrita
pela roda dianteira

Circunferéncia descrita
pela roda traseira

(Sugestdo: quando a bicicleta, em movimento, esta na
posicao vertical, as projecoes ortogonais das rodas
sobre o piso plano e horizontal sao tangentes as cir-
cunferéncias descritas.) 14. « = 60°

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPiTULO 3

Além do processo de avaliacdo promovido pelo professor, € importante que vocég,
estudante, realize uma autoavaliacdo. O objetivo desse instrumento é mensurar seu nivel
de aprendizagem em relacéo ao assunto desenvolvido no capitulo. Para ajuda-lo nessa
tarefa, apresentamos as seguintes questdes.

1. Um ponto material em movimento circular uniforme percorre 16 cm a cada 8 min. Sa-
bendo que o raio da circunferéncia descrita por esse movimento mede 4 cm, responda as
questoes a seguir.

1.a.2rad
1. b. 5 voltas completas.

b. Adotando & = 3,14, quantas voltas completas o ponto material descreve em 62,8 min?

2. Calcule a medida x do arco trigonométrico da 12 volta positiva (0° < x < 360°) que possui
a mesma extremidade do arco de 1.140°. 2.60°

3. Copieacircunferéncia trigonométrica a seguir, no caderno, completando cada par ordenado
com a coordenada que falta. 3. Resposta no final do livro.

a. Quantos radianos percorre o ponto material em 8 min?

y Na secdo, propomos uma
avaliacao e uma ficha de
3 autoavaliacdo como ferramenta
(., _3) de estudo. Oriente os
2 estudantes a fazerem essas

atividades com atencéo e,
caso encontrem dificuldades,
incentive-os a revisitar os
contelidos estudados para
reforgar a compreensao.

ge )
(2]

(_1 ’ O)

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

2 &)
(-2
2]

4, Determine sen a e cos a sabendo que sen a = —4 cos a e % <a<m 4.COSa=—"gsen o=y

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo dos exercicios, retome as orientacdes para compor um re-
sumo, indicadas na secé@o Verifique o que vocé aprendeu no Capitulo 1, e elabore um
texto apresentando uma sintese dos conteldos estudados no Capitulo 3 a fim de ter
uma perspectiva geral sobre o seu desempenho neste capitulo. Se teve dificuldades ou
ndo resolveu algum exercicio, retome os conteldos abordados no capitulo. Apés algu-
mas tentativas, anote as ddvidas e converse com um colega que possa ajuda-lo. Se,
ainda assim, a ddvida persistir, pergunte ao professor na aula seguinte.

Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca metas diarias alcancéveis,
planejando seus estudos, passo a passo.
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Essa abertura possibilita um trabalho interdisciplinar com Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, explorando os instrumentos nauticos utilizados
pelos marinheiros durante o periodo das grandes navegacoes (astrolabio, quadrante, sextante etc.). Além disso, é importante propor uma
perspectiva da
decolonialidade,
relacionando a
chegada dos
portugueses

no Brasil e as
mudancas no
povoamento
indigena: de

mais de milhdes
de indigenas

que havia antes
da colonizagéo
portuguesa, em
1500 estava na
casa dos milhdes
de pessoas e

em 2000 mal
ultrapassava os
300 mil individuos,
segundo o IBGE.
Atualmente, esse
numero aumentou
para cerca de 1,7
milhao.

Para orientar esse
trabalho, pode-se
utilizar como base
fontes do IBGE
como a sugerida a

TANCREDI SCARPELLI - COLECAO PARTICULAR

seguir.

IBGE. Territério

brasileiro e povoamento: historia indigena. SCARPELLI, Tandredi. Partida das trés caravelas de Cristévao Colombo [The departure
In: Brasil: 500 anos de povoamento. IBGE: Rio de Janeiro, 2000. of Cristopher Columbus' three ships]. Litografia colorizada.

Disponivel em: https://brasil500anos.ibge.gov.br/territorio-brasileiro-e- ;.. : C\/ . : . o
povoamento/historia-indigena. him. Acesso em: 25 set. 2024. In: LORENZINI, Paolo. Storia dei Viaggiatori. Florenca: Nerbini, 1937.

Além da teoria

Durante o periodo das grandes navegagdes, os marinheiros
utilizavam um instrumento chamado de balestilha para medir
a altura angular de uma estrela ou a distancia angular entre duas
estrelas, a fim de determinar a latitude em que navegavam. A
balestilha é formada por uma régua geralmente de madeira,
chamada de virote, que atravessa no ponto médio uma haste
reta, chamada de soalha, que desliza perpendicularmente
ao virote.

1. Pesquise outros instrumentos utilizados no periodo das
grandes navegacoes.

SCIENCE SOCIETY PICTURE LIBRAR/GETTY IMAGES

2. Com a tecnologia, hoje dispomos de instrumentos de
navegacdo mais modernos. Em sua opinido, seria possivel
utilizar os instrumentos de navegacao do periodo das grandes
navegagées? Além da teoria: Respostas pessoais.
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1. Tangente de um arco trigonomeétrico

Assim como fizemos para o seno e o cosseno no capitulo anterior, vamos estender o
conceito de tangente para um arco trigonométrico, tomando por base a ideia de
tangente de um angulo agudo de um triangulo retangulo. Para compreender essa extensao,
considere o arco trigonométrico AM de medida o, com 0° < a < 90°, e o eixo real t
de origem A, com a mesma direcdo e a mesma orientacdo do eixo Oy e subdividido em
unidades iguais ao raio da circunferéncia trigonométrica, conforme mostra a figura.

Para determinar a tangente do arco ZW, prolongamos o segmento OM até sua intersec-
¢ao T com o eixo t.

No triangulo retangulo AOT, temos: y t

AT _ AT _
tg(x—OA— 1 = AT

Portanto, a tangente de a é a medida
do segmento de reta AT contido no eixo
real t, que passara a ser chamado de
eixo das tangentes. Ampliando essa
ideia, vamos definir a tangente para
qualquer arco trigonométrico cuja extre-
midade ndo pertenca ao eixo das orde- ] —1
nadas.

o

eixo das tangentes

/

Dado um arco trigonométrico AM
de medida a«, com M ndo pertencente
ao eixo das ordenadas, chama-se
tangente de o a ordenada do ponto T,

, . - <«<—>
que € a interseccao da reta OM com o /
eixo das tangentes.

o
K}> S o

Observe que o ponto M ndo pode coincidir com B nem com B, pois os prolongamen-

tos dos raios OB e OB’ nao interceptam o eixo das tangentes. Por isso, dizemos que nao
existe tangente de um arco com extremidade em B ou em B’; por exemplo, na 12 volta
do sentido positivo da circunferéncia trigonométrica, ndo existe tg 90° nem tg 270°.

Exemplo
. t
Para determinar tg 0° e tg 180°, marcamos na g
circunferéncia trigonométrica os pontos associa-
dos a 0° e a 180°, conforme indicado na figura.
Como as retas que passam por esses pontos e 180° o

pelo centro da circunferéncia interceptam o eixo
das tangentes no ponto de ordenada zero, con-
cluimos que:

tg0°=0etg 180° =0

Comente o texto
introdutério, mostrando
que a definicao de
tangente de um arco
trigonométrico é uma
extensdo da definicdo de
tangente de um angulo
agudo no triangulo
retangulo.

Reflexao: Observando o
eixo real t das tangentes,
na circunferéncia
trigonométrica,
constatamos que, por
qualquer ponto de t,
podemos tragar uma
reta passando pelo
centro da circunferéncia.
Isso significa que,

para qualgquer numero
real, existem arcos
trigonométricos cuja
tangente é esse numero,
isto é, a tangente pode
assumir qualquer valor
em R. Logo, ndo existem
0 menor nem o maior
valor da tangente.

O menor valor que
0 Seno e 0 Cosseno
assumem é -1 eo
maior valor deles

€ 1. Quais sdo o
menor e 0 maior
valor que a

tangente assume?

- J
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Variacao de sinal da tangente

Se um arco trigonomeétrico tiver a extremidade no
1° ou no 3° quadrante, o prolongamento do raio que
passa por essa extremidade interceptard o eixo das
tangentes em um ponto T de ordenada positiva.

tg

tangente
positiva

tg

Se um arco trigonométrico tiver a extremidade
no 2° ou no 4° quadrante, o prolongamento do raio
que passa por essa extremidade interceptara o eixo
das tangentes em um ponto S de ordenada negativa.

tg

[N

tangente
negativa

Ou seja, a tangente de um arco de medida « é positiva para os
arcos do 1¢ e do 3¢ quadrante e negativa para arcos do 2° e do 4°
quadrante.

Em resumo, podemos representar o esquema de sinais como
indicado no esquema de sinais para a tangente.

Pergunte aos estudantes: qual é o sinal de cada um dos numeros: tg 40°, tg 130°,

Apds a discusséao, apresente o resumo conforme o esquema de sinais para a

© A
® y
Esquema de tg 200° e tg 310°?
sinais para a tangente.
tangente.

EXERCICIO RESOLVIDO

1. Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das
afirmacoes a seguir.
a. tg65° > tg 50°
b. tg 140° < tg 110°
c. tg50°-tg310° <0

13
g g

<0
tg 1o 1675

Resolucao

a. Verdadeira, pois, representando tg 65° e tg 50°
no sistema trigonométrico, temos:

tg
1 1g65°

65‘,"” 1 g 50°

NI

Como as tangentes de 50° e de 65° sao positi-
vas, concluimos que a de maior modulo é a maior
das duas, isto &, tg 65° > tg 50°.

b. Falsa, pois, representando a tg 140° e a tg 110°
no sistema trigonomeétrico, temos:

110° '9

1402 ’\
A

" Lig 140°

Ltg 110°
Como as tangentes de 110° e de 140° sao nega-

tivas, concluimos que a de menor modulo é a
maior das duas, isto &, tg 140° > tg 110°.

c. Verdadeira, pois 50° pertence ao 1° quadrante,
onde a tangente é positiva, e 310° pertence ao
42 quadrante, onde a tangente é negativa; logo, o

produto tg 50° - tg 310° € negativo.

13n

d. Falsa, p0|s pertence ao 22 quadrante, onde a

1615

tangente é negatlva e —5— pertence ao 42 qua-

drante, onde a tangente também é negativa;
13n
'8 78

logo, o quociente 16x
B9

€ positivo.
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A tangente como razao do seno pelo cosseno

Com base no estudo do triangulo retdngulo, sabe-se que a tangente de um angulo agu-
do pode ser obtida pela razdo do seno pelo cosseno desse angulo. E possivel generalizar esse
fato para a tangente de qualquer arco trigonométrico de medida o, com cos o # 0.

sen o

Se um arco trigonométrico tem medida o, com cos a # 0, entdo tg o = €05 O

Demonstracéao

Faremos a demonstracdo para arcos do 12 quadrante, deixando como exercicio a
demonstracdo para os demais quadrantes.

Seja a a medida de um arco trigonométrico AM com a extremidade M no 12 qua-
e
drante, isto é, 0° < o < 90°; tracando a reta OM, obtemos:

tg Pelo caso A.A. de semelhanca de tridngulos,
temos AOTA ~ /AOMP. Portanto:
-
M AT _ PM
OA~ OP

Como AT=tga, OA=1, PM =sen a e
OP = cos «, concluimos que:

tga _ sen«
1 T cosa

 tga=sena
Cos «

Demonstre, apenas no
12 quadrante, a relagcéo
tg o= (sen )
(cos )
qualquer arco de medida
a cuja extremidade nao
pertenga ao eixo das
ordenadas.
Proponha, como
atividade, a
demonstracdo dessa
relacdo em qualquer
quadrante.
Com a participacdo dos
estudantes, explore na
lousa a resolucao do
exercicio resolvido 2.
A resolucéo proposta
para esse exercicio esta
alinhada ao pensamento
computacional, uma
habilidade que permite
resolver problemas
de forma eficiente,
utilizando conceitos da
computacgéo para criar
solugdes genéricas.

, para

EXERCICIO RESOLVIDO

2. Dadoquetga=3eque 180° <a < 270°, determine
o valor de sen a e de cos a.

3. Executar o plano elaborado

sen
tga=3
=
sen? o + cos? o= 1

cos
) {sen<x=3cosoc

Observacao

Lembre-se da relacdo fundamental da Trigonometria:
sen?o + cos? a =1

Substituindo (1) em (2), obtemo

(3 cosa)>+cos?a=1= 10
1

Resolucao
VVamos resolver esse exercicio por etapas.

1. Compreender o problema .. C0s2 o= g > Cosa==
Inicialmente, vamos identificar o que se pede no pro- NETo)
blema e quais sao as informagdes apresentadas por ele. e Tl

Neste caso, o problema apresenta o valor da tan-
gente de a, informa que a medida de a € maior que
180° e menor que 270° e pede para determinar o

valor do seno e do cosseno de a. Portanto, cos a = ——"1100,

2. Ellaborar um plano de rgsolugao ) Substituindo cos o por V1o -
Precisamos pensar e registrar um possivel plano 3710 10
para a resolucao do problema. =0

Para determinar o que se pede, vamos utilizar a re- 4. Verificar

sen? o+ cos? a=1

o _
(x_3

sen®o + cos? a=1

(1)

(2)
s
cos?a =1
T,
10 V10

Como o € uma medida do 3° quadrante, isto é
180° < o < 270°, seu cosseno é negativo.

(1), obtemos sena=

lagao fundamental da Trigonometria e escrever um
sistema de equacoes.

Resolvendo o sistema, obteremos os valores que o
problema solicita.

Para verificar a solugao do problema, podemos cal-
cular tg a pela razao entre os valores obtidos para o
seno e o cosseno de « e verificar se resulta em 3,

como é enunciado no problema. )

99




ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

1. Determine, se existir:

1. b. zero 1. c. ndo existe
a. tgm 1.a.zero b. tg360° c. tg270°
2. Dadoquetga=-2e % <a<m, calcule sen a e cos a.
2.cosa=—ﬁ;senu=&
3. Dado que cos a = —% e que 90° < o < 180°, calcule

tga. 3. -2v2

4. Na circunferéncia trigonométrica a seguir, a ordenada

doponto M é 3, t &0 eixo das tangentes e 0 angulo AOM

5
mede a.

Calcule:

a. aordenada do ponto P. 4. a.%

b. a medida do angulo AA'M, em funcio de . 4. b. 3
o 1
c. tg > 4.c.3

5. Para medir a altura AB de um paredao vertical cuja
base esta em um terreno plano e horizontal, uma
pessoa fixou um ponto O do terreno, conforme a
representagao esquematica a seguir, e mediu o0 angu-
lo ADB e a distancia OB. Sabendo que o angulo AOB
tem medida o, com sen o = % e OB=40m, qual éa
altura AB. 5.75m

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

o
\ o
o .
(Modelo
(e} 'B e
! ! didatico sem
| 40m | escala e com
[ A— .

cores fantasia.)

6. Pesquise um contexto que envolva arelagao entre tan-
83 gente, seno e cosseno de um anguloe elabore um pro-
blema. Em seguida, troque com um colega o problema

elaborado para que um resolva o problema elaborado

pelo outro. Por fim, analisem e discutam as resolucoes.
6. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiddos estudados, resolva o exercicio complementar 1.

2. Reducao ao 1°

quadrante

O fato de a medida de um arco trigonométrico ter a mesma medida do d@ngulo cen-
tral correspondente garante que a tangente de um arco trigonométrico seja igual a
tangente do angulo central correspondente. Como consequéncia, o quadro trigonomé-

trico dos angulos notéveis contin

ua vélido para arcos trigonométricos. Assim, acrescen-

tando os valores da tangente ao quadro trigonométrico dos arcos notaveis, temos:

Arcos notaveis

Arco x sen x Cos X
o ou X 1 V3
30° ou 6 > >
4500u L V2 V2
4 2 2
ooy & V3 1
60° ou 3 > 2

Para obter a tangente aplicam

os a identidade:

_sena
tg @ = Eo5

Conhecida a tangente de um arco trigonométrico do 1° quadrante, podemos calcular
a tangente do correspondente desse arco em qualquer quadrante, conforme apresenta-
do no exercicio resolvido a seguir.
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Com a participagéo dos estudantes, trabalhe na lousa a resolugcdo do exercicio resolvido 3. Resolva o item a e, depois, solicite aos
estudantes que resolvam os demais itens antes de ler a resolu¢ao apresentada no livro. Apds isso, eles podem comparar as estratégias
e respostas com as do livro e compartilhar com a turma, caso tenham pensando de maneira diferente para resolver.

EXERCICIO RESOLVIDO

\.

3. Consultando o quadro trigonométrico dos arcos
notaveis, determine o valor de:

a. tg 120° b. tg % c. tg 300°

Resolucao

a. O correspondente, no 12 quadrante, da extremi-
dade Mdo arco de 120° é o ponto P, extremidade
do arco de 60°.

Como os triangulos OTA e OT’Ada figura sao con-
gruentes, os pontos Te T tém ordenadas opos-
tas. Assim, concluimos que:

tg 120° = —tg 60° = —/3

tg
-
M - P tg 60°
120° 60°
0 A
tg 120°
T!

b. O correspondente, no 1° quadrante, da extremi-

dade M do arco de % € o ponto P, extremidade

doarco Z.
6

.
tg
T T
9} A

Observe que a ordenada do ponto Tda figura é
simultaneamente tg % etg % isto é:

3
s g-wE=T

c. O correspondente, no 12 quadrante, da extremi-

dade Mdo arco de 300° € o ponto P, extremidade
do arco de 60°.

\ Atg

tg 60°

tg 300°

T

Como os triangulos OTA e OT'Ada figura sao con-
gruentes, os pontos T e T possuem ordenadas
opostas. Concluimos que:

tg 300° = —tg 60° = —V/3

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

7. Consultando o quadro dos arcos notaveis, determine:

4Ly

a. tg 135° 7.a. -1 d. tg? 7.d. V3

b. tg 2% 7.b. . e. tg315° 7.e. -1

e ;¢ V8

c. tg225° 7.c.1 f. th a

. Observando a figura a seguir, classifique em verdadeira

ou falsa cada uma das afirmacgoes.
a. tg(180° —a) =tga d. tg(180° + a) = —tg «
b.tg(180° —a)=-tga e tg(360° —a)=tga

c. tg(180° +a)=tga f. tg(360° —a) = —tga

tg
t
180° — ar” |\ a g o
a. falsa
b. verdadeira
c. verdadeira
d. falsa N B
e. falsa 180° + a “tga
f. verdadeira
360° — o

(Observagao: mesmo que a extremidade do arco de
medida « ndo esteja no 12 quadrante, as relacoes ante-
riores que forem verdadeiras continuardo verdadeiras.
Verifique!)
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9. De acordo com as conclus6es obtidas no exercicio | 12.Considerando suas conclusdes no exercicio anterior,

anterior, simplifique a expressao: calcule:
£ tg(180° + X) _ tg(180° _ X) + tg(3600 _ X) d. tg (—%) 12. a. -1 C. tg (—3300) 12. C.%g
- tg(360° + X) ' b. tg(—120°)12.b. V3
considerando que existe tg xe que tg x# 0. 9. F = 1 13.Simplifique a expressio: £= tgln+a) —tg(2n—a)
tglr—a) +tg(—a)
10.(UFRGS-RS) Considere as afirmativas abaixo. considerando que existe tg a e que tg o # 0.
° o 10. alternativa d 138. E= -1
l.tg92° =—-tg 88 _ - =
14.Na circunferéncia de centro O, a corda AB mede
Il. tg 178° =tg 88° 12 cm e o maior arco determinado pelos pontos A
lll. tg 268° = tg 88° e B na circunferéncia tem medida 2«, em grau, CT
tg o =—1,2. Calcule a distancia do ponto Oa corda AB.
IV.tg 272° = —-tg 88°
14.5cm
Quais estao corretas?
a. Apenas | ellll.
b. Apenaslile V.
c. Apenas|, Il elV.
d. Apenas |, lll e lV. A
e. Apenas I, lll e IV.

11.Dois arcos de medidas Opostas quaisquer’ o e —a, 15.Uma praga de érea medindo 33.600 m? temOfOFmatO

tém extremidades simétricas em relacdo ao eixo de um paralelogramo AB(D, conforme mostraafigura,
dos cossenos. em que AB=280m, a e f sao as medidas, em grau, dos
tq angulos DABe ADC, respectivamente, e tg a = —2,4.
a. Calcule tg . 15.a.2,4
o9 b. Calcule tg (a + f). 15.b.0

(o]

. Calcule tg (2o + p). 15.¢.2,4

‘ d. No ponto Edo lado DC, com AE perpendicular a DC,
o ha um posto de informacoes turisticas. Qual é a
distancia entre esse posto e um turista parado no
ponto D? 15.d.50 m

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

41 (-0
/ 9 / /

Observando afigura, classifique em verdadeira ou falsa - A -
cada uma das afirmacaes.
a. tg (—a) = tg o 11. a. falsa
b. tg (—a) = —tg a 11. b. verdadeira
(Observagao: mesmo que a extremidade do arco de L=
medida o esteja em outro quadrante, arelacao anterior / / / /

que for verdadeira continuara verdadeira. Verifique!) (Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Conectado: Resposta no final do livro. Esse tipo de
atividade possibilita aos estudantes reconhecerem que
um grupo de problemas pode

ser resolvido por um mesmo

algoritmo, representado aqui ConeCtado
por um fluxograma; assim,

Para retomar os conteidos estudados, resolva o exercicio complementar 2.

s30 desenvolvidas habilidades Construa um fluxograma que permite obter a tangente de um angulo, dado
relacionadas ao pensamento 0 seno e o cosseno desse angulo. Em seguida, troque o fluxograma elaborado
computacional. Incentive-os com um colega e peca para ele verificar os passos que sdo apresentados no flu-
a comparar as respostas com . .

os colegas, validando-as e xograma. Por fim, discutam sobre eles.

reconhecendo que pode haver
mais de um procedimento que resolve um mesmo problema.
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3. Equacoes trigonométricas

Um caminhdo basculante, estacionado em um terreno plano e horizontal, tem a ca-
camba com fundo e laterais retangulares. Ela pode girar, no maximo, a graus em torno
de um eixo horizontal fixo em sua parte traseira inferior. Na figura, o ponto A representa
a localizagdo do eixo, e AB representa a base de uma lateral da cacamba. Quando esta
atinge sua inclinacdo maxima, o ponto B fica a 3 m de distancia da reta vertical e do
plano horizontal que passam por A. Qual é a inclinacdo méaxima o da cacamba?

A medida o do dngulo agudo de inclinacdo maxima da cacamba ¢ tal que:

tga= % >tga=1
Como «a é a medida de um angulo agudo, concluimos que a = 45°.
Note que, ao determinar o valor de a, obtivemos uma solug¢do da equacgdo: tg o = 1

Equacdes do tipo tg x = k, sendo k uma constante real, sdéo chamadas de
equacodes trigonométricas imediatas.

A resolucdo desse tipo de equacdo pode ser feita pelo método grafico, como fize-
mos para o seno e o cosseno. Para isso, precisaremos de resultados ja vistos, como o
quadro trigonométrico dos arcos notdaveis e a simetria de pontos na circunferéncia
trigonométrica.

Inicie o assunto
comentando o texto

de introducéo deste
item. Defina equacgéo
trigonométrica em
tangente.

Revise o quadro
trigonométrico dos arcos
notaveis e as simetrias de
pontos na circunferéncia
trigonométrica (o, ©* — o, €
21 — ).

Com a participacao dos
estudantes, refaga os
exercicios resolvidos
4 a 6, possibilitando que
eles utilizem diferentes
estratégias de resolugao
a fim de compara-las.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

~N

4. Resolvaaequagaotg x=1,para0 < x< 2m.
Resolucao

Marcamos no eixo das tangentes o ponto de orde-
nada igual a 1 e tracamos por ele a reta que passa
pelo centro da circunferéncia trigonométrica. Essa
retainterceptaacircunferéncia em dois pontos, con-
formeindicado na figura, aos quais estao associadas
as raizes da equacgao.

tg

ESE]

T+

ENE

5. Resolva a equagao tg x=—1:

Assim, considerando apenas a 12 volta positiva da
circunferéncia, que é o universo da equagao, temos:

_T _bn

X=7 oux=-==
.c_Jxm 5m
Logo.S_{h,—h}

a. para0 < x < 2m;
b. emR.

Resolucao

a. Marcamos no eixo das tangentes o ponto de or-
denada —1 e tracamos por ele a reta que passa
pelo centro da circunferéncia trigonométrica.

Essa reta intercepta a circunferéncia em dois
pontos, conforme a figura a seguir, aos quais es-
tao associadas as raizes da equagao.
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tg

Como esses pontos estao fora do 1° quadrante,
devemos buscar o arco auxiliar nesse quadrante,
de modo que possamos usar o quadro trigono-
métrico dos arcos notaveis:

tg

arco
auxiliar

Pelas simetrias, considerando o universo da
equagao, encontramos as solugoes:

_ 3z _7z
X——A oux——h.
Logo: 5= { 3F. 7}

-

b. No universoR, o conjunto solucao Sda equagao é
formado pelos ndmeros reais associados aos
pontos obtidos no item a, nas infinitas voltas da
circunferéncia trigonomeétrica; logo:

- =3n
S_{xe|R|x_ A + kr, com keZ}

6. Resolva a equagao tg x=0:

a. para0 < x< 27; b. emR.

Resolucao

a. Marcamos no eixo das tangentes o ponto P de
ordenada zero e, em seguida, tracamos por P a
reta que passa pelo centro da circunferéncia tri-
gonométrica. Essa reta intercepta a circunferén-
cianos pontos Ae A'.

tg

i
o

O,
»

Logo, no universo considerado, temos:
x=0o0ux=n
Portanto: S={0, nt}

b. No universo R, o conjunto solucao Sda equacdo é
formado pelos nimeros reais associados aos
pontos obtidos no item a, nas infinitas voltas da
circunferéncia trigonométrica; logo:

S={xeR|x=kn,com ke 7}

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

J

6

17.b.S={xe\R|x=£+kn, comkeZ}

EXERCICIOS PROPOSTOS

17.c.S={xe\R|x=%+kn, comkeZ}

Faca os exercicios no caderno.

16.Resolva as equagoes para 0 < x < 2m.

a. tgx=1\éé.sz{g’ ) c. tg)ﬁ;\%{? 5x)
b. tg x=-—=- d. tgx=—%
2 b.5 = {x, 7z} 16.4. 5 {8z, 1z}

17. Resolva, emIR, as equacoes dos itens b e c do exercicio
anterior.

18.Resolva a equagao sen x= V3 cos x, para 0 < x< 2r.

(Sugestdo: divida ambos os membros por cos x. Justi-

fique por que essa divisao é permitid%.)s _ [z 4n

19.0btenha o conjunto solucao das equacoes a seguir,

< . [z 5t 7z 1=z
paraO\x1<2n 19.a.s—{6, 6°' 6’ 6 }
24— 1
*X=3 to.ps-(z 25 4 5z 3 5 Tn)
b. (tg? x-3)(tg“ x-1)=0

(Sugestdo: aplique a propriedade do produto nulo.)
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c. tg? x—tg x=0(Sugestdo: fatore o primeiro membro
e aplique a propriedade do produto nulo.)

19.c.S = {o, n 5"}

T, 7
20.Resolva, em R, as equacoes: 4r 4

1+ tgx
a. i:tgx_%
20.a.S={xe\R|x=£+kn, comkeZ}

3+tgx—1=tgx 4

tg x

20.b.S:{xe\R|x:%+knoux:23—“+kn, comkel}

b.

21.Estudamos, naabertura deste capitulo, que durante o

periodo das grandes navegacoes, os marinheiros utili-
zavam um instrumento chamado balestilha. Para usa-
-lo, era preciso posicionar uma das extremidades do
virote proximo ao olho do observador (indicada por O)
de tal maneira que os extremos da soalha ficassem
sobre os lados do angulo A OB.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Assim, a distancia angular entre as estrelas era a
medida do angulo AOB, conforme mostra a imagem
a seguir.

21. a. Resposta no final do livro.
Um marinheiro mediu a distancia angular entre duas
estrelas, A e B, com uma balestilha cuja soalha tem
40 cm de comprimento e foi posicionada a 45 cm de
distancia do extremo O de observagao.

a. Representando por segmentos de reta o virote e a soa-
Iha, faca um esquema que descreva essa situagao.

b. Usando uma calculadora cientifica, obtenha a dis-
tancia angular entre as estrelas Ae B. (Na época das
grandes navegagoes, os marinheiros dispunham de

quadros trigonométricos para calculos como esse.)
22, Resposta pessoal. 21. b. Aproximadamente 48°

22.Elabore um problema envolvendo uma situacao con-

gtextualizada sobre equacdes trigonométricas. Em

seguida, troque com um colega o problema elaborado
— para que um resolva o problema elaborado pelo outro.
Por fim, analisem e discutam as resolucoes.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 3.

4. Secante, cossecante e cotangente

No tridangulo retangulo, estudamos trés razdes trigonométricas: o seno, o cosseno e

a tangente, que revisamos a seguir.

medida do cateto opostoaa

noa= - - =5
sen«a medida da hipotenusa a
a b cos medida do cateto adjacentea o
o = n - = =
medida da hipotenusa a
(o]
c .
medida do cateto oposto a « b
tga ==

~ medida do cateto adjacenteaa €

As reciprocas (inversas) dessas razées também sdo chamadas de razdes trigonomé-
tricas e recebem nomes especiais: a reciproca do seno é chamada de cossecante

(cossec), a do cosseno é chamada de secante (sec) e
cotangente (cotg), ou seja:

medida da hipotenusa

a da tangente é chamada de

cossec ax =

medida da hipotenusa
sec a =

=4a
medida do cateto oposto a o~ b

a

cotg a =

medida do cateto adjacente a « -c

medida do cateto adjacenteaa

medida do cateto oposto a « b

Generalizando, podemos definir as razdes reciprocas do seno, cosseno e tangente de
um arco trigonométrico de medida o, desde que seja obedecida a condicdo de existéncia

de cada razdo, da seguinte maneira:

COos o
sen o’

1

e cotg o =

para sen o # 0

® SeC O = ==c—, para cos o # 0

COSs o

® COssec o = se1Toc' p

ara sen o # 0
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Observe que, pela definicdo de cotg o, se além de sen o # 0 tivermos também cos a # 0, entéo:
Exercicio resolvido 7, item b: Se achar necessario,
mostrar aos estudantes outro modo de resolver: 1

o1 __1_3_3Y3_ cotg a =
cotg 30 “Ge0 3 B 2 =3 tg «
3

e N\
EXERCICIOS RESOLVIDOS
7. Calcule: 8. Resolva a equacao sec x=2 para0 < x< 2x.
a. cotg 30° b. sec 180° €. cossec 90° Resolugdo
Resolucao Condicao de existéncia: cos x# 0
E} secx=2= =2 3 g
a. cotg30°=0530° _ .2 _ 3 =< tosx= 3 2
sen 30 1 ’ ! <
2 S COSX== ! e
2 i 3
o 1 1 _ S _® . . _5n 1, Jcos |
b. sec 180 = 05 180° — =1 1 LX=3Fo0ux== 2 %
o 1 _1_ o { x 5n 5 £
€. cossec90°= <en90° — 7 =1 Logo: S 3 3 } 3
. J

Verifique se alguns estudantes tém conhecimento de linguagem de programagao e oriente-os a escrever um
pequeno programa que resolva a situagao proposta neste Conectado. Depolis, eleS\podem expor aos demais
colegas a estrutura utilizada e comparar com os algoritmos escritos por eles.

Conectado

29. Esse exercicio traz
informagdes e um pouco

Utilizando conceitos de programacao que estudamos anteriormente, escreva M
do aspecto histoérico dos

um algoritmo que permite calcular a cotangente de um angulo dada sua medida aquedutos, o que pode

em grau. Em seguida, troque o algoritmo com um colega e peca para ele verificar promover uma reflexéo sobre

se os passos estdo corretos. Por fim, discutam sobre eles. Conectado: impactos socioambientais das
Resposta pessoal. construcgdes, favorecendo o

trabalho com aspectos da area
de Ciéncias Humanas e Sociais

/ EXERCI’CIOS PRO POSTOS Fa’zglfsag)?esl:cfcios no caderno.

23.Calcule o valor numérico da expressao: 29. Um aqueduto é um canal destinado a conduzir agua
sec 60° + cossec 30° — cotg? 30° o5 1 por gravidade de um lugar para outro. Ele pode ser
E= sec 0° + tg 45° 2 construido sob o solo, em tubulacdes ou tlneis;
na superficie do solo, em valas; ou acima do solo,

24.Dada a funcao f(x) = 4 cossec % — sec (2x), calcule: sobre pontes.
a. f(3n) 24.a.-5 b. flr) + f(% 24.b. 13 Na Romgant?gaforam cqnstrufdosyérios aquedutos.
055 {E’ ﬁ} 0 primeiro f0|.o Aqua Appia, construido no ano 312 a.C.
4’ 4 Media, aproximadamente, 16,4 km de comprimento

25.Resolva a equagao cossec x= V2, para 0 < x< 2m. e tinha umainclinacao constante «, conforme sugere

26.(UFMG) Determine todos os valores de x perten- a figura, com cossec a = 1.640. Calcule o desnivel

. . = vertical, em metro, entre o ponto mais alto do canal

centes ao intervalo O, [ que satisfazem a equacao . . :
S te Xt 2 oS =3 sec x 26.% o 5 do Aqua Appia e o seu ponto mais baixo. (Embora o
g - 676 Aqua Appia nao fosse retilineo, o desnivel pode ser

calculado como se fosse.) 29.10m
27.Dadoquecotgx=3en<x< % calcule cossec x. )
27. V10 oF
28.Sendo « a medida de um arco trigonométrico do 2° oy 35
— _ S o<
quadra[\te tal que seca = .1,25, uma relacao correta FO e e - -
para o e: 28. alternativa ¢ = gcs’
""" S5&
a. sena=0,8 d. cotga=-2 e - ] 3<
Ponto mais alto i o
b. cosa=0,6 e. cosseca=—1,7 S mais baixo 2

do canal do canal

¢ tga=-0,75 (Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

106 Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 4 e 5.
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ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

5. Seno, cosseno e tangente
da soma de arcos

Um foguete, lancado verticalmente de um ponto A de um terreno plano e horizontal,
foi monitorado de um ponto P desse terreno. Quando ele atingiu 2.000 m de altura, em
relacdo ao solo, sua base situava-se em um ponto B que era visto de P sob um angulo
de 45° com o terreno. Logo depois, sua base situava-se em um ponto C tal que o angu-
lo BPC media o, com tg a = 0,2, conforme mostra o esquema a seguir. Que distancia
percorreu o foguete de B até C?

2.000 m

(Modelo didatico sem
45° ] escala e com cores
P A fantasia.)

Observando que o tridngulo retangulo ABP é isésceles, pois cada um dos angulos ABP
e APB mede 45°, deduzimos que PA = AB = 2.000 m. Assim, indicando por x a medida,
em metro, do segmento BC, temos:

tg (457 + o) = A8 EC 5 1g (457 4 o) = 2004

Observe que a continuidade dessa resolucdo depende do desenvolvimento da tangen-
te da soma dos angulos de medidas 45° e a. Esse tipo de desenvolvimento é o objetivo
deste topico, em que vamos estudar importantes identidades trigonométricas que envol-
vem o seno, 0 cosseno ou a tangente da soma de angulos ou de arcos trigonométricos.

Para entender a necessidade dessas identidades, vamos comecar pela anélise da sen-
tenca a sequir:

sen(a+ b)=sena+senb

Ela é verdadeira para quaisquer valores reais atribuidos as variaveis a e b?
Acompanhe o que acontece, por exemplo, ao atribuirmos as variaveis a e b os valo-

reswe %, respectivamente:

sen (n+%)=senn+sen%=0+1

c.sen 3n =1 Falso!
(F)=1  (ralsoh

Essa igualdade € falsa, pois sen (n + %) = sen <%) = —1. Concluimos, entédo, que a
sentenca sen (a + b) = sen a + sen b ndo é verdadeira para quaisquer nimeros reais a e b.
Conclusdes analogas sdo obtidas para o cosseno e a tangente.
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Se julgar conveniente, solicite aos estudantes que pesquisem a demonstragédo das identidades indicadas.
Eles podem fazer esse estudo e, depois, apresenta-lo aos colegas.

A seguir, apresentamos seis identidades, chamadas de férmulas de adi¢ao de arcos,
que nos auxiliardo em célculos do seno, cosseno ou tangente da soma ou da diferenca
de arcos trigonométricos.

Observacéo 1. sen (a+ b) =sen a-cos b+ sen b - cos a
Nas identidades (5) 2. sen(a—b)=sena-cosb—senb-cosa
e (6) estao pressu- 3. cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb
'ZOStaS. aSACOhdlgoeS 4., cos(a—b)=cosa-cosb+sena-senb
e existéencia. ] ta b
_ tga+tg
5.tg (a+b)——1 e @b
_ tga-tgb
6.1g(a-b)= 1+tga-tgb

Demonstracao da identidade (1) no 12 quadrante

Vamos considerar no 1¢ quadrante os arcos tri-

P —_ . N(@+b
gonométricos AM e AN, de medidas a e a + b, Ve, ( )
respectivamente, e tracar as perpendiculares 1

o ] S AXM (a)
auxiliares mostradas na figura. sen (a + b)U 1 R
Temos: b

~ ~ _ o a [
® POT 2 SRT, pois SR // OP 6] P O |A

e TNR = TOP, pois os triangulos TNR e TOP
sdo semelhantes

e Do triangulo ONR:

Observacédo sen b= % = R1—N RN =sen b
Demonstra-se que b= OR _ OR OR=cos b
a identidade (1) é COSD=DON=T
valida também para oA
medidas a e b fora * Do triangulo RUO:
do 1° quadrante. sena=9Y - _OU _ oy=sena-cosb
OR cosb
e Do triangulo RSN:
cosa:m— SN = SN=sen b-cosa

RN~ sen b
Como UV=SNe OV=PN, sen (a+ b) =% = %/ = OV = OU + UV, concluimos que:
sen (a+ b)=sena-cosb+senb-cosa

Demonstracao da identidade (5)

Pela definicdo de tangente e pelas identidades (1) e (3), temos:

Observacéao en @+ b)
tg(a+ b) = _sena-cosb+senb-cosa

cos (a+b) cosa-cosb-sena-senb

A demonstracdo da
identidade (6) é
analoga a demons- Dividimos o numerador e o denominador dessa expressdo por cos a - cos b (com

tracdo da identida- cos a - cos b # 0), obtendo:
de (5).

seng-cos b senb-cosa

tg(a+ by=C0sa-cosb’ cosa-cosh_ tga+tgb
cosa-cosb_sena-senb 1-tga-tgb
cosag-cosb cosa-cosb

Reflexao: Poderiamos destacar as condigdes de existéncia
para os arcos a e b, porém é mais simples salienta-las para tg a
e tg b. Assim, as condigdes de existéncia sao:

Para a identidade 5: existemtgaetgb,etga-tgb # 1

Para a identidade 6: existemtgaetgb,etga-tgb # -1

108

Reflexao

Quais sdao as condicdes de existéncia das identidades 5 e 67 j
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

9. Calcule sen 75°.
Resolucao
0 arco de 75° é a soma dos arcos notaveis de 45° e 30°.
Assim, temos:

sen 75° =sen (45° + 30°) = sen 45° - cos 30° + sen 30° - cos 45° =
V2 3, 1.¥2_V6 V2
2 2 2 2 4 4
sen 75° = 3 Z V2
10.Calcule cos 15°.
Resolucao
0 arco de 15° é a diferenca entre os arcos notaveis de 45° e 30°, nesta ordem.
Entao:
€os 15° =cos (45° — 30°) = cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30° =
_VZ.3,V2.1_+6 V2
-2 2 2 2 4 4
~.sen 15° =7\/€Zﬁ

(Nota: também poderiamos ter representado 15° como a diferenca entre 60° e 45°,
nesta ordem.)

11.Resolva, para 0 < x < 2w, a equagao:

sen (%+x) + cos (%+x> =3
Resolucao
sen (%+x) + cos (%+x) =V3 >

= sen L.cos x+senx-cos E+cos E-cos x—sen E-senx =3

3 3 6 6
E-cosx+1-senx+ﬂ-cosx—l-senx=\§=>2-ﬂ-cosx =3
2 2 2 2 2
L cosx =1
Logo: S={0}

A

dhw
NI

12.Calcule tg 105°.
Resolucao
0 arco de 105° é a soma dos arcos notaveis de 60° e 45°. Assim, temos:

tg60°+tg45° _ y3+1 _V3+1
—tg60°-tg45°  1-v3-1 1-+3
Racionalizando o denominador, concluimos que:

o_V3+1_V3+1.1+V3
tg 105° = - . —_2_3
& 1-v3 1-+/3 1+V3

tg 105° =tg (60° + 45°) = 7

Observe que os
valores obtidos
Nos exercicios re-
solvidos 9 e 10
sdo iguais (sen
75° = cos 15°).
Isso ocorreu por-
que os arcos de
75° e 15° sdo
complementares.

Com a participagéo
dos estudantes,
refaca os exercicios
resolvidos 9 a 12.
Eles podem ser
utilizados como um
instrumento avaliativo:
primeiro, proponha
aos estudantes que
leiam e conversem
acerca das resolugoes
apresentadas no livro;
depois, indique outros
exercicios similares

e verifique se os
estudantes conseguem
resolvé-los utilizando
as estratégias usadas
no livro ou outras
préprias.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

34.b.s:{xe\R|x:%+k-2noux:%+k-2n, comkez}

Faca os exercicios no caderno.

30.Calcule:
a. cos 75° b. sen 15° c tg ?—g
30,2, 012 30.p, Y62 30.¢.2+V3

31.Calcule o valor de cada expressao:
a. sen 10° - cos 20° +sen 20° + c0s 10° 3t.a. )

b. cos 5° - cos 55° —sen 5° - sen 55° 31. b.%
T _ g U
83~ 8935

C. ————=—"— 3i.c.1
Lo T
1+tg3 tg,I2
32.Dado que cos a = \/g e que 37“ < a < 2m, calcule
sen (7 +a). 32 —%

33.(UFJF-MG) A expressao sen (9 + %) + cos (9 + %)

em que 6 € um ndmero real, é igual a:
a. 1

b. tg (9+%>

c. cos O

d. sen 0 33. alternativa c

r_

34.Resolva a equagao sen (2

x)—cos(n—x)=1:

b. emR

a. para0 < x< 2m; 5
— [z 5
s4.a.5= {2 5}

35.Sabendo que tg x=2 V3, calcule:
a. tg (x+60°) 35.a.-2)% b. tg(x—60°) 35.b. %2

36.Considerando a a medida de um angulo agudo, com
tg « = 0,2, determine o valor de x tal que:

tg (457 + o) = 2900+ X

(Nota: ao resolver este exercicio, vocé tera concluido
aresolucao do problema que introduziu o tépico 5, na
pagina 107.) 36.1.000

37. Um pedreiro escorou duas vigas retas, AB e (B, em uma
parede vertical, de modo que os pontos A e C do solo
estao em uma reta horizontal que passa por um ponto
Dda parede, conforme mostra a figura a seguir.

parede

o
solo A 3m C

Calculeasomadas medidas a e p, em grau, dos angulos
agudos que as vigas formam com o solo.

(Sugestdo: inicie calculando tg (x + B).) 37.« + p = 45°

38.Em uma experiéncia, uma bola é abandonada em queda
livre de um ponto P, percorrendo uma trajetéria retili-
nea até atingir um ponto @ do solo plano e horizontal.

Deum ponto A4, distante 21 mde P(_de a21mdealtura,
emrelacao ao solo, abola é observada, registrando-se

sua passagem por dois pontos Be ( tais que 7B L /(ZY))
e m(CAQ) = «, conforme sugere o0 esquema a seguir,

comtga=0,4. Quedistanciaabola percorreude C a Q?
38.12m

e

N~ (Modelo didatico
. sem escala e com
Q cores fantasia.)

39.A figura 1, a seguir, mostra um painel solar retan-
ggular ABCD, com 42 m de comprimento, que gira
automaticamente em torno de um eixo horizontal, de
modo a captar a maxima energia da luz do Sol. O eixo
de rotacdo esta a 4 m de altura em relagao ao solo,
plano e horizontal, e une os pontos médios £ e Fdos

lados paralelos AB e CD.

Figura 1 o A Figura 2
/ // o Plano
,/q D Y ¥ Y/ 45° horizontal
o~ F E
E
4/2m c 4m
B B Solo

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Em dado momento, o painel tinha uma inclinacao
de 45° em relacao ao plano horizontal que contém o
eixo de rotacao. Em um momento depois, sua incli-
nacao tinha aumentado a graus, conforme sugere o
esquemada figura 2, com sen a = 0,6. Neste segundo

momento, qual era a distancia do ponto B ao solo?
40. Resposta pessoal. 39.12m

40.Inspirando-se nos exercicios anteriores, pesquise um

contexto que envolva as formulas de adicao de arcos

e elabore um problema. Em seguida, troque com um

—J colega o problema elaborado para que um resolva o

problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e
discutam as resolugoes.

) . Para retomar os conteddos estudados, resolva os exercicios complementares 6 a 9.
Aproveite os exercicios propostos 39 e 40 para fazer uma avaliagdo. Os estudantes podem ser organizados em duplas

110

estratégias de resolucao aos demais colegas.

ou trios e, de maneira colaborativa, resolver esses exercicios; depois, podem expor na lousa o problema elaborado e as
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6. Seno, cosseno e tangente do arco duplo

Durante um treino, um carro de Férmula 1 entra em um trecho reto AB da pista, enquan-

to é monitorado de um ponto P, distante 140 m de A, com PA perpendicular a ;A_B)
Quando o carro percorre 105 m desse trecho, a partir de A, ele atinge um ponto C, tal

que PC é bissetriz do angulo APB, conforme sugere o esquema. Qual é o comprimento
do trecho AB?

Sugerimos que
vocé assista ao
video Os angulos
e as torres, no
qual se analisa

a desproporcio-
nalidade entre a
medida de um
angulo e o seu

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.) seno (ou cosseno
ou tangente).
Sendo « a medida dos angulos APC e CPB e x a distancia AB, temos: Disponivel em:
105 3 https://m3.ime.

tga= 140 tga = 7y unicamp.br/

N => N recursos/1145.
tg 20 = 5= tg 20 = 5= Acesso em:

140 140 28 ago. 2024.

Note que a continuidade dessa resolucdo depende da relagcao entre tg a e tg 2a. Esse
tipo de relagédo é o objetivo deste topico, em que vamos estudar importantes identidades
trigonométricas que envolvem o seno, o cosseno ou a tangente do arco duplo.

Para iniciar esse estudo, vamos refletir sobre a questdo a seguir.

Na funcdo y = tg x, as medidas x dos arcos sao diretamente proporcionais aos corres-
pondentes valores y da tangente? Em outras palavras, na funcdo y = tg x, podemos
afirmar que tg (kx) = ktg x para qualquer constante real k?

Analisando um caso particular, vamos considerar um arco de 30° e um arco com o
dobro dessa medida, isto é, um arco de 60°, e comparar as tangentes desses dois arcos.
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Observando que tg 60° = V3 nao é o dobro de tg 30° = \?, constatamos que:

tg (2 - 30°) # 2 - tg 30°

Concluimos, assim, que, na funcdo y = tg x, as medidas x dos arcos nao sao direta-
mente proporcionais aos correspondentes valores y da tangente.

A ndo proporcionalidade entre as medidas dos arcos e os correspondentes valores da
funcdo é uma caracteristica comum a todas as fungdes trigonométricas. Por isso, para
cada uma delas, é necessario um estudo dos arcos multiplos: duplos, triplos, quadruplos
etc. A seguir, apresentamos trés importantes identidades envolvendo arcos duplos.

Observacao

Na identidade (3) 1. sen 2x=2-sen x * cos X

estdo pressupostas
as condicdes de
existéncia.

2. COS 2x = cos? x — sen? x

2 tg x
1-tg? x

3. tg 2x =

Demonstracéao

Substituindo 2x por x + x e aplicando as férmulas de adicdo de arcos, temos:
1. sen 2x = sen (X + X) = sen X * COS X + sen X * COS X = 2 * sen X * COS X
2. cos 2x = cos (X + X) = COS X * COS X — Sen X - sen x = cos? X — sen? x

tg x+tg x 2tgx

3. t92x=t9(x+x)=1—tgx-t9X=1—t92X

Como consequéncias de (2), temos as seguintes identidades.

® cos2x=2cos®>x— 1

e cos2x=1—-2sen?x

EXERCICIOS RESOLVIDOS A

13.Sabendo que sen x = % e que % < x < =, calcule | 14.Sabendo que cos x=%, calcule cos 2x.
sen 2x. -
. Resolucao
Resolucao

Sabemos que cos 2x = cos? x — sen? x
Sabemos que sen 2x = 2 - sen x - cos x; logo, para

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

esse calculo necessitamos também do valor de cos x.
Pela relagao fundamental da Trigonometria,

112

Substituindo sen? x por (1 — cos? x), temos:

C0s 2x=c0s?x— (1 —cos? x)=2-cos? x— 1

sen? x+ cos? x= 1, temos: Assim:
1\ 7
3y 2y 2,.1_9 _16 c052x=2~<—>—1=——
(5> +cos® x=1=cos* x=1 55 = 55 3 9
S.C0S X= :% -
15.Resolva, para 0 < x< 27, @ equagao sen 2x= 2 sen x.
Como x & um arco do 2° quadrante, temos: -
Resolucao
cos x= -4 o
nssi 5 Substituimos sen 2x por 2 - sen x- cos x, obtendo:
ssim:
2-5en x+C0s X=2-5en x= Sen x-Cos x=Sen x
_>5.3 < 4) _ 24
sen2x=2-z(—¢)=—-5¢
5 5 25 s.senx-cosx—senx=0=senx(cosx—1)=0
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Pela propriedade do produto nulo, temos: sen x= 0 ou cos x= 1
» senx=0 s cosx=1

cos

Portanto: x=0oux==x Portanto: x=0

Logo: S={0, =}

16.5Sendo tg x=5, calcule tg 2x.

Resolucao
2-tgx _ 2.5 __10
1—-tg2x 1-52 24

tg 2x=

Portanto: tg 2x= —2
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ANALISE DA RESOLUCAO

EReana-se com um colega. Apontem o erro cometido na resolucdo e conversem
sobre o que pode té-lo causado. Refacam a resolucd@o no caderno e depois conver-
sem com o professor e outros colegas para expor a estratégia de raciocinio usada
por vocés.

Exercicio
Resolva a equacgdo sen 2x = cos x, para 0 < x < 2r.

Resolucao
AN =Ceh X — LM X Coy X = o4 X

Dividinmde pstv coy % ambres o4 membhes dessa eqpatie, tomes:
LYW = | = v = é
Analise da resolucao: Ao
dividir por cos x ambos os
membros, o estudante admitiu
que cos x # 0 e, por isso,
perdeu a possibilidade de = cosx=0ousenx=1
cos x ser igual a zero. Como 2
consequéncia, perdeu raizes Resolvendo essas equagdes,
da equacgédo. Uma possivel concluimos que:
resolucado correta é obtida

Pela propriedade do produto
nulo, temos:
cosx=0ou2senx—-1=0=>

por meio de uma equagao X = % oux= 32_“ oux= % ou
equivalente com um dos 5
membros igual a zero. Observe: X = FE
sen 2x = cos X = 5 5

2 Sen X Cos X = COS X Logo: ={£ 3n n _ﬂ}
= 0goiS =155 5 6

s.2senxcosx —cosx=0=
=>cosx(2senx—=1)=0
ST

_X — 5T, = [T 5T
Loge, x = Zowx = G,WM/M&,&—{G, . /-

ELISA NIEVAS/ARQUIVO DA EDITORA

Reflexao

Quais sao as formu-
las de arco triplo?

Reflexao:

sen 3x = 3 sen x — 4 sen® x
cos 3x =4 cos® x — 3 cos x
3tgx —tg® x

tg3x= 1-31g° x

Vocé encontrara informagdes
nas Orientagoes Especificas
deste capitulo.
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

5 3r

41.Sabendo que sen x = 3 equer <x<= calcule
sen 2xe Cos 2x. —120. 19
41. sen 2x 169’ €08 2x 169

42.Dado tg x= 3, calcule tg 2x. 42.-3

43.Sendo o a medida de um angulo agudo, com tg a = %

determine o valor de x tal que tg 2a = 1—2:0
(Nota: ao resolver este exercicio, vocé tera concluido
aresolucao do problema que introduziu o tépico 6, na

pagina 111.) 43. 480

44.(Fuvest-SP) O valor de (tg 10° + cotg 10°) - sen 20° é&:

1 5
a5 d. 5
b. 1 ek 44. alternativa ¢
c. 2
45.Calcule o valor do cos x, sabendo que cos % = %
qo: = X 7
(Sugestao. COS X=C0S (2 2)) 45. — -
46.Dado que cos x=%e que0< x<Z, calcule cos%.
3
46. >
4

47. Resolva as equacoes a seguir no intervalo [0, 2x[.
a. sen 2x=cos x

b. cos 2x=sen x
C tg2x=—-tgx
V3

48.Sabendo que sen a=—=, calcule amedida do segmen-

L
to DA na figura a seguir. 48. 5

8

(Sugestdo: use o teorema do angulo externo de um
triangulo.)

49.Um helicoptero, que decola verticalmente a partir de
um ponto A de uma pista plana e horizontal, & obser-
vado de um ponto Bda pista, localizado a 28 m de A.
Ao subir21 m, até um ponto C, o helicoptero é visto sob
um angulo de medida o com a pista; e, quando atinge
um ponto D, é visto sob um angulo de medida 2a,
conforme a representacao esquematica a seguir.

(Modelo didatico sem
B escala e com cores
fantasia.)

28 m

A que altura, em relacdo a pista, esta o helicoptero ao
atingir o ponto D?
49.96 m

50.De um ponto P do espacgo, um astronauta vé a Terra
sob um angulo de medida 6, conforme indicado no
esquema.

P

0

(Modelo didatico
sem escala e com
cores fantasia.)

Admitindo que o raio da Terra mega 6.400 km e que
cos 6 = —0,62, conclui-se que o ponto P esta, em
relacao a superficie da Terra, a uma altura de aproxi-
madamente: 50. alternativa e

a. 300 km d. 623 km
b. 530 km e. 711 km
c. 580 km

51.Elabore um problema sobre as formulas de arco duplo
gue envolva uma situacao do cotidiano (utilize como
modelo os exercicios 49 e 50). Em seguida, troque com
—Jum colega o problema elaborado para que um resolva
o problema elaborado pelo outro. Por fim, analisem e

discutam as resolugdes.  51. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 10 a 12.

47. b.S={“ 5t 3“}

_/n = 51 3n n 51 3n
114 47.3.3—{6,2, 6 2} 6" 6 2

47.c.3={o, xo2n o

L 2, 4n 57:}

"3’ 3
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Os exercicios complementares propostos podem ser utilizados de diferentes maneiras. Por exemplo, pode-se indica-los logo apés a
resolucdo de cada segéo de exercicios propostos ou ao final do capitulo. E importante utilizar diferentes modos de organizagédo dos

estudantes, favorecendo o trabalho colaborativo entre eles. Um modo é organiza-los em pequenos grupos, propor que cada um

: EXERCI’CIOS COM PLEM ENTARES resolva alguns dos exercicios desta secado e, depois, que 0s grupos

troquem as resolugdes entre Faca os exercicios no caderno.

si, a fim de corrigi-las.

1. Uma escada em espiral sera
construida em torno de um
reservatorio cilindrico medindo
15 m de altura, dando exata-
mente uma volta ao redor do
reservatorio, desde um ponto
dabaseinferioraté umpontoda
base superior. O engenheirores-
ponsavel pelo projeto calculou
que a inclinagao da escada em
relagao ao plano horizontal deve
ser a, em toda a sua extensao,

comsenoc=%e0<oc<g.

Calcule a medida do raio da base do reservatorio.
(Observacao: planificando a superficie lateral de um
cilindro, obtém-se um retangulo.)
1. % m ou, aproximadamente, 3,18 m
2. Usando uma calculadora cientifica, Lucas obteve
tg 33° = 0,649407593 e tg 213° = 0,649407593.
— Como o visor dessa calculadora mostra apenas dez
digitos, ele ficou em davi-
dase essas tangentes sao
mesmo iguais ou apresen-
tam diferenca nas proxi-
mas casas decimais, nao
mostradas no visor. Como
Lucas poderia esclarecer
essa divida?

4. Um submarino, a 90 m de profundidade, detecta a
sua frente dois navios sob angulos de medidas o e
com a horizontal, conforme a representagao esque-
matica a seguir, de modo que cotg o = %

Calcule a distancia entre os navios.
4.201m

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

5. No instante em que observamos a Lua em quarto
crescente, os raios solares sao perpendiculares a reta
o que passa pelo centro da Terra e pelo centro da Lua,

conforme mostra o esquema.

PETER JORDAN/ALAMY/FOTOARENA

2. Sabemos que tg (180° + a) = tg «;
logo: tg 213° =tg (180° + 33°) = Sol
=1g 33°

3. Uma haste rigida medindo 15 cm de comprimento liga
o ponto Pdo extremo movel de um pistdo aum ponto Q
— da borda de uma peca circular de centro O e raio me-

dindo 5 cm. O movimento de vaivém do pistao faz o
ponto Qgirar em torno de O, como sugere 0 esquema

a seguir, em que a haste PQ e a circunferéncia estao no

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Considerando que no momento da observagao a dis-
tanciada Terraao Sol seja 1,5+ 108 km e que a medida a

mesmo plano. Qual é a medida maxima atingida pelo
angulo agudo QPO? (Dé a resposta com aproximacio

de trés casas decimais.)
3. a~ 18,435°

do angulo agudo formado pelas direcoes Terra-Lua e
Terra-Sol seja tal que sec « = 390,625, calcule a dis-
tancia da Terraa Lua. 5.384.000 km

. Faca o que se pede. 743
G.a.W
a. Sex+y=" senx=22 e T < x< g, calcule cos y.
4 13~ 2 /63
6.b. Y22
x V3 x ¢
b. Seoc—|3=§,cosoc=TeO<(x<§,calculesen[5.

c. Sea+ b=%etg a=3+3, calcule tg b. 6.c. —%
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7. alternativa b
7. (Ufop) Se sen (a + B) + sen (e —p)=m e
cos(cx+[3)—cos(a—ﬁ):n,emque0<a<%e
0<p< % entao pode-se afirmar que % equivale a:

cos f
. e =
b. —cotg p d. -tgp

8. Na figura, os triangulos ABC e ABD estao inscritos na
circunferéncia de diametro AB. Dado que AD = 1 cm,
=~ DB=7cm e AC= B( calcule a medida o, em grau, do

angulo CAD. 8. « ~36,87°

9. Uma placa de ago tem o formato de um triangulo
isosceles, ABC, retangulo em B. Para construir uma
esculturacom essa placa, um artista pretende corta-la
a partir do vértice A, separando-a em dois triangulos
de mesma area, conforme mostram as figuras a seguir.
Qual deve ser a tangente do menor angulo interno do

tridngulo ADC? 9.

A A A
B D C B D D C

10.(Ufes) Uma pessoa, quando situada a 300 metros de
uma torre, avista o topo da torre sob um angulo a em
relacdo a horizontal. Quando esta a 100 metros da
torre, elavé o topo da torre sob um angulo 2a (observe
a representacao esquematica a seguir). O nivel dos
olhos dessa pessoa esta a 1,6 metro da horizontal em
que esta situada a base da torre.

‘ i
' 300 m '

1.6mil

(Modelo didatico sem escala e com
cores fantasia.)

a. Determine o valor de . 10. a. « = 30°

b. Determine a altura dessa torre.

16 10. b. (1003 + 1,6) m ou, aproximadamente, 174,8 m

11.A linha ABCD na figura indicada a seguir simboliza o
perfil de uma laje que une dois pisos planos e hori-
zontais. Os segmentos AB e (D representam rampas,
sobre as quais serao construidas escadas, e BC repre-
senta um patamar horizontal cuja altura em relacao
ao piso inferior € metade da altura entre os dois pisos
horizontais. As rampas AB e (D tém inclinacdes a e
2a, respectivamente, em relagao ao plano horizontal.
Dado que o comprimento da linha ABCD é 15,6 m,
BC=1mecos a=0,96, calcule os comprimentos AB
e (Ddasrampas. 11.96me5m

Piso horizontal D

A Piso horizontal

12.Para construir a tampa de uma fossa séptica circu-
lar, os pedreiros utilizam conhecimentos praticos
relacionados a etnomatematica, ou seja, ao uso de
—Jconceitos matematicos no cotidiano sem recorrer a
formalizacoes tedricas. Para garantir que os tijolos
figuem corretamente alinhados ao longo da circunfe-
réncia, de modo que a tampa seja simétrica e estavel,
uma das estratégias tradicionais que eles costumam
usar é fixar uma estaca no centro da circunferéncia.
Nessa estaca, prendem um pedaco de madeira, que é
utilizado como guia ao rotacionar, garantindo que cada
tijolo sejaassentado com o angulo correto em relagao

ao centro, como na imagem a seguir.

Elabore um problema envolvendo a construcao da
tampa de uma fossa séptica, como a apresentada, po-
rém que explore as razoes trigonométricas estudadas
neste capitulo. Em seguida, troque com um colega o
problema elaborado para que um resolva o problema
elaborado pelo outro. Por fim, analisem e discutam as

resolucoes.
12. Resposta pessoal.

ORACICART/ARQUIVO DA EDITORA
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TRABALHO E JUVENTUDES | |J3=Ye[¢:11¢e)

Uma das profissdes mais antigas, o pedreiro trabalha na construcdo civil realizando
tarefas associadas a construcdo e a manutencao de estruturas de alvenaria.

O profissional, além de ter um bom conhecimento técnico sobre os materiais € o uso
das ferramentas, também precisa ndo sé saber ler um projeto no papel para transforma-
-lo em uma estrutura fisica mas também ter conhecimentos em Matematica.

Embora nédo seja 6bvio, a Matematica desempenha um papel importante na execucdo
do trabalho de um pedreiro. Ele precisa ter conhecimento sobre angulos, linhas retas,
retangulos, triangulos etc., pois esses conceitos sdo aplicados na medicdo e marcacao
das fundacgdes, paredes, pisos e tetos, garantindo a correta disposicao e alinhamento
dos elementos estruturais; precisa construir superficies niveladas e garantir que as
estruturas tenham o escoamento
adequado de 4gua, o que requer a
compreensao de conceitos como
propor¢ao, razao e porcentagem,
que sdo usados para calcular a
inclinacdo correta em tetos, pisos
e rampas; e precisa saber calcular
a area de uma superficie para de-
terminar a quantidade de tinta que
seré usada ou a quantidade de pisos
ou azulejos necessarios para cobrir
essa superficie.

Quer saber mais sobre essa
profissao? Faca uma pesquisa na
internet e compartilhe com os co-
legas um resumo das informagdes
que vocé obteve.

Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.

SERGIO RANALLI/PULSAR IMAGENS

Profissional instalando um piso tatil em uma calcada, essencial para orientar e garantir a
seguranca de pessoas com deficiéncia visual, facilitando a mobilidade em espacos publicos e
promovendo a inclusdo e a acessibilidade.

Profissional
verificando o
alinhamento dos
blocos assentados.

STURTI/E+/GETTY IMAGES

O contexto deste
Trabalho e juventudes
favorece uma
abordagem com o
TCT Trabalho e a
competéncia geral 6.
Incentive os
estudantes a
pesquisarem
conteldos
matematicos que
profissionais da
construcéo civil
utilizam em seus
trabalhos, valorizando
esses saberes a partir
de uma abordagem da
etnomatematica.

Os estudantes também
podem pesquisar o
salario de pedreiros no
municipio e determinar
a média salarial desses
profissionais.

Verifique se ha alguns
estudantes que
conhegam pessoas
que trabalham nessa
area e incentive-os

a compartilhar com os
demais os aspectos da
profissao.
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Com a secao Matematica sem fronteiras, exploramos textos sobre aplicagcées praticas do assunto desenvolvido no capitulo.
O conteudo apresentado tem dois objetivos: primeiro, contextualizar a teoria matematica por meio de situagdes reais; segundo,

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Sugerimos que o professor oriente os estudantes a
lerem o texto e a resolverem, em grupos, 0s exercicios
das atividades.

Vocé ja deve ter observado em grandes obras de
construgdo de estradas, pontes, viadutos, barragens
etc. um profissional olhando através da luneta de
um instrumento acoplado a um tripé. Esse instru-
mento dptico é o teodolito, usado em Engenharia,
Topografia, Agrimensura etc., para auxiliar em me-
di¢bes indiretas de grandes distancias ou alturas.

CANDYBOX PHOTOGRAPHY/ALAMY/FOTOARENA

Apoiada no tripé, a luneta permite que um ob-
servador, O, mire um referencial, A, ap6és o que o
teodolito indica a medida 6 do angulo agudo que
o segmento OA forma com o plano horizontal.

A

PAULO MANZI/ARQUIVO DA EDITORA

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Para entender melhor esse mecanismo, vocé
pode construir um teodolito caseiro, fixando um fio
de prumo no centro de um transferidor, conforme
mostra a figura 1. Com esse equipamento, é possi-
vel fazer medic¢des de angulos em relacdo a referen-
ciais inacessiveis. Por exemplo, mirando o topo de
um edificio na mesma reta da linha de fé do trans-
feridor, conforme mostra a figura 2, observa-se que
o fio de prumo estaciona sobre um ponto da escala
do transferidor. Considerando a medida associada a
esse ponto, calcula-se a medida do angulo que a li-
nha de fé forma com o terreno plano horizontal que
contém a base do edificio.

.

O teodolito

CIC/CICICICICICOTEIL Y

despertar a curiosidade dos estudantes para aplicagdes mais elaboradas. Nesse caso, exploramos um estudo sobre “O teodolito”.

Aproveite esse momento para propor aos
estudantes que acessem o Infografico clicavel:
Como funciona o teodolito 6ptico-mecanico.

(]3] X0[}/.\Y Infogréfico clicavel:

Como funciona o teodolito

Figura 1

i
Sl [

\

Figura 2
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6ptico-mecanico?

centro do
transferidor

I\

ok | Y
A

s

Dty

~—— fio de prumo

linha de fé

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Atividades

’ Faca as atividades no caderno. l

1. Quando o observador mirou o topo do edificio,
conforme mostrado na figura 2, qual era a me-
dida do angulo que areta suporte dalinha de fé
formava com o terreno plano e horizontal que
contém a base do edificio? 1. 40°

2. Se, na situagao mostrada na figura 2, o olho de

mira do observador estava a 1,73 m de altura
— em relacdo ao terreno e a 50 m de distancia do
edificio, qual é a altura do edificio? 2. ~ 43,73 m

~
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O contexto desta se¢cdo Educacao midiatica favorece o desenvolvimento das competéncias gerais 4, 5 e 7, pois os estudantes
poderdo desenvolver contetidos utilizando diferentes linguagens, utilizar tecnologias de comunicagéo de maneira critica e argumentar
com base em fatos e informagdes confidveis para formular e defender ideias que respeitem e promovam os direitos humanos.

EDUCACAO MIDIATICA

Organize os estudantes em grupos e proponha que leiam o conteudo desta se¢édo e anotem as opinides que surgirem
acerca do tema. Depois, eles devem apresenta-las aos demais grupos, e uma conversa com todos pode ser mobilizada.

Liberdade de expressao x discurso de 6dio

Organizem-se em grupos para ler os textos e, depois, res-
ponder as questdes propostas.

O direito a liberdade de expressdao e de pensamento é
fundamental nos Estados democraticos, como o Brasil, e ga-
rantido pela Constituicdo Federal de 1988. Ao dispor de li-
berdade de expressdao, as pessoas podem manifestar
publicamente ideias, criticas ou opinides sem temer represa-
lias ou censura. No entanto, o direito a liberdade de expres-
sd@o nado pode ser interpretado como um direito que esta
acima da dignidade humana.

Apbds a criacdo da internet, das midias e redes sociais, o
direito a liberdade de expressdao tornou-se foco de discus-
soes de instituicdes civis e juridicas, porque o limite entre

BASSANO VACCARINI. FOTO: JOEL SILVA/FOTOARENA

VACCARINI, Bassano. Direitos Humanos e
Liberdade de Expressdo. 1981. Escultura em

opinido pessoal e ofensa vem sendo ultrapassado com fre- cimento. Exposta em praca publica de Altinépolis
quéncia por determinados grupos e pessoas. (SP). Foto de 2009. O formato do painel lembra

O direito a liberdade de expressdo é garantido pelo Arti-  um livro aberto e os elementos sugerem dentincia
go 5° da Constituicdo e incisos IV e IX: e protesto pela liberdade.

Art. 52 Todos sdo iguais perante a lei, sem distincdo de qualquer natureza, garantindo-se aos brasileiros e aos
estrangeiros residentes no Pais a inviolabilidade do direito a vida, a liberdade, a igualdade, a seguranca e a proprie-
dade, nos termos seguintes:

IV - é livre a manifestacdo do pensamento, sendo vedado o anonimato;

IX - é livre a expressdo da atividade intelectual, artistica, cientifica e de comunicacao, independentemente de
censura ou licenca;

BRASIL. Constituicao da Republica Federativa do Brasil de 1988. Brasilia, DF: Presidéncia da Republica, 1988.
Disponivel em: https://www.planalto.gov.br/ccivil_03/constituicao/constituicao.htm. Acesso em: 14 jun. 2024.

O direito de manifestar livremente opinioes, ideias e pensamentos faz parte do tratado de uma sociedade democra-
tica e simboliza a liberdade de expressao. Exercé-la requer responsabilidade, consciéncia e informacao para que seu
exercicio seja legitimo. Vale lembrar que a liberdade de expressdo esbarra no respeito a opiniao do outro e respeito a
sua integridade moral. Esses também sao principios democréticos de uma sociedade que contempla o bem-estar e
integridade de todos.

A defesa daliberdade de expressdao na web tem que considerar esses principios para que nao haja distor¢ao do seu
exercicio. Para tanto, se faz necessaria a educacdo on-line, no sentido de orientar um comportamento que considere
os Direitos Humanos o pilar de orientagdo da conduta, individual ou coletiva, na vida real e também na internet. |...]

O EXERCICIO da liberdade de expressdao como manifestacdo democrética. Safernet Brasil, [s. d.].
Disponivel em: https://new.safernet.org.br/content/liberdade-de-express%C3%A30. Acesso em: 14 jun. 2024.

De acordo com os textos, a liberdade de expressdo é garantida por lei, mas é preciso utilizd-la com res-
ponsabilidade, pois liberdade de expressdo nao é liberdade de agressao.

O que é o discurSO de 6dio7 Pergunte aos estudantes o que é discurso de édio para eles e peca que anotem.

Depois, eles devem ler o conteudo que explica isso e retomar suas anotagoes,
para ampliar a compreensao do tema.

Conteudo que...

Ii ... incita ou incentiva a violéncia contra uma pessoa ou um grupo de pessoas por meio de expressdes
racistas, homofébicas, transfobicas, discriminatérias e miséginas, como os ataques contra as mulheres,
entre outras manifestacdes.

I‘ ... desumaniza e inferioriza todas as pessoas de um grupo.

Ii ... tem como alvo grupos que, historicamente, sofreram, e ainda sofrem, preconceito e discriminagéo.

Oriente os estudantes a tabular os dados obtidos na pesquisa utilizando os recursos de uma planilha eletrénica, se possivel; assim,
eles podem representar os dados por meio de graficos e produzir um relatério com base na analise grafica.
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Incentive os estudantes a fazerem uma pesquisa acerca de como o discurso de 6dio chega nas
pessoas. Por meio de um questionario andnimo realizado na escola, eles podem obter informacdes e
categorizar as principais motivagdes para essa pratica danosa, as quais podem estar associadas ao
racismo estrutural, a questdes de género, xenofobia, LGBTfobia, entre outros. E relevante expor os
Fi tento! dados obtidos e propor praticas que (_:ultivem a valorizagao da diversidade,
Ique atento: ,y,rgando aspectos das competéncias gerais 9 e 10.

Até mesmo pessoas do nosso convivio podem promover discurso de
6dio, mas, quando ele é disseminado por figuras publicas com muitos
seguidores, esse tipo de discurso pode viralizar.

Assuntos polarizados, em que um grupo (ou uma pessoa) considera
inimigo quem é diferente ou pensa diferente, tendem a produzir esse
tipo de discurso.

Quanto maior o alcance de uma publicacdo com discurso de 6dio,
maior é a chance de incentivar atos violentos contra alguém ou con-
tra um grupo de pessoas.

Postagens que tém discurso de 6dio repetem os padrées de precon-
ceito, discriminacdo e desumanizacdo de pessoas ou grupo de pes-
soas que ja existem na sociedade. O fato de indmeras postagens
serem andnimas e viralizarem protege os abusadores e expde as viti-
mas continuamente.

Explore o que é importante fazer

Atitudes para enfrentar discursos de 6dio x perceber um contetido com

discurso de 6dio nas redes sociais. Incentive os estudantes a compartilharem as melhores agdes com a
comunidade escolar a fim de promover a cultura de paz.

(p Utilize o siléncio estratégico
Ao receber uma postagem com discurso de
6dio, vocé pode ignora-la e ndo reposta-la,
contribuindo para ela nao se replique.

)
™ O principio da
liberdade de
expressao nio pode

provar o discurso de 6dio, como
captura de tela do contetdo e en-
derecos eletrénicos dos envolvidos.

Serusado como

defesa por quem
dissemina o Gdio!

CASSIO BITTENCOURT/ARQUIVO DA EDITORA

] . - - Elaborado com base em CUNHA, J.; AFONSO, N. Elei¢des
L ) Edite informacdes para nao sem 6dio: como a desinformacio e o discurso de 6dio
( propagar discursos de odio podem inﬂuenciar. pessoas durante o periodo eleitoral.
R . Safernet Brasil, 2022. Disponivel em: https://saferlab.org.br/
Se vocé receber um conteddo que tenha de- eleicoessemodio.pdf. Acesso em: 17 jun. 2024.
sinformacao ou discurso de 6dio e considerar
importante ajudar a combaté-los, apague as
mfo‘rmago.es do‘autor ou da fonte original (in- Atividades [Faga as atividades no caderno. |
clusive o link) e informe na sua postagem que
se trata de uma desinformacao ou de uma Ainda, em grupos, com base nas informacdes
agressao. apresentadas, respondam as questdes e fagam
_222 N3o reaja e ndo comente para nao B

dar destaque

O mais importante quando recebemos ou nos
deparamos com publicacdes ou contetidos que
sejam mentirosos ou preconceituosos é nao in-
teragir com eles. Qualquer comentério ou rea-
¢ao (inclusive um emoji manifestando que vocé
€ contra aquele contelido) vai engajar a publi-
cacdo e fazé-la chegar a mais pessoas.

Denuncie

E importante sempre denunciar conteldos
com discurso de 6dio na propria plataforma
em que foi produzido e em outros meios,
como os sites de agéncias que conferem infor-
macdes ou denunciando em uma delegacia
on-line com a ajuda de um adulto. Para isso,
reina o0 maximo de informacdes possivel para

1. Leiam esteinciso da Constituicao Federal de 1988:
"I/ - é livre a manifestacao do pensamento, sendo
vedado o anonimato”. O que significa “sendo ve-

dado o anonimato”? 1. Significa que as pessoas
devem ser identificaveis ao expressar suas opinioes.

2. Vocés conhecem pessoas que ja foram vitimas
de discurso de 6dio? 2. Resposta pessoal.

3. Reflitam sobre as ideias apresentadas ao receber
ou se deparar com publicacées que reproduzem
discursos de 6dio. \/océs pretendem mudar alguma

atitude em relacao a essas praticas?
3. Respostas pessoais.
4, Para compartilhar atitudes cidadas que combatam

desinformacao e discursos de ddio, criem uma
campanha incentivando a conferéncia de infor-
macoes em sites especializados e o combate aos
discursos de 6dio com base nas informagoes que
foram apresentadas. 4. Resposta pessoal.
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTULO 4

Para aperfeicoar os estudos, vocé pode retomar os exercicios propostos no decorrer
deste capitulo, rever suas resolucdes ou utilizar os Exercicios complementares para estu-
dar com os colegas. Vocé também pode utilizar as questdes propostas a seguir para verifi-
car sua aprendizagem.
tg 60° + tg 150° — tg 180°

tg 210° — tg 300° '

1. Qual das alternativas apresenta o resultado da expressao £=

a.% b.—% c.% d. 4+2V3 e. 4—2V3
1. alternativa a
2. Quais sao os valores de sena e cosa tais que tgo = % e0<a< % ?
_5 _4 _3 _4 _3 -3
a.sena=zecosa=x Csena=zecosa=g¢ e.sena=zecosa=g
_4 _3 _3 _5 2. alternativa ¢
b.senoc_secosoc_S d.sena_aecosoc_h
3. Dadoquecotgx=2equen<x< % entdo sec x é&: 3. alternativa e
a. secx= _5 C. secx= _2¥5 e. sec x= _5
5 5 2
b. secx:% d. secx:?

4. No quadrilatero ABCD, a seguir, os angulos DACe (ABtém medidas iguais.

Sabendo que AD =5 cm e DC= 3 cm, calcule a distancia do ponto D a reta 7B,

a. 4,5cm 4, alternativa d

O conteudo
desta secao

é mais um
momento
oportuno para
fazer uma
avaliacao dos
estudantes
que pode estar
associada a
autoavaliagéo
proposta

por meio da
Ferramenta de
estudo.

b. 4,6 cm c
C. 4,7cm
d. 4,8cm
e. 49cm o .
A B

Ferramenta de estudo

O mapa conceitual € uma ferramenta que representa de forma gréfica as relacées entre
conceitos, ou entre palavras que usamos para representar conceitos.
A seguir, apresentamos uma sugestao de elaboracdo de um mapa conceitual.
1. Retome os tépicos deste capitulo e faca um levantamento de informacdes relevantes para
a elaboracdo do mapa. Por exemplo: conceitos, palavras-chave, situacdes-problema etc.

2. Escolha uma estrutura para o mapa e defina os recursos visuais que serdo utilizados.
Por exemplo: caixas, linhas, setas, cores, imagens, entre outros.

3. Organize a sequéncia das informacdes compondo ramificacdes que relacionem os
conteldos.

Agora, construa um mapa conceitual utilizando o que vocé aprendeu neste capitulo.

Se teve dificuldades em construir o mapa conceitual ou ndo resolveu algum exercicio,
retome os contelidos abordados no capitulo. Apds algumas tentativas, anote as davidas e
converse com um colega que possa ajuda-lo. Se mesmo assim a divida persistir, pergunte
ao professor na aula seguinte. Gerencie bem seu tempo de estudo em casa e estabeleca
metas didrias alcancaveis, planejando seus estudos passo a passo.
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Vé

CAPITULO

Funcoes

trigonomeétricas
e resolucao de
triangulos

Discotecagem

Basicamente, o equipamento de um DJ (disc
jockey) é composto de dois toca-discos e um
mixer, que permite que duas musicas sejam sin-
cronizadas. Assim, o Df consegue misturar os sons
das mdsicas, passando de uma para outra sem in-
terromper a batida, mantendo o agito da festa.

Afigura 1 representa um trecho de cinco se-
gundos de uma mdsica. O som do primeiro dis-
co, representado pelo gréafico amarelo, agita o
publico com uma musica de 144 bpm, um rit-
mo bem intenso. Pelos fones, s6 o DJ ouve o
som do segundo disco, representado pelo gréfi-
co azul, com a musica que vai entrar em segui-
da. O ritmo original dela é menor, 120 bpm.

Com o pitch do toca-discos em que esta o
segundo disco, o D aumenta a rotacdo do apa-
relho, acelerando o ritmo da musica até as mes-
mas 144 bpm da musica ouvida pelo publico.

Igualadas as bpm das musicas, na hora certa
o DJ pode deixar o som do segundo disco ir
para as caixas, sobrepondo-o ao do primeiro
disco e trocando-os sem pausas (figura 2).

Figura 1.

Os picos do grafico , .

s8o as batidas da Além da teoria
musica, como uma
percussao pulsando
periodicamente.

Um dos jeitos de
contar esse ritmo

€ em batida por
minuto (bpm).

FABRIKASIMF/SHUTTERSTOCK
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Além da teoria: Respostas pessoais.

Figura 2.

1. Vocé ja foi em uma festa com D e percebeu a troca de musicas?
2. Como o ritmo de uma musica pode influenciar o “agito” da festa?

3. Assituacdo apresentada envolve movimentos periédicos. Vocé
conhece outras situacdes? Cite pelo menos uma.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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1. Funcoes trigonométricas

Considere um ponto P marcado na borda de uma roda-gigante que, do ponto de
vista de um observador, gira no sentido anti-horario a uma velocidade escalar constante,
completando uma volta em 8 minutos.

Roda-gigante Ain

Dubai, localizada na P
ilha Bluewaters, em A
Dubai, nos Emirados
Arabes Unidos. Ela
tem 250 m de altura h
e, em 2021, foi
considerada a maior
roda-gigante do
mundo. Foto de 2023. \

A altura h do ponto P, em relacdo ao terreno plano e horizontal, varia em funcédo do
tempo t. ~Sendo 20 m a medida do raio da roda-gigante, 3 m a men.or\altura do ponto P piseuta detalhadamente
em relacdo ao terreno e t = 0 um instante em que o ponto P esteja a menor altura, 0 o texto introdutério deste
gréfico dessa funcdo pode ser obtido marcando-se no plano cartesiano os pontos (t, h), topico acerca da

. . P . roda-gigante. Com
com t em minuto e h em metro. A figura 1 mostra o grafico de quando o ponto P gira  ss4 introducio, os

uma volta completa; a figura 2, de quando P gira trés voltas completas. estudantes dardo um
significado concreto a
Figura 1 Figura 2 fungéo seno.
h h Peca outros exemplos

de movimentos que
possam ser associados
a um grafico do mesmo
tipo, por exemplo, o
movimento circular de
um satélite em torno

da Terra, o movimento
da extremidade de um
ponteiro em um reldgio
analégico, o movimento
de um ponto do pneu de
um automovel etc.
Defina as funcbes

f(x) = sen x e g(x) = cos X,
destacando seu dominio
e conjunto imagem.

43

23

h(0)=h(8) =3

0/12345678 : 0 7

Observe que o gréfico se repete a cada volta concluida pelo ponto P. Isso ocorre por-
que P realiza o mesmo movimento em intervalos de tempo iguais. As fun¢des que me-
Ihor modelam esse tipo de movimento sdo as fungdes trigonométricas seno e cosseno,
que estudaremos neste capitulo. Por exemplo, o movimento do ponto P pode ser repre-

sentado pela funcdo h(t) = 23 — 20 cos %t

A seguir, definimos as funcdes seno e cosseno.
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Definicles

A cada nimero real x podemos associar um tnico sen x e um Unico cos x.

sen x

COSs X

Esses fatos nos permitem definir as fungdes trigonométricas dadas por f(x) = sen x e g(x) = cos x.

f(x) = sen x g(x) = cos x

D(f) = R D(g) =R
Imf)={yeR|-1<y<1) Img)={yeR|-1<y<1}

2. Grafico da funcao f(x) = sen x

A seguir, temos o grafico da fungédo f(x) = sen x e a relacdo com alguns pontos da
circunferéncia trigonométrica.

eixo dos y
senos |4

124

D(f) =R
Imfy={yeR|-1<y<1}

Observe que o grafico é obtido pela repeticado da figura determinada quando x assu-
me todos os valores de uma volta completa da circunferéncia trigonométrica; por isso,
dizemos que essa funcéo é periddica e que seu periodo é 2x.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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Utilizando a linguagem precisa, dizemos que a fungdo f(x) = sen x é periédica porque
existe pelo menos um ndmero real positivo p que, para qualquer x real, satisfaz a condi-
¢do sen (x + p) = sen x. Por exemplo:

sen (x + 2w) = sen x
sen (x + 4xn) = sen x
sen (x + 6m) = sen x
etc.

O menor nGmero positivo p que satisfaz essa condicdo é chamado de periodo da
fungédo f(x) = sen x; esse nimero é 2x.

EXERCICIOS RESOLVIDOS )

1. Esboce o grafico da funcao f(x) = 3 sen x.

Resolucao

Para esbocar o grafico, construimos um quadro, atribuindo a variavel x alguns valo-
res e calculando os correspondentes valores de y. Para facilitar, atribuimos a x os
T 3n

valores 0, =, &, == e 2.
2 2
f(x) =3 sen x Na lousa, com a
participagéo dos
X y estudantes, refaga os
exercicios resolvidos
0 1 a 5, incentivando-os a
compartilhar e conversar
b 3 sobre diferentes
2 estratégias de resolucdes
p 0 de problemas similares.
3n -3
2
2n 0
Note que atribuimos a x somente valores positivos; po- y
rém, poderiamos ter atribuido valores negativos, ja que Y
o dominio da funcao seno é R. |
Marcando no plano cartesiano os pontos (0, 0), (E, 3), ;
3 2 Of m= =®™ 3n2nx
(, O), (7 —3) e (2, 0), temos: 2 2
BT 3 -

Dif)=R; Im(f)={yeR|-3<y<3}p=2n

Devemos entender que esse tracado € apenas uma parte do grafico que deve ser imagi-
nado ao longo de todo o eixo das abscissas, repetindo a figura obtida de acordo com

os valores que xassume a cada volta da circunferéncia trigonomeétrica.

Conectado: Ao comparar
ograficodefedeg,
temos que o conjunto
imagem de f é o intervalo
[-1, 1] e o conjunto
imagem de g é o intervalo
[-a, a]. Além disso,
asraizesdefedeg
coincidem.

Sea > 0, em cada
intervalo entre duas raizes
consecutivas de fe de g,
entdo ambas as funcbes
tém ponto maximo nesse
intervalo ou ambas tém
ponto minimo nesse
intervalo.

Sea <0, em cada
intervalo entre duas raizes
consecutivas de fe de g,
se uma das fungdes tem
ponto maximo nesse
intervalo, a outra tem
ponto minimo e vice-
-versa.

Acompanhe como
calculamos o valor

de yquandox:%:
y=3-senx
y=3-sen%
y=3"-1
=3
\y J

Utilize um
software de geo-
metria dinamica
e obtenha o gréfi-
code f(x) = sen x.
Depois, obte-
nha o gréfico de
g(x) = a - sen x,
em que a é um
namero real dife-
rente de 0 (zero).

Converse com
os colegas acerca
de como o fator a
influencia no gra-
fico da fungao g
comparado ao
grafico da fun-

ao f.
_sd0
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Acompanhe como se
calcula o valor de y
quando x = m:
y=3+2senx
y=3+2senn
y=3+2-0

=3
\y

Acompanhe como se
calcula o valor de y
_ 3x.
quando x = 4
y = sen 2x
y =sen (2 . %)
_ 3n
y=sen >
=-1
J J

Acompanhe como se
calcula o valor de y
quando x = —m:

y = sen (E - x)

y = sen (——(—n:))
y =sen %

=-1
\y J
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2. Esboce o grafico da funcdo gdada por g(x) =3 + 2 sen x.

Resolucao

g(x) =3+ 2sen x

x y
3
T
2 > o
3z 1 0 n w 3n 2n X
2 7z
2n 3 Dlg) =R; Im(g) ={yeR | 1< y< 5} p=2x

3. Esboce o grafico da fungao h(x) = sen 2x.
Resolucao

Quando o arco da funcao seno for da forma ax+ b,coma#0ea# 1,oua=1e b+#0,
construimos um quadro com trés colunas: a primeira para o arco (ax+ b), a segunda
para valores de x e a terceira para valores de V.

Para obter o grafico correspondente a um periodo da funcao definida por y = sen 2x,

atribuimos ao arco 2x os valores 0, &, x, 3%

S e 2n e, em seguida, determinamos os

valores correspondentes de xe .

h(x) = sen 2x
2x X y Y
0 0 o | /N 1T/
b n 1
2 . ‘7 S _m\ _ax /0 =
T 3 0 4 2\ 4 4
3 3 S -7
2 4
27 n 0 D(h=R; Im(h) ={yeR|-1<y<1}Lp=n

4. Esboce o grafico da funcao f(x) = sen (% - )

Resolucao

= I _
f(x =sen 5 -x

%—x X y

0 % 0

% 0 1 },

. z 0

% -n -1

2 % 0 D) =R; Im(A ={yeR|-1<y< 1} p=2n

5. Determine os valores reais de mde modo que exista a igualdade sen x=5m — 1.
Resolucao
Sabemos que -1 < sen x< 1.
Logo: —1<5m—-1<1
Adicionando 1 a cada membro dessa dupla desigualdade, obtemos: 0 < 5m< 2
Dividindo por 5 os membros dessa Gltima desigualdade, concluimos que: 0 < m<

Portanto, a igualdade sen x=5m — 150 existese melRe0 < m< %

U‘IIN
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Esboce o grafico das funcoes dadas pelas leis a seguir

Faca os exercicios no caderno.

determinando o dominio, o conjuntoimagem e o periodo
em cada caso. 1. Respostas no final do livro.

a. fix=4senx

e. x) =3 sen <x—%)

b. Zx) = —4 sen x f. t(x)=—-4+ 2sen2x

c. gld=sentx g rlx= |sen §|

d. h(x) =3senX

3 h. s()=3+ |sen §|

. Considerando afuncao flx) = 4 + 2 sen x, classifique

como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes a
seguir.

a. fl0) = 4 2. a. verdadeira

b. fixX) = fl—x) paratodo x € R. 2. b. falsa

¢. O valor maximo da funcao f é 6. 2. c. verdadeira

(=8

. Afuncao fassume seu valor minimo para

z

2

. A equacao flx) = O apresenta exatamente duas
solugoes para 0 < x< 2x. 2. e. falsa

X==+k-2n,comkeZ.2.d.falsa

o

. Sabendo que o valor minimo da funcao f definida por

f(x) = k+sen5x é-3:

a. determine o nimero real k; 3.a. -2

b. determine o valor maximo de f. 3. b. -1

4. Faca o que se pede.

a. Obtenha os valores reais de m de modo que exista

aigualdade sen x=6m—5. 4.a. % <m<i

b. Determine os valores reais de k para que a equacao

sen x =5 — 2k, na variavel x, ndo admita solucao.
) ) 4.b.k<2o0uk>3
c¢. Determine os valores reais de p para que a equagao

2p+1

lsen x| =
3

, na variavel x, admita solugao.

4.c.—%sp <1

. Emumailha, certo tipo de vegetacao é abundante em

determinadas épocas do ano e escassa em outras.
A area S, em quilémetro quadrado, ocupada por essa
vegetacao nailha, ao longo do ano, pode ser expressa
por meio da funcao definida por:

S(t) =100+ 50 sen Zf,
emque t=1,t=2,t=3, .., t=12representam o final
dos meses de janeiro, fevereiro, marco, ... e dezembro,
respectivamente.

a. Qual é a area da ilha ocupada por essa vegetacao
ao final do més de junho? 5. a. 100 km?

b. Ao longo do ano, qual & a maior area da ilha ocupa-
da por essa vegetacao? 5. b. 150 km®

¢. Em que més essa vegetacdo atinge a maior area?
5. c. marco

d. Ao longo do ano, qual &€ a menor area da ilha ocupa-
da por essa vegetacao? 5. d. 50 km’

e. Em que més essa vegetacao atinge a menor area?

. 5. e. setembro
f. Em que meses do ano a area ocupada por essa ve-

getacdo é de 125 km*? 5. f. janeiro e maio

3. Grafico da funcao g(x) = cos x

Observando que sen(£ - x) =sen Z - cos x — sen x - cos

2 2

construido no exercicio resolvido 4, ou seja:

v

T _

Poderiamos repetir

os procedimentos
geométricos aplicados na
construgéo do grafico de
fix) = sen x, porém nao
& preciso; basta observar

T-cosx—senx-0=cosX, ,ccosx = Sen(g_x).

concluimos que o gréafico da fungédo g(x) = cos x é o gréfico da funcéo f(x) = sen (E - x), Assim, o grafico da funcéo

2

glx) = cos x é o grafico da

funcéo gix) = sen(g - x),
ou seja, esse grafico é uma
translag&o horizontal de X

para a esquerda do grafico
da fungéo f(x) = sen x.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

D@ =R; Im(@={yeRI-1<y<1};p=2xn
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Com a colaboragao dos estudantes, refagca na lousa os exercicios resolvidos 6 e 7.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

6. Esboce o grafico da funcao f(x) = 2 cos x.
Resolucao

f(x) =2 cos x

7. Esboce o grafico da fungao f(x) = 3 cos 2x.
Resolucao

f(x) = 3 cos 2x

8. y
X y 4
0 2 g 8
S 2
ud 0 o
I
3n 0 &
2 © -2
2 2 -3
—4
y
2

L Dif)=R; Im(f)={yeRI-2<y<2}p=2n

2x X y

0 0

T T

3 1 0
RISl N N 2 M

3n 3n 0

2 4

2n T 3

ala

Dif)=R; Im(f)={yeRI-3<y<3}p=n

~N

Se julgar necessario, no exercicio proposto 6, comente que o grafico do item b é obtido por uma reflexao, em relagdo ao eixo Ox,

do gréfico do item a. Além de que o grafico do item ¢ € obtido por uma
1 translacao vertical de trés unidades para baixo
EXERCICIOS PROPOSTOS também do grafico do item a.

> Faga os exercicios no cadern

0.

6. Respostas no final do livro.
6. Esboce o grafico de cada uma das funcoes a seguir,

determinando seu dominio, conjunto imagem e pe-
riodo.
— — T

a. fix) =5 cos x e. z(x) = cos (x A)
b. g(x) = -5 cos x f. tx)=1cos2xl
c. hix)=-3+5cos x g. rix)=2—Icos 2 x|

d. v(x) =cos 4 x
7. Faca o que se pede: 7 a5

a. Calcule o valor maximo da funcgao f{x) =2 — 3 cos x.

b. Determine o menor valor real positivo de x para que

a funcao g(x) = =3 + 5 cos 2x assuma seu valor
minimo. 7. b.g

c. Obtenha os valores reais de kde modo que exista a
igualdade cos” x=2k—6. 7.c.3 <k <}

8. (Uespi) O nimero de solugoes reais, distintas, da equa-
cao cos (x) =Ixléigual a:
a. 0 c. 2
b. 1 d.3

8. alternativa ¢

e 4

(Sugestdo: Construa no mesmo plano cartesiano os
graficos das funcoes definidas por y=cos xe y=1x1.)
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9. A pressao que o sangue exerce sobre as paredes das

8gartérias é chamada de pressao arterial. Quando

(6]

masculo cardiaco se contrai, enviando sangue para
a artéria aorta, tem-se a pressao sistolica (maxima);
quando o masculo relaxa, para se encher novamente

de sangue, tem-se a pressao diastélica (minima).

O esfigmomanoémetro é um instrumento utilizado para
medir a pressdo arterial.

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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O exercicio proposto 9 aborda o ODS 3. Trabalhe questdes acerca de habitos saudaveis como praticar atividades fisicas
e ter uma alimentagdo com base em alimentos naturais ou pouco processados. Incentive uma pesquisa e possibilite aos
estudantes compartilharem os resultados em uma apresentacao, exposicao de cartazes ou postagens nas redes sociais.

Admita que, durante o procedimento de medicao da
pressao arterial P, de um ser humano, em milimetro
de merclrio (mmHg), a pressao variou em funcdo do
tempo t em segundo, de acordo com a equagao

P(t) = 100 — 20 cos (%L) em que t= 0 corresponde

ao inicio do procedimento.

Supondo que essa medicao tenha durado o tempo ne-
cessario para que Passumisse seus valores maximo e
minimo, responda as questoes a seguir.

a. Quais foram as medidas das pressoes sistolica e

diastolica obtidas nessa medicao?
L . _ 9.a.120 mmHg e 80 mmHg
b. Ap6s o inicio dessa medi¢ao, em quanto tempo a pres-

sao arterial atingiu seu valor maximo pela primeira vez?

9.b.0,375s
c. Faga uma pesquisa a respeito de prati- 0DS 3
83 cas cotidianas que favorecem a regula-
cao da pressao arterial e praticas que L 4
podem prejudicar a pressao arterial.
Depois, converse com os colegas a respeito da im-

portancia de habitos saudaveis.
9. c. Pesquisa pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 e 2.

Periodo das funcdes seno e cosseno

Obtemos o periodo da fungdo y = a+b - sen(mx + g) ou da funcdo y = a + b~ cos(mx + q),
em que a, b, m e g sdo ndmeros reais, com b # 0 e m # 0, fazendo a medida (mx + g) assumir
todos os valores reais associados a uma volta completa da circunferéncia trigonométrica. Por
exemplo, quando essa medida assume os valores de 0 a 2z, temos:

O<mx+qg<2r=>-g<mx<2n—-q
(1) Sem> 0:

Assim, o periodo p da funcdo é a diferenca entre o maior e o menor valor obtido
para x, nessa ordem, isto é:

Oriente os estudantes
a consultar as paginas
6 e 7 para saber

mais sobre este e

os demais Objetivos
de Desenvolvimento
Sustentavel.

m m m
(2) Se m<0:
2 —
—q<mx<2u—q=>—%>x nmq
Calculando o periodo p, temos:
q 2n-9q
P=-"m~"m -
Por (1) e (2), concluimos que: p = l%n—nl
i )
EXERCICIOS RESOLVIDOS
8. Determine o periodo das funcoes: C. p= % = % =6n
a. y=3sen2x |§| 3
b. y=2 + 6 cos (—4x) _2n _ 2m _
. d. P=izi = T = 2
C. y=2sen 3
- . A London Eye, também conhecida como Millennium
d.y=3-4cos (“XJ' §) Wheel (Roda do Milénio), € uma das maiores rodas-
Resolucao -gigantes do mundo. Podemos descrever seu
o o movimento de giro por meio de uma funcao trigo-
apP=5 =2 =" nomeétrica. Por exemplo, considerando um extremo
2n 2r x Ade um diametro horizontal da roda, o movimento
b. p= m = T = i

desse ponto pode ser descrito por meio da funcao
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f(t) =71+ 64 sen 1“—; em que f(t) & a altura, em me-
tro, do ponto A em relacao ao terreno no instante ¢,
em minuto, a partir do inicio da medi¢do do tempo
(t=0).

a. Qual é a altura maxima atingida pelo ponto A?

b. Em quantos minutos a roda da uma volta completa?
Resolucao

a. Aalturamaxima atingida pelo ponto A& o valor ma-
ximo da funcao f. Para calcular esse valor, vamos
determinar o conjunto imagem de f.

Temos:

—-1<sen %ts 1
Multiplicando os membros dessa igualdade por 64,
chegamos a:

&

—64 <64 sen?—ég 64

Adicionando 71 aos membros da desigualdade,
obtemos:

~

71 —64<71+645en$—<71+64:>

=>7<flt)<135
Portanto, a altura maxima atingida pelo ponto A
€135m.

b. O tempo necessario para o ponto Agirar uma vol-
ta completa é o periodo p da funcao f, ou seja:

p=r3 = =30
5l 5

Logo, a roda completa uma volta em 30 minutos.

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

10.0bserve parte do grafico da funcao f(x) = a+ 2 sen (mx)
representado nafigura. Determine as constantes reais
aem. 10.a:4em:—%

2 -n O T 2n 3n 4 5m 6m X

11. O perfilde umatelha ondulada, representada nafigura,
pode ser descrito por f(x) =5 cos % em que os valores
absolutos de x e f(x) indicam medidas em centimetro.
Calcule as medidas h e dindicadas na figura, conside-

rando que A e Bsao cristas de ondas.
11.h=10cm;d = 4ncm =~ 12,56 cm

12.Um estudo do departamento de planejamento de

uma inddstria revelou que as vendas de seu pro-
duto, em unidades diarias, variaram nos 365 dias
do ano anterior do seguinte modo: no primeiro dia
do ano, as vendas estiveram no patamar minimo, de
30.000 unidades; no 183° dia do ano, o dia central,
as vendas atingiram o patamar maximo de 90.000
unidades; e, no 365° dia do ano, voltaram ao patamar
minimo. Para programar a producao, os técnicos
representaram em um plano cartesiano os pontos
cuja abscissa & o nimero do dia do ano anterior, de
1 a 365, e a ordenada é o nimero de unidades ven-
didas no respectivo dia. Em seguida, aproximaram
esses pontos pelo grafico, que representa a funcao
flx) = a+ bcos (mx+ g), cujos valores minimo e ma-
ximo coincidem com os patamares minimo e maximo
de vendas do produto. Determine os nimeros g, b, m
e g, sabendo que sao todos positivos e g € o menor

possivel.
_ _ _ T _ 181z
12. 2 = 60.000, b = 30.000, m = 185 9= 48>
y
90.000+

30.000¢

Para retomar os contelidos estudados, resolva os exercicios complementares 3 e 4.

4. Movimentos periédicos

Quando um mével repete 0 mesmo movimento consecutivamente em intervalos de
tempo iguais, dizemos que ele realiza um movimento periédico. O tempo necessério
para a realizacdo de cada um desses movimentos recebe o nome de periodo (p); e o
ndmero de movimentos realizados em determinada unidade de tempo é chamado de

frequéncia (f) do movimento.
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Comente que movel é todo e qualquer corpo que muda de posicdo com o decorrer do tempo.
Exemplos

a. Cada pistdao de um motor é uma peca cilindrica que, quando em funcionamento, rea-
liza um movimento periddico de vaivém no interior de outra peca, também cilindrica.

O esquema da figura 1 representa um pistdo partindo da posicdo A, indo até Be
voltando a posicéo A. Essa trajetéria de ida e volta é uma oscilacdo completa do
pistdo. O tempo decorrido em uma oscilagdo completa é o periodo do movimen-
to do pistdo, e o nimero de oscilagcdes por unidade de tempo é a frequéncia do
movimento do pistdo.

b. O fenémeno de elevacdo e abaixamento das 4guas do mar recebe o nome de
maré. O maior e o menor nivel das 4guas do mar sdo chamados, respectivamente,
de maré alta e maré baixa. O tempo decorrido entre duas marés altas consecutivas
(ou entre duas marés baixas consecutivas) é de 12 horas, aproximadamente. Esse
movimento das aguas do mar é considerado periédico, de periodo p =12 h e
frequéncia F = 11—2 oscilacdo por hora.

As marés sao provocadas pela forca gravitacional da Lua e, secundariamente, pela

do Sol sobre a Terra.

c¢. O ciclo astrondmico de dia e noite é outro exemplo de fenbmeno periédico natural. Ele
ocorre devido a rotacdo da Terra em torno do préprio eixo. Por esse motivo, funcdes
trigonométricas podem ser usadas para descrever esse fendmeno, considerando algumas
variaveis como periodo do ano e localizacdo geografica do ponto a ser considerado.

O movimento periddico e as funcoes trigonométricas

As funcdes trigonométricas sao periédicas, isto €, repetem-se em intervalos consecutivos
e de mesmo comprimento. As fun¢des definidas por f(x) = sen x e g(x) = cos x, por exemplo,
repetem-se a cada volta completa na circunferéncia trigonométrica. Por isso, essas funcoes
sdo utilizadas para descrever fendmenos periédicos, como o movimento das marés, a propa-
gacdo de ondas, o movimento dos planetas, o batimento cardiaco, as estacdes do ano etc.

O chamado movimento periédico circular é fundamental para entender a relacdo
entre as fun¢des trigonométricas e os movimentos periédicos.

Exemplo Figura 2

No plano cartesiano, considere uma circunferéncia com 10 cm de p
raio, centrada na origem do sistema, e um ponto P girando sobre
essa circunferéncia no sentido anti-horario, com velocidade cons-

tante e frequéncia de 80 rotacdes por minuto. Vamos descrever o
movimento desse ponto por meio de uma fungéo trigonométrica. 10
Por descrever o mesmo movimento em intervalos consecutivos e
de mesma duracdo, o movimento desse ponto é periddico, de

frequéncia F = 80 rpm e periodo p = % min, pois esse é o tempo que o ponto leva

para completar uma volta na circunferéncia.

Para descrever o movimento do ponto, precisamos determinar a medida « do arco AP
em funcdo do tempo t, considerando como instante zero um instante em que P pas-
se pelo ponto A. Para isso, montamos a regra de trés:

Medida do arco (rad) Tempo (min)
1
2n e
80 = o= 160nt rad
o t

Comente os exemplos
citados no livros e
também outros: se um
péndulo realiza uma
oscilagdo completa a
cada dois segundos,
dizemos que realiza um
movimento periédico

de frequéncia F = %

oscilagao por segundo e
periodop =2 s.

Peca outros exemplos
de movimentos
periédicos, por exemplo,
movimentos de rotacao
e de translacdo da Terra,
respiragdo dos animais,
movimento de rotagéo
dos ponteiros de um
relogio etc.

Observacao

Observe que o pe-
riodo é o inverso da
frequéncia, ou seja:

OBJETO DIGITAL

Infografico clicavel:
Duracéo do dia: um
fendmeno periddico
natural

Introduza o assunto,
reiterando que as
fungdes trigonométricas
sdo periddicas, isto &,
repetem-se em intervalos
consecutivos e de
mesmo comprimento. As
funcdes f(x) = sen x

e g(x) = cos x, por
exemplo, repetem-se

a cada volta completa
na circunferéncia
trigonométrica. Por

isso, essas funcgdes séo
utilizadas para descrever
fendmenos periddicos,
como 0 movimento das
marés, a propagacao de
ondas, o0 movimento dos
planetas, o batimento
cardiaco etc.

O chamado movimento
circular uniforme é
fundamental para
entender a relagao

entre as funcdes
trigonométricas e os
movimentos periédicos.
Comente o exemplo
apresentado neste item.

Observacao

Abreviamos “rota-
¢des por minuto”
por rpm.
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Saliente que, muitas vezes,
0 movimento periédico ndo
se associa explicitamente

a uma circunferéncia, mas,
com uma pequena dose de
imaginacéo, conseguimos
relacionar o fendmeno com
um movimento circular
uniforme. Por exemplo,
discuta o exemplo do pistao,
apresentado nesse item. Esta
pode ser uma oportunidade
de trabalho integrado com
Fisica, na area de Ciéncias da
Natureza e suas Tecnologias.
Sugira uma analise sobre o
movimento circular feito pelo
pistdo de um motor ao realizar
um movimento periodico de
vaivém no interior de outra
pega, também cilindrica. Esse
exemplo pode ser explorado
em parceria com o professor
de Fisica. Extrapolando

esse raciocinio, & possivel
descrever o movimento das
marés por meio de uma
fungédo trigonométrica, como
se 0 mar fosse um imenso
pistédo que sobe e desce.
Conclua que qualquer
movimento periédico que
possa ser associado a um
movimento circular uniforme,
como o0 movimento de um
péndulo, a propagagéo de
ondas, o movimento dos
bracos de uma pessoa
durante uma caminhada, os
batimentos cardiacos etc.,
pode ser descrito por uma
funcéo trigonométrica.

Para exemplificar
esses resultados,
imagine um lapis
fixo na cabeca do
pistdo em movi-
mento. Ao dese-
nhar uma linha em
uma folha de papel
que transpasse dois
carretéis, obtemos
a figura a seguir.
Se a velocidade
com que giram os
carretéis é amesma
do ponto P, a linha
desenhada é o gréa-
fico das funcdes fe
g, amenos da loca-
lizacdo do sistema

cartesiano.

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

sentado na figura 3:

e sua abscissa: f(t) = 10 cos (160xt) ou

132

e sua ordenada: g(t) = 10 sen (160xt)

cosa=%=>x=10cosa=10cos(160nt)
sena=%=>y=10$enoc=10 sen (160xt)

Considere um momento em que P esteja no 1° quadrante.
Como o raio mede 10 cm, temos, pelo triangulo OPM repre-

Associando um movimento circular

a um movimento periodico

<
—A

N
R0 |
>

Figura 3

Podemos generalizar essas relacdes para os outros quadrantes e descrever o movi-
mento do ponto P, em funcdo do tempo t, em minuto, por meio de:

Muitas vezes, o movimento periédico ndo se associa explicitamente a uma circunfe-
réncia. Ainda assim, é possivel relacionar o fendmeno a um movimento circular.

Exemplo

Figura 4

to P, em funcdo do tempo t, em minuto:

e pela abscissa do ponto P: f(t) = 10 cos (160xt) ou

e pela ordenada do ponto P: g(t) = 10 sen (160xt)

Extrapolando esse raciocinio, é possivel descrever o movimento das marés por meio de
uma funcdo trigonométrica, como se o mar fosse um imenso pistdo que sobe e desce.
Enfim, muitos movimentos periédicos, como o movimento de um péndulo, a propaga-
¢do de ondas, o movimento dos bracos de uma pessoa durante uma caminhada, os
batimentos cardiacos etc., podem ser descritos por uma funcdo trigonométrica.

Considere um pistdo em movimento periédico tal que seu percurso seja 20 cm e o
trajeto de ida e volta (40 cm) seja realizado 80 vezes por minuto. Imaginemos uma
circunferéncia de diametro 20 cm, com o centro na origem de um sistema cartesiano,
de modo que, quando um ponto P gire na circunferéncia, uma haste rigida MP acom-
panhe o movimento do pistdo, conforme esquema representado na figura 4.

Proponha algumas

questdes sobre movimentos
periddicos.

* Em uma bicicleta, a
distancia entre o centro O da
coroa € o eixo de cada pedal
€ 20 cm, e, quando ela esta
em uma posicao vertical,

em relag@o a pista plana e
horizontal, a distancia entre
o ponto O e a pista é de

30 cm. Se em um passeio,
nessas condigdes, cada
pedal da bicicleta girou 120
voltas por minuto, determine
a altura h do eixo E de um
dos pedais, em relagéo a
pista, em funcéo do tempo
t, em minuto, a partir de um
instante em que E esteve

na posicao mais distante da
pista.

(h=30+20 cos (& —

60 ) mm)

Assim, usando os célculos do exemplo anterior e admitindo que a velocidade de P
seja constante, podemos descrever o movimento do pistdao pelo movimento do pon-
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EXERCICIO RESOLVIDO

10.Em uma regiao, em determinado dia, a amplitude

N\

das marés é 1,4 m, e o intervalo de tempo entre duas
marés altas consecutivas (ou entre duas marés baixas
consecutivas) é de 12 horas. Sabendo que uma maré
alta ocorre as 3 h, descreva, por meio de uma funcao
trigonométrica, o movimento das marés nessaregiao
em funcao do horario ¢, em hora, nesse dia.

Resolucao

Imaginemos, em um plano vertical, uma circunfe-
réncia acima do nivel do mar e uma haste rigida li-
gando um ponto P da circunferéncia a um ponto do
nivel do mar, no prolongamento do eixo Oy, confor-
me mostra a figura a seguir.

(Modelo
didatico sem
escala e
com cores
fantasia.)

1,4m

mar

O subir e descer da maré, que lembra o movimento de
um imenso pistao, provoca um movimento circular

A

\1 2 horas para percorrer toda a circunferéncia.

do ponto P. Supondo esse movimento com veloci-
dade constante e no sentido anti-horario, vamos
calcular a medida « do arco AP, em funcao do
tempo t, em hora, em que t = 0 corresponda a um
instante em que P passou pelo ponto A:

Medida do Tempo
arco (rad) (min)
= a=-—_—rad
6
o t

Assim, podemos descrever o movimento da maré
nesse dia, em funcdo do tempo t em hora
(0 t<24):

= pelaordenada do ponto P: f(t)=0,7 sen %t ou

» pelaabscissa do ponto P: g(t) =0,7 cos xt

6

A amplitude das marés é a diferenca entre os niveis
da maré alta e da maré baixa. Ela varia dependendo
da posicdo da Lua.

Note que, como o intervalo entre duas marés altas
consecutivas é de 12 horas, o ponto P deve demorar

Notas:

1. O periodo p da fungao f(t) = 0,7 sen Tt ou da funcao g(t) = 0,7 cos 2t & dado por

6

6

p= % = 12. Esse periodo, no contexto do problema, chamado de periodo das marés,

6

é o tempo, em horg, transcorrido entre duas marés altas (ou duas marés baixas) con-

secutivas.

2. O grafico da funcao fdada por f(t) = 0,7 sen %t para0 < t< 24, é:

S
-0,7

Interpretando esse grafico no contexto do problema, concluimos, por exemplo, que:

= azero hora, a maré estava em seu nivel médio;

» as 3 heas 15 h, a maré estava em seu nivel maximo, 0,7 m acima do nivel médio;
» as9 heas 21 h, a maré estava em seu nivel minimo, 0,7 m abaixo do nivel médio.

3. Aamplitude da maré varia de acordo com a posi¢ao da Lua em relagao ao Sol e a Terra.
Nessa questao, admitimos que a amplitude da maré calculada com quaisquer marés
alta e baixa de um mesmo dia seja a mesma, o que é muito proximo da realidade, pois

a variagao da posicao da Lua em relagao ao Sol e a Terra é pequena em 24 horas.

4. O enunciado informa que uma maré alta ocorre as 3 h. Usamos essa informagao ao
adotar o sentido anti-horario e a posicao do ponto P no instante zero. Se adotassemos

o sentido horario, nessa mesma posicao inicial, as 3 h ocorreria uma maré baixa.
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QLTR[0T T IR Oceandgrafo

A Oceanografia é a ciéncia que estuda o oceano e as zonas costeiras, tanto sob os aspectos
ops 13 ops 14 & d ’ P

s bidticos (relacionados aos seres vivos) e abidticos (relacionados a d4gua, a costa, ou seja, as
@ < partes que nao envolvem os seres vivos), como também quanto aos processos naturais e
sociais que atuam nestes ambientes considerando, portanto, atividades socioecondmicas

Reflexdo e culturais e os processos de governanca e gestao.

Dentre as dreas de atuacdo da ciéncia oceanogréfica podem ser citadas: a modelagem

Como as
mudancas e as previsoes climdticas; a investigacdo de novos recursos renovaveis e nao renovaveis; o
climaticas diagndstico, o controle e a mitigacao da poluicao; a conservagao, recuperacao e manejo de

afetam o nivel

do mar e quais ambientes naturais e seus recursos; a adequacao de obras e atividades humanas ao ambiente

sd0 os impactos marinho; o desenvolvimento de tecnologias e estratégias para a melhoria das atividades de

delas nos cultivo, extragao e beneficiamento do pescado.

oceanos?
\ J [...]

Reflexao: Resposta . CA . . . -

pessoal. A Oceanografia, como ciéncia moderna, teve seu nascimento associado a viagem do

veleiro “H.M.S. Challenger’, iniciada em 23 de dezembro de 1872, que partiu da Inglaterra e

As mudangas percorreu os oceanos Atlantico, Indico e Pacifico, em uma viagem de trés anos e mais de 110
climaticas afetam o . A - L . .
nivel do mar de duas mil quilometros. Vérios estudos oceanogréficos foram realizados neste cruzeiro, de modo
formas P”;‘?ipa}iSZ que a missdo realizada pelo H.M.S Challenger marcou o inicio da Oceanografia com sua
éxpansao termica e , . T , ;. P s 1
derretimento de gelo. caracteristica multi e interdisciplinar, com estudos fisicos, quimicos, geoldgicos e bioldgicos

Se julgar conveniente,

integrados do meio marinho. Os resultados da expedicao estdo contidos em um informe
pode-se propor uma

atividade integrada oficial de 50 volumes, que servem de referéncia a ciéncia oceanografica até hoje.
com o professor de . . L.
Fisica abordando UNIVERSIDADE de Sao Paulo. Oceanografia. Instituto Oceanografico, c2014.
o TCT Educacgao Disponivel em: https://www.io.usp.br/index.php/graduacao/oceanografia.
ambiental e os ODS Acesso em: 18 jul. 2024.

13 e 14. Os estudantes
g:?::éﬁ:i%isar Como exemplo de pioneirismo nesta area em 1970, Sylvia Alice Earle, oceonégrafa
fisicos associados estadunidense, liderou o Tektite Il, uma expedicao exclusivamente feminina, abrindo
& expanséo térmica precedentes para que futuras expedi¢des aquaticas incluissem mulheres em suas equi-
& como isso afeta pes. Earle liderou mais de 100 expedi¢des submarinas durante sua carreira, acumulando

diferentes regides do . . Los . L
planeta, por exemplo, ~ Mais de 7 mil horas subaquaticas. Suas missdes cientificas a levaram a lugares como as

ao causar inundagées,  llhas Galdpagos, a China e as Bahamas.
comprometer . .~ Y . .
colheitas ou mesmo Quer saber mais sobre a profissdo de oceandgrafo? Faca uma pesquisa na internet e

ameacar comunidades ~ compartilhe com os colegas um resumo das informacdes que vocé obteve.
litoraneas e insulares.

Aproveite esse contexto para reforgar a
importancia da pesquisa e do monitoramento dos
oceanos para a preservacgao da vegetacao e vida
marinha, associando isso ao trabalho das pessoas
oceonografas.

Sugerimos o documen-
tario Mission Blue,

com direcado de Robert Cientistas da
Nixon e Fisher Stevens. expedicado
Este documentario Tektite 1l, com
retrata a campanha técnico do
da oceandgrafa Sylvia equipamento
Earle para salvar os de mergulho
oceanos do mundo de usado na
varias ameagas, como expedicao.
a pesca abusiva e os lihas Virgens
residuos téxicos. (EUA), JU|:‘87%9

Trabalho e juventudes: Pesquisa e resumo pessoais.

NASA/HULTON ARCHIVE/GETTY IMAGES
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

13.Uma montadora de automéveis possui uma pista de

provas circular de centro O e raio 1,6 km. Ao plano
dessa pista é associado um sistema cartesiano de
eixos cuja origem coincide com o centro O e a unida-
de adotada nos eixos é o quildmetro. Um ponto A da
pista é determinado por A(1,6; 0).

13. alternativa ¢

Um veiculo com velocidade escalar constante comple-
ta 10 voltas por hora, no sentido anti-horario dessa
pista. Considerando o inicio da marcacao do tempo ¢
em hora, em um instante no qual o veiculo passa pelo
ponto A, qual das alternativas a seguir apresenta as
funcoes x(t) e y(t) que expressam a abscissa e a orde-
nada do ponto em que esta o automével em cada ins-
tante t, em relagao ao sistema de eixos adotado:

a. x(t)=1,6 cos (10xt) e y(t) = 1,6 sen (10xt)

b. x(t)=3,2 cos (%) e y(t)=3,2sen (%)

¢. x(t)=1,6 cos (20xt) e y(t) = 1,6 sen (20xt)
d. x(t) = 1,6 cos (2nt) e y(t) = 1,6 sen (2xt)
e. x(t)=0,8 cos (xt) e y(t) = 0,8 sen (nt)

14.Um pistao realiza um movimento periédico no interior

de um cilindro, percorrendo 16 cm na subida e 16 cm na
descida, de modo que cada oscilagao completa, de 32 cm

(subida e descida), é realizada pelo pistdao em T min.

60

Considerando que no instante zero o pistao esta su-
bindo e que sua cabeca (tampa) esta a 8 cm da base
inferior do cilindro, a fungdo que descreve a altura f(t),
atingida pela cabega do pistao em relacao a base infe-
rior, em funcao do tempo ¢, em minuto, é:

14. alternativa d
a. f(t) =8 cos (60xt)

b. f(t) = 16 cos (60x )

(a]

. flt)=8cos (120x1)
d. f(t)=8sen(120xi)

. flt)=16cos (g-é)

m

15.Em uma regiao, em determinado dia, a amplitude da
maré é 2,6 m, e o intervalo de tempo entre duas ma-
rés altas consecutivas (ou entre duas marés baixas
consecutivas) é de 12 horas. Sabendo que uma maré
alta ocorre as 5 h, descreva, por meio de uma fungao
trigonométrica, o movimento das marés nessaregiao
em fungao do horario ¢, em hora, durante um dia.
(Suponha que a amplitude seja constante nesse dia.)

15.£() = 1,3 sen%

A p
maré alta amplitude
da maré

nivel médio

I maré baixa

A\

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

16.(Enem) Considere um ponto P em uma circunferén-
cia de raio r no plano cartesiano. Seja @ a projecao
ortogonal de Psobre o eixo x, como mostra a figura,
e suponha que o ponto P percorra, no sentido anti-
-horario, uma distancia d < rsobre a circunferéncia.

Entao, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma distancia
dada por: 16. alternativa b

a. r(‘l —sen g)

b. r(‘l — cos g)

. r(‘l —tg g)
. rsen (79)

rcos ((—9)
. Resposta pessoal.
17.R t [
17. Elaborem e resolvam um problema sobre fenémenos
gg periddicos que envolva uma situacdo do cotidiano.

(o]

o

o

Para retomar os contelidos estudados, resolva o exercicio complementar 5.
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ANALISE DA RESOLUCAO

E;Zg;;o%riféﬁo’?d'do Um estudante resolveu o exercicio conforme a reproducgao a seguir. Um erro foi
obtidos no quadro, seu  cometido. Apontem o erro e refacam a resolu¢do em uma folha, corrigindo-a.
tracado esta incorreto.

Resolugéo correta: Exercicio
Pela féormula de arco duplo

(cos 2x = cos’x —sen’x) e Construa o grafico da funcéo definida por y = sen” x para 0 < x < 2r.
pelazrelag:éo Eundamental

(sen”x + cos” x = 1), ~

temos: cos 2x = Resolucao

=1-sen’x —sen’x =

= cos2x=1-2sen’x Moy pontes de spafice sae:

Lsenix=4_1.
Lsen X=5-7 cos 2x .
=4v 2
Assim, o grafico da fungdo y = sen” x é o mesmo da funcéo K4
1.1, %
y=5-5"cos 2X. y
Atribuindo os valores 0, % T, 3n e 2r ao arco 2x da funcao 0 0
y =1 _1.cos 2x, obtemos o quadro: T Assim, um esbogo do grafico
2 2 2 / para0<x < 2rn é:
1.1, y
y= 272 cos 2x T o 1
2x X f(x) 37 1
= / 2
0 0 0 2
0‘ n x 8t m b5t 8t x| 2n
T T l 27 (9] 4 2 4 4 2 4
2 4 2 <
- x | Marcamde esses pontes ne plame cartesians o esbogands o gragice : 2
?
3n | 3 | 1 4 2
2 4 2 3
<
2n T 0 J R T S e 2
: | &
| | g
0 s T e 2w %
2 2
~N
Conectado
1. Acesse um programa gratuito para a construcdo de gréaficos matematicos e instale-o
no computador. Recorra a ele quando estiver estudando as funcdes. Isso o ajudara
muito.
Como sugestao, Com o auxilio desse programa, faca o que se pede:
vocé ‘e ~ -
a(s)scistilcr)c;gevideo a. Construa o grafico da funcdo definida por y = sen x e, no mesmo plano carte-
e siano (na mesma tela), construa o gréfico da funcdo definida por y = b sen x,
ondas e atribuindo a b qualquer valor real ndo nulo e diferente de 1. Que transformacao
acompanhar ocorreu do primeiro grafico para o segundo?
como os sons b. Construa o gréfico da fungao definida por y = cos x e, no mesmo plano carte-

musicais podem

siano (na mesma tela), construa o grafico da funcao definida por y = a + cos x
ser representados ( ) 9 ¢ pory=a+ '

por funcaes atrlbu!ndo aa qualquer valor real ndo nulo. Que transformacdo ocorreu do
trigonométricas. primeiro gréfico para o segundo?
Disponivel em: c. Construa o gréfico da funcdo definida por y = sen x e, no mesmo plano carte-

https://m3.ime. siano (na mesma tela), construa o grafico da funcdo definida por y = sen (kx),

:JeTS?;QSF)/’1b(;/86 atribuindo a k qualquer valor real ndo nulo e diferente de 1. Que transformacao

Acesso em: ocorreu do primeiro gréfico para o segundo?

17 jul. 2024. L d. Tente generalizar suas observacdes dos itens anteriores. )
Conectado: Ao plotar os graficos em um software de Geometria dinamica, os estudantes podem perceber que, no item a,

136 a mudanga do primeiro para o segundo grafico esta relacionada a amplitude; no item b, ha uma translacéo vertical do

grafico, e no item c, a alteragcéo esta relacionada ao periodo do grafico.

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.


https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1086
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1086
https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1086

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Neste boxe Mentes brilhantes, incentive os estudantes a pesquisarem e conversarem sobre o papel das mulheres na ciéncia e a importancia de
romper com o ciclo de discriminagéo por género e de qualquer outro tipo. Favoregca uma conversa respeitosa e incentive os estudantes a apresentarem

. argumentos com base em dados obtidos por meio de fontes confidveis. Ao abordar questdes de género como
Mentes brilhantes essa proposta, desenvolve-se o ODS 5 e contribui para a mobilizagéo das competéncias gerais 7 e 9. Além
disso, os estudantes podem reconhecer que as conquistas cientificas normalmente séo fruto do trabalho de pessoas diversas.
A descoberta do efeito estufa

O matematico e fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830) desenvolveu um importante trabalho de Termodinadmica sobre
a propagacdo de calor. Os aspectos matematicos desse trabalho
fundamentam-se na decomposicdo de func¢oes periddicas em séries
trigonomeétricas, que ficaram conhecidas como séries de Fourier.

Na década de 1820, os estudos de Fourier levaram-no a considerar
que a atmosfera da Terra poderia agir como um isolante que impediria a
perda de calor do planeta. Essa hip6tese de Fourier é reconhecida como
a primeira citacao do que atualmente é definido como “efeito estufa".

J4 em 1856, em um congresso cientifico nos Estados Unidos, o
cientista Joseph Henry (1797-1878) apresentou evidéncias inéditas
de que o gés carbonico tinha capacidade consideravel de esquentar
sob exposicao solar e que isso poderia ter efeitos no clima do planeta.
Contudo, quem constatou tais evidéncias teria sido a cientistaamadora
estadunidense Eunice Newton Foote (1819-1888).

Provavelmente, Henry apresentou o trabalho no lugar de Foote a
fim de destacé-la como autora, mas sem causar grandes polémicas,
pois, na sociedade da época havia grande distin¢ao de género na educacao e na producéao cientifica, de 0DS 5
modo que os homens eram mais privilegiados em questao ao acesso de recursos e de reconhecimento. g

PICTORIAL PRESS LTD/ALAMY/FOTOARENA

Eunice Newton Foote (1819-1888).

Segundo um relato de 1857, Henry teria introduzido a pesquisa de Eunice Foote com a afirmacao de
que “a ciéncia ndo tem pais ou sexo”.

Elaborado com base em: ALTMAN, Max. Hoje na Histéria: 1830 — Fisico e matemaético Jean Baptiste Fourier morre
em Paris. OperaMundi, UOL, 16 maio 2014. Disponivel em: https://operamundi.uol.com.br/historia/hoje-na-
historia-1830-fisico-e-matematico-jean-baptiste-fourier-morre-em-paris/; ALVIM, Mariana. Eunice Foote: a feminista
que descobriu o efeito estufa e foi esquecida, agora homenageada pelo Google. BBC News Brasil, 8 mar. 2023.
Disponivel em: https://www.bbc.com/portuguese/articles/cqv816ewjx70. Acesso em: 17 jul. 2024.

Reflexao

1.Vocé acredita que as descobertas cientificas sdo obtidas de maneira colaborativa ou mais individual? Converse
com os colegas e o professor acerca da importéncia da colaboracao cientifica.

2.Para vocg, o que significa a afirmacdo “a ciéncia ndo tem pais ou sexo”? Pesquise o papel das mulheres na
Ciéncia e converse com os colegas a esse respeito.

Reflexao: Respostas pessoais.

5. Resolucao de triangulos

Sobre um ponto material P, sdo aplicadas apenas duas forcas f: e f;, de inten-
sidades 5 N e 3 N, respectivamente, conforme mostra a figura.

z . . =4
Qual é a intensidade da forca resultante F que atua sobre esse ponto? 60°
Para resolver esse problema classico da Dinamica, lembramos que o vetor re- P

Nt}

Y

Ty

- . z .
sultante F tem origem P e é representado pela diagonal do paralelogramo do
- - .
qual F, e F, sdo lados consecutivos.

Assim, para calcular a intensidade de ?, que indicamos por |f1)
medida do lado PL do tridngulo PQL a seguir.

, devemos calcular a

o Fl-5N ,

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Conhecendo

as medidas dos
lados de um
triangulo, é
possivel calcular a
medida dos
angulos internos
\desse triangulo?

J

Reflexao: Conhecendo as
medidas dos lados de um
triangulo, é possivel calcular
a medida de cada angulo
interno desse triangulo pela lei
dos cossenos. Por exemplo,
no exercicio resolvido 13 da
pagina seguinte, conhecemos
as medidas 3, 4 e 6 dos lados
do tridangulo e calculamos o
cosseno do angulo oposto ao
lado de medida 6,

obtendo cos a = - ~. Com

o auxilio de uma calculadora
cientifica, encontramos:

o~ 117,28°. Podemos repetir
o raciocinio para cada um
dos outros lados, obtendo a
medida dos outros angulos
internos.

138

Deparamos aqui com um problema que relaciona as medidas dos lados com a me-
dida de um angulo interno de um triangulo nao retangulo (no caso, o triangulo PQL).
Esse tipo de relacdo é o objeto de estudo deste item.

Embora as razdes trigonométricas sejam definidas apenas em triangulos retangulos, é
possivel aplica-las em situacdes que envolvam triangulos nao retangulos. Para isso,
basta tracar uma altura do triangulo ndo retangulo, obtendo assim triangulos retangu-
los, como mostram os exemplos a seguir.

Exemplos
a. C C

—)

A B

A : B
H

A altura CH decompde o triangulo néo retangulo ABC em dois triangulos retan-
gulos: HBC e HAC.

A B A B

A altura BH possibilita a composi¢do dos triangulos retangulos HBC e HBA a par-
tir do triangulo nao retangulo ABC.

Pelos processos de composicdo ou decomposicdo mostrados nesses exemplos, podemos
relacionar as medidas dos angulos internos com as medidas dos lados de um triangulo ndo
retangulo por meio das razdes trigonométricas, como comprovam os teoremas a seguir.

Lei dos cossenos

Consideremos trés casos em que a, b e ¢ sao medidas dos lados de um triangulo
e « a medida do angulo oposto ao lado de medida a.

c ©
c
. a b a b a
o
AL B AL B
c A @ B C]

Nos trés casos apresentados, vale a relacdo:
a’=b’+ c* - 2bc- cos

Demonstracao

Demonstraremos apenas o caso em que a < 90°.

Sejam: ¢
e CH a altura relativa ao lado AB;
b a
* AH a projecéo ortogonal do lado AC h
sobre o lado AB;
_ _ = o B
* BH a projecdo ortogonal do lado BC ! m H c—m !
sobre o lado AB. ‘ c ‘

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Aplicando o teorema de Pitagoras nos tridangulos retangulos HBC e HAC, temos:
h+(c-m’=a> (1)
h*+ m’ = b? )

Subtraindo membro a membro as igualdades (1) e (2), obtemos:
(c-m}-m’=a’-b’=>c?-2cm+m’ —m’=a’*- b’
na’=b’+c*-2cm 3)

Do triangulo HAC, temos: cos o = % =>m=b-cosa 4

Substituindo (4) em (3), obtemos, finalmente:

a’=b?+ ¢’ - 2bc- cos a

EXERCICIOS RESOLVIDOS

11.Determine o valor de x no triangulo representado a seguir.

Resolucao
X Aplicando a lei dos cossenos, temos:
3
x*=3"48"-2:3-8-cos60°
60° x2=9+64—48-%
8 X =49 x=7
12.Determine o valor de xno triangulo representado a seguir.
Resolucao
X Aplicando a lei dos cossenos, temos:
o X*=2°4+4*—2-2-4-cos 120°
120° X2=h+16—16'(—%>
2 xt=28=x=27
13.Determine o valor do cos a no triangulo representado a seguir.
Resolucao
6 Aplicando a lei dos cossenos, temos:

6°=3"+4"—2+3-4-COS

36=9+ 16 - 24 cos o

o ) _ __ﬂ
S24cosa=—-11=>cosa= T

ILUSTRAGOES: FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA
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EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

18.Calcule a medida x indicada nos triangulos represen-
tados a seguir.

a.
18.a.7cm
5cm X
60°
8cm
b.
18.b. 14 m X
6m\ 120°
10m

19.Sabe-se que sobre um ponto material P, sao aplicadas
apenas duas forcas, f: e /?; deintensidades |/?:| =5Ne
|/_-';| =3 N, conforme mostra a figura. Calcule aintensi-

dade da forca resultante que atua sobre esse ponto.
19.7N

Nota: O simbolo N, que é a
abreviacao de Newton, representa
N uma unidade de medida de forga que
F, expressa uma aceleracdo de 1 m/s’
para um corpo de 1 kg, na diregédo e
no sentido da forca.

F,

20.0s lados de um triangulo medem 4 cm, 5cme 7 cm.

a. Calcule o cosseno do maior angulo interno desse

i3 1
triangulo. 20.a. -7

b. O maior angulo interno desse triangulo é agudo,
reto ou obtuso? Justifique sua resposta.

21.Relina-se com um colega para fazer esta atividade.

83Cada haste de determinado compasso tem 10 cm de
comprimento, eaaberturaentre elas variade 0° a 120°.

20. b. Como o angulo interno de um tridngulo

deve ser maior que 0° e menor que 180° e como

o valor do cosseno do angulo

em questao € negativo;

logo, € um angulo obtuso.

10cm 10cm
=) , 120°

Eﬂ Distancia entre as pontas

\

a. Para cada medida 6, em grau, do angulo de abertu-
ra entre as hastes fica determinada uma Gnica dis-
tancia dentre as pontas do compasso. Obtenham a
lei de associacao que expressa a distancia d, em
centimetro, em funcdo de 6. 21.a.d =102 (1 - cos 6)

b. Qual é a distancia, em centimetro, entre as pontas
do compasso quando o dngulo de abertura entre as
hastes € 60°? 21. b. 10 cm

¢. Qual é adistancia maxima, em centimetro, entre as
pontas do compasso? 21.c. 103 cm

d. Na funcao obtida no item a, qual deve ser a medida 6
para que uma circunferéncia tracada com o compas-
so tenha comprimento igual @ 20 cm? 21. d. 60°

22.Elaborem e resolvam um problema sobre a lei dos

gg cossenos que envolva uma situacao do cotidiano.
22. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 6.

Lei dos senos

Sendo AB = ¢, AC = b e BC = a as medidas dos lados de

um triangulo ABC, temos:

a _ b

=—C¢ = 2R

senA senB

em que R é a medida do raio da circunferéncia circunscrita

ao triangulo.

140

sen C
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Demonstracéao

Demonstraremos apenas o caso em que o centro O da circunferéncia circunscrita é
interior ao triangulo.

Sendo BD um diametro dessa circunferéncia, o angulo DAB é

reto, pois esta inscrito em uma semicircunferéncia. Assim, te-
Ao C

mos: sen D = ==

2R

Porém, os angulos D e C sd@o congruentes, pois estao inscritos

Reproducéo proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

na mesma circunferéncia e determinam o mesmo arco.

Logo, temos:

senD=senC=-X=2R=—C_
2R sen C
Tracando por A um diametro AD’, temos, de maneira analoga:
ZR = L,\
sen B

Tragando por C um diametro CD”, temos, de maneira anéloga:

2R=—9__
sen A
Portanto: —9— = bA = ¢ = 2R

EXERCICIOS RESOLVIDOS

14.Determine a medida x no triangulo indicado a seguir.

sen A sen B sen C

10
X
45° 30°
Resolucao
Aplicando a lei dos senos, temos:
x____10 X _ 10
sen 30° sen 45° 1 2
2 7
Sx=5v2

15.Calcule a medida Rdo raio da circunferéncia circuns-
crita ao triangulo ABC.

C A
60°

Resolucao

Pela lei dos senos, a razao entre a medida de um
lado do triangulo e o seno do angulo oposto a esse

lado é igual ao diametro da circunferéncia circuns-
crita ao triangulo. Logo:

9 ___Jor=>

_ 9 9 _
sen 60° V3 2R
2

L R=3V3

16.Dois pontos, Ae B, estao localizados na margem de
um lago, conforme mostra a figura.

il WV

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

Para calcular a distancia entre esses pontos, um to-
pografo caminhou em linha reta 250 m a partir de A

até um ponto ¢, com m(BA() = 75°. Depois, mediu 0

angulo AEB, obtendo 60°. Com esses dados, obteve a
distancia AB. Qual é essa distancia, em metro?

141
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Resolucao

A soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo qualquer & 180°; logo, no triangulo ABC, de-
duzimos que ABC mede 45°. Sendo x a distancia, em
metro, entre os pontos A e B, temos o0 esquema:

H \ il \;(\A B Vi W
s,

(Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.)

&

Pela lei dos senos, concluimos que:

X _ _ 250
sen 60° sen 45°

N
ul
o

S
NS

)

250
V2

x=125V6

SoX=

A distancia AB é 125 V6 m ou, aproximadamente,
306 m.

J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

23.Determine a medida x na no triangulo representado
aseguir. 23.3+2

105°

45°

24.(Ufes) No triangulo ABC da figura a seguir, 0 cosseno
do angulo obtuso o é igual a: 24. alternativa d

;
da. § c

;
b. -5
o _V3 4

2 3

Q) N
V5 A B

&5

25.Dois rios sao retos nas proximidades do ponto A de
confluéncia de ambos. Pela constru¢do de um canal,
o curso do rio afluente deve ser desviado, ligando, em
linhareta, um ponto Baum ponto (, conforme mostra
a figura a seguir.

Sabendo que m(BAQ = 120°, mMABQ = 15° e
BA =800 m, calcule o comprimento do canal a ser
construido de Ba C. 25. 400+/6 m ou, aproximadamente, 980 m

26.(Uepa-PA) Sobre uma circunferéncia de raio rtomamos

os pontos 4, B e C(veja figura). O arco AB mede 120°
e a corda AB mede 12 cm. Calcule o valor de r. 26. 443 cm

A

ARQUIVO DA EDITORA

o]
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27.Elaborem e resolvam um problema sobre a lei dos
83 senos que envolva uma situagao do cotidiano.

27. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva o exercicio complementar 7.

6. Calculo da area de um triangulo

Ja estudamos o calculo da area de um triangulo como a metade do produto da me-
dida da base pela medida da altura relativa a essa base. Neste item, o calculo dessa area
sera feito em funcdo das medidas de dois lados e da medida do angulo determinado por

eles. O teorema a seguir mostra como isso € feito.
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A édrea A de um triangulo MNP, em que NM =a, NP=be m(MIVP) = o, é dada

por:
M
A=1Lab-sena a
2
o
N b P
Demonstracéao

Seja h a medida da altura relativa ao lado NP. Iy BE -
Assim, a area A desse triangulo é dada por: 4 SEryacao

bh h Este teorema conti-

A=20n | _ nua valido para
2 O NS 0 P | a>90°oua=090°

No triangulo MNQ, temos sen « =g ou, ainda:

_ ba-sena
A= 2 2

h=a-sena an

Substituindo (II) em (1), obtemos a area do triangulo em fungéo de a, b e a:

:>A=lab-sen(x

4 )
EXERCICIO RESOLVIDO
17. Calcule a area de cada um dos triangulos. Resolucao
a. ~J1.4.5. o_l.4.5.1_
/y\ a. A=5-4:5-5en30°=54-5:5=5
E0 Portanto, A= 5 cm”.
5cm
b. b.A=%-6-8-sen’|20°=%-6-8-§=12\/§
6cm ,
A Portanto, A= 123 cm”.
8cm
. J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

28.Calcule a area de cada um dos triangulos.

2
a. 28.a.15cm
4 cm
60°

5V3cm

b.
5cm
Q 28. b. 5 cm?
4cm

29. 30° ou 150°
29.Em um triangulo ABCde area 20 cm?, tem-se que

AB = 8cm e AC = 10 cm. Calcule a medida do angulo BAC,

30.Toda corda de um circulo divide-o em duas partes
chamadas de “segmentos circulares”. Calcule a area
do segmento circular laranja-escuro no circulo de
centro Oa seguir.

(Sugestdo: Subtraia da area do setor circular AOBM a

area do triangulo AOB.)
30. 3(4x - 3v3) cm?

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 8 e 9.
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Nesta secdo Matematica sem fronteiras exploramos textos sobre aplicagdes praticas do assunto desenvolvido no capitulo.
O conteldo apresentado tem dois objetivos: primeiro, contextualizar a teoria matematica por meio de situagdes reais; segundo,

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS

Nesse caso, exploramos
um modelo trigonométrico
aplicado no estudo sobre
O ciclo respiratdrio, em
trabalho que promove
integragdo com a area
de Ciéncias da Natureza
e suas Tecnologias

ao expor aplicagcoes

do conhecimento
cientifico. Sugerimos
que o professor oriente
os estudantes a ler o
texto e a resolver, em
grupos, as atividades.
Particularmente,

com base na atividade 3,
pode-se desenvolver o
ODS 3 e aspectos da
competéncia geral 8,
pois os estudantes
podem reconhecer a

importancia de exercicios
respiratérios e outras
técnicas para auxiliarem,
por exemplo, em
situagbes de ansiedade

e gerenciamento das
emocoes.

Atividades

inspiragao expiragcao
(entrada de ar) (saida de ar)
Caixa toracica Caixa toracica
aumenta de diminui de
volume. volume.

Diafragma contrai e
desloca-se para baixo.

despertar a curiosidade dos estudantes para
aplicacdes mais elaboradas.

~

O ciclo respiratorio

O ciclo respiratério € constituido de uma inspiracédo e da expiracdo consecutiva.
A inspiracdo, em que ocorre a entrada de ar nos pulmdes, é causada pela contracdo da
musculatura do diafragma e dos musculos intercostais. O diafragma desloca-se para
baixo e as costelas elevam-se, provocando o aumento da caixa toracica, com conse-
quente reducdo da pressdo interna em relacdo a externa, promovendo a entrada do ar
nos pulmdes. A expiracdo, em que ocorre a saida de ar dos pulmdes, é causada pelo
relaxamento da musculatura do diafragma e dos musculos intercostais. O diafragma
desloca-se para cima e as costelas abaixam, diminuindo o volume da caixa toracica,
com consequente aumento da pressao interna, forcando o ar a sair dos pulmaes.

e

Diafragma relaxa e
desloca-se para cima.

Modelo didatico sem escala e com cores fantasia.

Em uma situacdo de repouso, um jovem adulto e saudavel inspira e expira 500 mL
de ar a cada ciclo respiratério, em um periodo de 5 segundos. Os pulmdes nunca
ficam completamente sem ar; mesmo apds a expiracdo, um volume residual de
1.200 mL de ar permanece neles. Esses volumes sdo valores médios, pois podem
variar de uma pessoa para outra.

Elaborado com base em: SOUZA, M. H. L.; ELIAS, Decio O. Fundamentos da
circulacdo extracorpdrea. 2. ed. Rio de Janeiro: Centro Editorial Alfa Rio, 2006.

’ Faca as atividades no caderno. l

Por ser um movimento periddico, o ciclo respiratorio
pode ser descrito por uma funcao trigonométrica. As-
sumindo como padrao os valores apresentados nes-
se texto, faca o que se pede nas questoes a seguir.

1. Adotando a fungao cosseno como modelo, ob-
tenha uma equacao W(t) = a + b cos (mt), com
{a, b, m} C R, em que l/(t) expressa o volume, em
mililitro, de ar nos pulmdes em funcao do tempo ¢,
em segundo, considerando ¢t = 0 um instante em
que a quantidade de ar nos pulmaes seja apenas
ovolume residual. 4, yz) = 1.450 - 250 cos 2%

2. De acordo com a funcao obtida no exercicio
anterior, calcule o volume, em mililitro, de ar

nos pulmoes no instante t= % S. 2.1.325mL

3. Faca uma pesquisa a respeito da importancia
de respirar corretamente e de como técnicas
de respiracao podem trazer beneficios para a
salde mental e emocional. Depois, comparti-
Ihe com o professor e os colegas os
resultados da pesquisa. 0DS 3

L

)
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Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

3. Resposta pessoal. Essa atividade possibilita trabalhar aspectos da competéncia geral 8, do ODS 3 e
do TCT Saude. Diferentes técnicas de respiracado e relaxamento auxiliam no controle da ansiedade ou em
melhor qualidade de sono, por exemplo.
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Aproveite os Exercicios complementares para propor atividades em que os estudantes possam compartilhar estratégias de resolugdo. Uma

possibilidade € organiza-los em duplas e solicitar que resolvam os exercicios. Depois, cada dupla comenta a estratégia utilizada com outra dupla

e comparam as respostas e resolucdes. E interessante que atividades como essas sejam utilizadas como ferramenta de avaliacéo.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1. Em um mesmo plano cartesiano xOy, em que a unida-
de adotada nos eixos Ox e Oy é o metro, um arquiteto
projetou uma calcada a ser construida na orla reta de
uma praia. No piso serao desenhadas ondas represen-
tadas entre os graficos das funcoes fe gdefinidas por
flx) = 4 sen xe g(x) =3 + 4 sen x. O grafico de ftan-
genciara uma margem da calgada, e o de gtangenciara
a outra margem, conforme mostra a figura. Calcule a
medida hda largura da calgada, em metro.1. 11 m

A"l

2. (Enem) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia
e Estatistica (IBGE), produtos sazonais sao aqueles
que apresentam ciclos bem definidos de producao,
CONSUMO e preco.

Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua
disponibilidade nos mercados varejistas ora é escas-
sa, com pregos elevados, ora é abundante, com precos
mais baixos, o que ocorre no més de produgao maxi-
ma da safra.

A partir de uma série historica, observou-se que o
preco P, em reais, do quilograma de um certo produto
sazonal pode ser descrito pela funcao:
(nx — 7)

Plx) =8+ 5cos g

onde x representa o més do ano, sendo x = 1 asso-
ciado ao més de janeiro, x= 2 ao més de fevereiro, e
assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més
de dezembro.

Disponivel em: <https://www.ibge.gov.br>.
Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

Na safra, o més de producao maxima desse produto é:

a. janeiro. d. julho.
b. abril. e. outubro.
¢. junho. 2, alternativa d

w

Qual das fungGes dadas pelas leis a seguir pode
representar aproximadamente o grafico relativo a
atividade anterior, supondo que os picos dele tém
ordenada 1? 3. alternativa d

a. f(th=sent

b. fl =cost

¢. f(=sen(2xt)
d. f(t) = |sen (2xt)|
e. f(t) =|cos (2x)|

Faca os exercicios no caderno.

4. Na abertura deste capitulo, foi apresentado que a
velocidade de uma mdsica pode ser medida em bpm
(batidas por minuto). Considere a figura a seguir, em
que os picos do grafico sao as batidas de uma mdsica.

5 segundos

a. Qual é a velocidade dessa masica, em bpm?
4. a. 120 bpm_ o 1
b. Qual & o periodo desse grafico? 4.b. 5

5. A senoide a seguir descreve o movimento vertical de
uma rolha em um tanque de agua no qual sao produ-
zidas ondas com cristas sucessivas distantes 0,2 m
uma da outra. Os valores absolutos das ordenadas
y, em centimetro, representam a distancia entre a
rolha e asuperficie da agua em seu nivel de repouso,
e a abscissa trepresenta o tempo, em segundo.

0,2m

Tanque de ondas

a. Qual é a velocidade de propagagao das ondas, em
metro por segundo? 5. a. 0,1 m/s

b. No intervalo de 0 a 4 s, em que instantes a veloci-
dade darolhaénula? 5.b.0,5s;1,5s;2,55;3,5s

c. Obtenha uma equagao que expresse y em fungao
de t. 5.c.y =sen (af)

6. Um mapa, por ser a representacao plana da su-
perficie esférica da Terra, ou de parte dela, ine-
vitavelmente, apresenta alteracoes nas formas
e/ou dimensdes e/ou angulos reais observados
sobre a superficie terrestre. No entanto, essas
distorcoes podem ser corrigidas pela Geometria e
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No item a do exercicio proposto 6, comente que Amyr percorreu um pouco mais do que essa distancia, porque as vezes ele se desviava
do caminho mais curto, principalmente quando dormia, tendo que corrigir o rumo depois. Ja no item b da atividade 6, destaque a diferenga
entre a comprimento do arco NB, que é a medida real sobre a superficie terrestre, e a medida do segmento NB, que é a medida iluséria que

teria o0 segmento se a Terra fosse planificada como em um mapa.
Trigonometria, quando forem necessarios calculos
mais exatos. Observe o problema a seguir, em que
esses aspectos sao mesclados.

AGLIBERTO LIMA/ESTADAO CONTEUDO

Amyr Klink chegando a Salvador (BA), em
19 de setembro de 1984.

Em 1984, 0 jovem navegador brasileiro Amyr Klink, de
apenas 28 anos, realizou a travessia do Oceano Atlan-
tico Sul, em um barco a remo, demorando 100 dias
para ir da Namibia, no continente africano (ponto N
do mapa), até Salvador, na Bahia (ponto B do mapa).

Elaborado com base em: EXPEDICOES. Amyr Klink,
c2014. Disponivel em: https://www.amyrklink.com.br/
pt/expedicoes/. Acesso em: 17 jul. 2024.

Representacao do trajeto da viagem
de Amyr Klink

,

OCEANO
ATLANTICO

™
2
o
o
o

CHEGADA S~
18/9/1984 S
na Praia da Espera

BRASIL

TROPICO DE-CAPRICORNIO

ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL/ARQUIVO DA EDITORA

PARTIDA
10/6/1984
em Luderitz

N

ﬂ

1.110 km

o _MERIDIANO DE GREENWICH ¢

Elaborado com base em: KLINK, A. Cem dias entre
céu e mar. Sdo Paulo: Companhia das Letras, 1995.

Amyr navegou o mais proximo possivel do caminho
mais curto entre N e B, que é o arco contido em uma
circunferéncia maxima da superficie terrestre.

a. Dado que o caminho mais curto NB & um arco de
1,09 rad e que o raio da Terra mede 6.378 km, em
valores aproximados, qual teria sido a distancia
percorrida por Amyr Klink se ele tivesse navegado
exatamente por esse caminho? 6. a. 6.952,02 km

b. Considerando o caminho mais curto NB, citado no

item a, qual & o comprimento do segmento de
= reta NB? 6. b. aproximadamente 6.613 km

c. Faga uma pesquisa sobre projecoes cartograficas e
suas deformacoes, e redija um breve texto sobre o

que vocé leu. 6. c. Resposta pessoal.
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7. (Vunesp) Para calcular a distancia entre duas arvores
situadas nas margens opostas de um rio, nos pontos
A e B, um observador que se encontra junto de A

afasta-se 20 m da margem, na direcao da reta jﬁ
até o ponto ( e depois caminha em linha reta até o
ponto D,a40mde C do qualainda pode ver as arvores.

W
1 i

L. ¥ ¥

\

oV

\

(Modelo didatico sem escalas e com cores fantasia.)

Tendo verificado que os angulos DCBe BDC medem,
respectivamente, cerca de 20° e 130°, que valor ele
encontrou para a distancia entre as arvores, se usou a
aproximacao sen 130° =0,76? 7.40,8m

8. Para medir a area de um terreno plano com a forma de
um quadrilatero convexo ABCD, um topdgrafo posicionou

seu teodolito no vértice A e mediu os angulos BACe

CAD e os segmentos AB, AC e AD, obtendo, respecti-
vamente, 38°, 65°, 860 m, 900 m e 980 m. Qual é a
area desse terreno? 8. aproximadamente 637.943,13 m®

B
860 m

38° 900 m
65°

980 m

D

9. Calcule a area do segmento circular AMB contido no
circulo a seguir, de centro Oeraio de medidaiguala8cm.

0. (16+%) cm?

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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VERIFIQUE O QUE APRENDEU NO CAPIiTU

P

Além do processo de avaliacdo promovido pelo professor, é importante que
vocé, estudante, realize uma autoavaliacédo. O objetivo desse instrumento é men-
surar seu nivel de aprendizagem em relacdo ao assunto desenvolvido no capitulo.
Para ajuda-lo nessa tarefa, apresentamos as seguintes questdes.

1. Dada a funcao f: R — R definida por f(x) = &4 + 5cos x, responda aos itens seguintes.
a. O nimero 2 pertence ao conjunto imagemde f?  1.a.sim
b. O nimero 10 pertence ao conjunto imagemde f?  1.b.ndo
¢. Qual é o conjuntoimagemde f?  1.c.im(f) =[-1; 9]

2. Uma particula se move sobre uma circunferéncia de centro Oeraio de 5 centimetros,
no sentido anti-horario e com velocidade escalar constante, completando uma volta
a cada 3 segundos. Um sistema cartesiano ortogonal de origem O é& fixado no plano
da trajetéria dessa particula, e a unidade adotada nos eixos é o centimetro. Consi-
derando que no instante inicial (¢t= 0) a particula passa pelo ponto (5, 0), responda:

a. A funcao fdada por f{x) =5 cos %‘ expressa a abscissa da posicdo da particula

em cada instante t? 2. a.sim

b. A funcdo fdada por f(x) = -5 sen %‘ expressa a ordenada da posicao da particu-

la em cada instante t? 2. b. nio
3. De um observatorio astronémico A da Terra, um astronomo estuda duas estre-
las, B e C constatando que o angulo obtuso BAC mede «, com cos a = —%, que

AB = 11 anos-luz e AC= 13 anos-luz. Com esses dados, o cientista calculou a dis-
tancia entre as estrelas Be C. Calcule essa distancia em ano-luz. 3. 20 anos-luz

Ferramenta de estudo

Ao término da resolucdo dos exercicios, copie no caderno o quadro indicado a
seguir e preencha-o assinalando a resposta mais adequada ao seu aprendizado. Se
julgar necessario, retome os tépicos de contetdos relacionados a cada questéo ou
converse com os colegas e com o professor a fim de tirar ddvidas a respeito delas.

Oriente os estudantes a
utilizarem as atividades
propostas nessa segao
a fim de realizarem uma
autoavaliacao. Eles
podem responder as
perguntas e conferir a
resposta no final do livro.
Caso errem, podem
utilizar ferramentas
digitais para verificar

0 erro ou conversar

com os colegas que
acertaram para comparar
a estratégia de resolugéo
utilizada.

Questao Sim Parcialmente

Sei o que é uma fungao trigonométrica e como
aplica-la na resolucdo de problemas contextualizados?

Sei esbocar o grafico da funcao f(x) = sen x e da
funcdo g(x) = cos x?

Consigo utilizar o conceito de periodo das fun¢des
seno e cosseno na resolucdo de exercicios?

Compreendo o que sdo movimentos periddicos e
como eles se associam as func¢des trigonométricas?

Aplico os conceitos de trigonometria na resolugdo
de triangulos?

147




Uma sugestéo para o estudo do infografico é pedir aos estudantes que discutam,
em grupos, as questdes propostas na secao Além da teoria. Depois de lerem as
informacdes, analisarem as senhas mais usadas e responderem as questdes, pega
aos estudantes que elaborem perguntas como:

Os principios da
Analise combinatoria

¢ Quantas senhas distintas de 3 caracteres podemos formar com os caracteres
$, # e &, sem repeticdo? (6)

¢ Quantas senhas distintas de 3 caracteres podemos formar com os caracteres
$, # e &, sendo permitida a repeticdo de caracteres? (27)

”

CAPITULO

Na abertura,

] . converse acerca
da importancia de certos cuidados

Como Crial‘ uma senha forte em definir senhas eletrénicas,

apresentando as mais comuns, as

= mais faceis de ser descobertas e os
ﬁ Use muitas Ietras métodos para criar uma senha forte.

Usando todas as letras do teclado, uma senha com quinze caracteres é
5.429.503.678.976 vezes mais dificil de quebrar que uma senha com seis

VITHUN KHAMSONG/MOMENT RF/GETTY IMAGES

caracteres.
Seis caracteres: Quinze caracteres:
308.915.776 possibilidades 1.677.259.342.285.725.925.376 possibilidades

Utilize maiusculas, minusculas, niimeros e simbolos

Quanto maior for a variedade de caracteres da senha, mais dificil sera
quebra-la.

H4a 10.000.000.000 de
senhas diferentes formadas
por dez caracteres numéricos.

Com apenas letras mindsculas,
existem 141.167.095.653.376
possibilidades de senhas com
dez caracteres.

. . Com todo o teclado, incluindo mailsculas, minUsculas e caracteres espe-
Além da teoria ciais, podem-se criar 53.861.511.409.489.970.176 senhas diferentes com

R . dez caracteres.
1. Vocé considera suas

ILUSTRAGOES: MILTON RODRIGUES ALVES/ARQUIVO DA EDITORA

senhas seguras?
9 3 ﬁ Use frases secretas
2. Algumas senhas n@o se- - .
guras, como 123456 ou Escolha uma frase ou um trecho de musica ou de um poema do qual vocé
gwerty, sdo utilizadas possa se lembrar.
pelos usudrios no mun-
do todo. Faca uma pes- Mais vale um passaro na mao que dois voando

quisa sobre os tipos de l 1 l l 1 l l l 1

sep_has ndo seguras mais + VI 1 p$$rn M q 2 Vnd
utilizadas pelas pessoas
no Brasil e compartilhe o
resultado dessa pesquisa
com os colegas.

3. Quantas senhas de trés
caracteres podemos
formar com os carac-

1,be@, , - ' ¢ 7 /e
i o e C4+VITp$$rnMq2Vnd
2. Pesquisa pessoal.

Crie sua senha com um critério que vocé nao esquega, como dispensar as vogais,
trocar determinadas palavras e letras por nimeros e caracteres especiais etc.
Com quinze caracteres de todas as variedades, essa seria uma excelente
senha, se ainda fosse secreta.
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1. O que é Analise combinatdéria

A contagem faz parte do cotidiano das pessoas, seja qual for seu ramo de atuacgao. Por
isso, dedicamos este capitulo ao estudo da contagem. Para entender a necessidade de estu-
darmos esse tema, tente responder as perguntas a seguir.

Pergunta 1: Quantas placas diferentes de au-
toméveis, formadas por sequéncias de trés letras,
um algarismo, uma letra e dois algarismos, po-
dem ser confeccionadas?

JUNIOR ROZZ0O/
ROZZO IMAGENS

Pergunta 2: Entre as 8 melhores batedoras de pénalti de um time de futebol, serdo
escolhidas 5, aleatoriamente, para a decisdo de uma partida por pénaltis. De quantas ma-

neiras diferentes a escolha pode ser feita? Proponha aos estudantes que respondam a pergunta 3 e,
depois, que compartilhem as estratégias utilizadas. Como
sdo 3 frutas, 2 bebidas
quentes e 4 massas, €
possivel compor
24 combinacdes
B3-2-4=24).

Decisdo por pénaltis em partida entre Brasil e Inglaterra na Taca Finalissima
Feminina 2023, em Londres. Foto de 2023.

Pergunta 3: O Guia alimentar para a populacdo brasileira apresenta, como exemplo, a
composicao do café da manha de 8 brasileiros selecionados entre os que tém uma alimen-
tacdo com base em alimentos in natura ou minimamente processados. Frutas e café (com
ou sem leite) sdo constantes nessa refeicdo e, em alguns exemplos, a fruta é substituida
por suco de laranja. Quantas combinacdes contendo 1 fruta, 1 bebida quente (café com
ou sem leite) e 1 massa € possivel fazer para compor o café da manha a partir de 3 opcées
de frutas (mamao, laranja ou manga) e 4 op¢des de massas (pao, bolo ou cuscuz)?

Como podemos perceber, contar ndo é sempre um processo simples. Em muitas situa-
¢bes, contar unidades uma a uma, que é o processo elementar, mostra-se inviavel, sendo
necessario estabelecer métodos de contagem que permitam chegar aos resultados mais
rapidamente. Obter esses métodos é o objetivo principal da Analise combinatoéria.

2. O principio fundamental da contagem

A Anélise combinatéria € alicercada no principio fundamental da contagem, tam-
bém conhecido como principio multiplicativo da contagem. Intuitivamente, vocé ja
conhece esse principio e ja o aplica no cotidiano. Acompanhe a situacdo a seguir.

Para identificar e organizar os participantes de um congresso sobre recursos hidricos
e uso sustentavel da dgua, serdo confeccionados dois tipos de crachas: tipo 1, destinado
aos palestrantes; e tipo 2, destinado a plateia. Cada craché do tipo 1 tera impresso um
dos algarismos 1, 2, 3, 4 ou 5 seguido de uma das letras A, B ou C, formando, por exem-
plo, a sequéncia ; e cada crachéa do tipo 2 tera um dos algarismos de 1, 2, 3, 4 ou 5,
seguido de uma das letras latinas A, B ou C, sequida ainda de uma das letras gregas «, f§
ou A, formando, por exemplo, a sequéncia [2Ca]. Qual é o nimero maximo de crachas
diferentes que podem ser confeccionados para os palestrantes? E para a plateia?

Em uma exposicéo
dialogada, comente

com os estudantes que
contar nem sempre é um
processo simples. Em
muitas situacdes, contar
unidades uma a uma
mostra-se inviavel, como
no exemplo da pergunta 2:
Quantas placas de
automoéveis formadas por
sequéncias de trés letras,
um algarismo, uma letra
e dois algarismos podem
ser confeccionadas?
(Esta € uma pergunta
retérica para mostrar a
dificuldade da contagem.
Nao é preciso dar a
resposta, mas, se quiser,
aresposta é: 26* - 10° =
=456.976.000)

Por isso é necessario
estabelecer métodos de
contagem que permitam
chegar mais rapidamente
aos resultados. Obter
esses métodos é o
principal objetivo da
Andlise combinatéria.
Oriente os estudantes

a consultar as paginas

6 e 7 para saber

mais sobre este e

os demais Objetivos

de Desenvolvimento
Sustentavel.

O Guia alimentar
para a populagdo
brasileira apresenta
como “regra de
ouro” preferir
sempre alimentos
in natura ou
minimamente
processados e
preparacoes
culinarias a
alimentos
ultraprocessados.
Pesquise o que é
comida “feita na
hora” e comida
industrializada ou
ultraprocessada e
converse com 0s
colegas acerca dos
beneficios em
\preferir uma a outra.

J

Reflexao: Resposta
pessoal. De acordo

com o Guia alimentar
para a populagdo
brasileira, alimentos
ultraprocessados tém
composigao nutricional
desbalanceada, favorecem
0 consumo excessivo de
calorias e tendem a afetar
negativamente a cultura, a
vida social e o ambiente.
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Observacao

Matriz é uma tabe-
la retangular cujos
elementos sdo dis-
postos em linhas e
colunas.

Comente que, no dia a
dia, aplicamos o principio
fundamental da contagem
em diferentes situacoes,
por exemplo: "Um
condominio é formado
por 4 prédios residenciais
com 60 apartamentos
em cada um. Quantos
apartamentos compdem
o condominio? (4 x 60)";
"Um condominio é
formado por 4 prédios
residenciais, com 60
apartamentos em cada
um e com 2 vagas de
garagem para cada
apartamento. Quantas
vagas de garagem
existem no condominio?
(4 x60x2)"

Para calcular o nimero méaximo de crachas diferentes que podem ser confeccionados
para os palestrantes (tipo 1), construimos a matriz das possibilidades cujos elementos
sd@o os pares ordenados em que o primeiro elemento é um dos algarismos possiveis
(1, 2, 3, 4 ou 5) e o0 segundo é uma das letras latinas possiveis (A, B ou C), conforme a
configuracdo adotada a seguir.

Quadro de possibilidades Matriz das possibilidades

A B C C1,A) (,B) (1,0 |
1 aa | as [ a0 2A) @B (20
2| en | @8 | @0 G,A  GB (30
3| 3An | 3 | GO (4 A) (4,B) (40
4| @n | @8 | 40 . 5,A) (B (50
5| <A | 58 | 60

Como essa matriz tem 5 linhas por 3 colunas, concluimos que o seu nimero de ele-
mentos é dado pelo produto:

5 . 3 = 15
— —
Total de Total de
escolhas escolhas
possiveis dos possiveis das
algarismos letras latinas

Portanto, o nimero maximo de crachés diferentes que podem ser confeccionados
para os palestrantes é 15.

Essa primeira parte da resolucdo ajuda a entender o principio fundamental da con-
tagem, enunciado a seguir.

Se um experimento E pode apresentar n resultados distintos e um experimento
F pode apresentar k resultados distintos, entdo o nimero de resultados distintos
gue pode apresentar o experimento composto de E e F, nessa ordem, é dado pelo
produto n - k.

de crachas diferentes que podem ser
feitos para a plateia (tipo 2), vamos
construir a matriz das possibilida-
des, formada por todos os ternos or-
denados em que o primeiro elemento
€ um dos algarismos possiveis (1, 2, 3,
4 ou 5), o segundo é uma das letras
latinas possiveis (A, B ou C) e o tercei-
ro € uma das letras gregas possiveis
(o, p ou X) conforme a configuragdo
adotada a seguir.

Para calcular o nidmero maximo Quadro de possibilidades
o p A
LA |a,A0 | (AR | 0,AY i Matriz das possibilidades i
1,B | (1,B,@) | (1,B,p) | (1,B,%) LA (1,ABR (0,AN
1,¢c|qa,c 1,C 1,C 0 (1.8 (1.8F (182N
C1AC01AGH TGN (1, C0 (1,6p (1,6
2A | A0 | AR | CAN 2AD QAP 2AN
2,B | (2,B,o) | (2,B,B) | (2,B, ) (2,B,) (2,B,p) (2,B,1)
2C|@2cw|@cp|@cn 2,Co 2,Cp 2,Cn
GB,Ax GAB GAN
3,A | GAx | GAB | GBAN G.B,a) G.Bf G B2
3,B | 3B | (BB | 3B 3B, Co B,CP 3B,C
3,C [B.Co|BCH|GBCH @4 A0 GABR GAN
4,A | (4A0 | 4AP | (4 AN (4,B,o) (4,B,p) (481
“4,Ca) (4Cp &,CN
4,B | (4,B,0) | (4,B,p) | (4,B,2) GAwD GAEP AN
41 c (41 CI (X) (41 CI ﬁ) (41 CI }\) (5, B, (X) (5, B, [3) (S, B, }\,)
5A | G5Ax | GAPR | G AN LG5, C ) (5,CB) (5 Cn
5B | (5B, | (5B, | (58,21
5C | 5,Co| 6B,CH |GG
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Como essa matriz tem 15 linhas por 3 colunas, concluimos que seu nimero de ele-
mentos é dado pelo produto:

15 . 3 = 45

Sugerimos o video
De malas prontas
que apresenta

—_— — uma relacdo
Total de escolhas Total de escolhas entre vestuario
possiveis dos possiveis das e o principio

algarismos das
letras latinas

letras gregas fundamental da

contagem. Apds

Ou ainda: assistir ao video,
converse com
- 3 3 =4 os colegas sobre

como o principio
fundamental

da contagem
ajudou a resolver
Concluimos que podem ser feitos, no maximo, 45 crachas diferentes para a plateia. o problema de
Essa segunda parte da resolucdo ajuda a entender que o principio fundamental da Raquel.

- p . . . Disponivel em:
contagem pode ser utilizado para calculos que envolvam mais de dois experimentos. https://m3.ime

Total de escolhas Total de escolhas
possiveis dos possiveis das letras
algarismos latinas

Total de escolhas
possiveis das
letras gregas

A seguir, enunciamos a generalizacdo desse principio. unicamp.br/
recursos/1083.
. Acesso em:
Se os experimentos E,, E,, E, ..., E, podem apresentar n,, n,, n,, ..., n, resultados 4 out. 2024,

distintos, respectivamente, entdo o nimero de resultados distintos que pode apre-
sentar o experimento composto de E,, E,, E, ... e £, nessa ordem, é dado pelo
produto n, « n,-n, ... n,

Aplicando a linguagem dos conjuntos, esse principio também pode ser enunciado da
seguinte maneira:

Se Xy, Xy X3y vy X,
sdo possiveis resul-
tados dos experi-
mentos £, E, E,, ...,
E,, respectivamen-
te, entdo a sequén-
cia (X, Xy X3, ..oy X))
€ um possivel resul-
tado do experi-
mento composto
de £, E, E, ..., E,
nessa ordem.
\.

Sendo A,, A,, A,, ..., A, conjuntos ndo vazios, o nimero de escolhas diferentes de um
elemento de A, um de A,, um de A,, ... e um de A, nessa ordem, é dado pelo produto:
n(A;) - n(A) - n(A) - ... - n(A)

Nota:
O simbolo n(A) representa o nimero de elementos do conjunto A.
Reflexao: Ao aplicar o principio fundamental da contagem, calculamos

0 numero de sequéncias que podem ser formadas com os elementos
disponiveis; portanto, consideramos a ordem desses elementos.

Por que no enunciado do principio fundamental da contagem é destacada a ordem dos
experimentos?

EXERCICIOS RESOLVIDOS A

1. Em uma concessionaria, um modelo de automovel
é vendido em trés versoes: basica, intermediaria e
completa. Para cada versao, o veiculo pode ter uma
das cores, cinza, azul, branco ou preto; motor 1.0, 1.6
ou 2.0; e cambio automatico ou mecanico. Quantas
opgoes diferentes de escolha tem um cliente que
pretenda comprar esse modelo de automovel?

Reflexao

cor entre as 4 cores possiveis, 1 tipo de motor entre
os 3 tipos de motor possiveis e 1 tipo de cambio
entre os 2 tipos de cambio possiveis. Podemos apli-
car o principio fundamental da contagem conside-
rando essas informacaes.

3. Executar o plano elaborado
Sabemos que a situagao envolve 4 etapas: uma

Resolucao

\Jamos resolver o problema por etapas.

1. Compreender o problema

Da situacao, podemos perceber que se trata de um
problema de contagem, associado ao principio fun-
damental da contagem.

2. Elaborar um plano de resolucao

Ao ler a situagao, sabemos que existem 3 versdes do
modelo de automovel e que cada versao pode ter 1

com 3 possibilidades, outra 4, outra 3 e a Gltima, 2.
Podemos organizar um esquema, como a seguir, que
apresenta o nimero de possibilidades de escolha
para cada um dos itens representados nas casas
(quadrinhos):

| Versao | Cor Motor Cambio

3 4 3 2
numero de possibilidades
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Pelo principio fundamental da contagem, o nimero de
opcoes diferentes de escolha do veiculo é dado pelo
produto 3 -4 -3 - 2, ou seja, o cliente tem 72 op¢oes
diferentes de escolha.

4, Verificacao
A verificacao pode ser feita ao rever todas as etapas e
os calculos realizados.

2. Quantos nimeros naturais de trés algarismos po-
dem ser representados com os algarismos 2, 3, 4,
7,8e9?

Resolucao

No esquema a seguir, representamos a posicao que
cada algarismo podera ocupar no nimero de trés
algarismos.

primeira posicao | segunda posicao | terceira posicao

Como o enunciado nao faz referéncia a repeticao de al-
garismos nos ndmeros, podemos considerar nimeros
como 477 e 999, ou seja, com repeticao de algarismos.

Assim, para preencher cada uma das posicoes existem
seis possibilidades de escolha, pois podemos preenché-
-las com qualquer um dos algarismos 2, 3,4, 7,8 e9.

primeira posicao | segunda posicao | terceira posicao

6 6 6

Logo, pelo principio fundamental da contagem, o to-
tal de ndmeros que podem ser representados &
dado pelo produto 6 - 6 - 6. Ou seja, nas condigoes
enunciadas, é possivel representar 216 nimeros.

3. Quantos nimeros naturais de trés algarismos dis-
tintos podem ser representados com os algarismos
2,3,4,7,8e9?

Resolucao

No esquema a seguir, cada posicao pode ser preenchida
comum dos algarismos 2, 3, 4, 7,8 ou 9, sem repeti-los.

primeira posicdo | segunda posicdo | terceira posicao

» O ndmero de possibilidades de preenchimento da
primeira posicao é 6.

= O ndmero de possibilidades de preenchimento da
segunda posicao é 5, pois um algarismo ja foi
usado na primeira e ndo pode ser repetido.

» O ndmero de possibilidades de preenchimento da
terceira posicao é 4, pois os dois algarismos usados
nas posicoes anteriores nao podem ser repetidos.

primeira posicao | segunda posicao | terceira posicao

6 6 6
Logo, pelo principio fundamental da contagem, o to-
tal de nimeros que podem ser representados &
dado pelo produto 6 - 5 - 4. Ou seja, nas condigoes
enunciadas, é possivel representar 120 nimeros.

REGURETD Reflexso: sim

natural ndo nulo. Esse célculo pode ser feito pelo principio fundamental da contagem?

No Ensino Fundamental, foi estudado o calculo do niimero de divisores naturais de um niimero

J

¥ EXERCICIOS PROPOSTOS

Reprodugao proibida. Art. 184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Faca os exercicios no caderno.

1. Afiguraa seguir representa uma parcela das poltronas

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

de um cinema, distribuidas em fileiras com o mesmo
ndmero de poltronas em cada uma.

[y
(8]

2

Aplicando o principio fundamental da contagem, res-

ponda aos itens a seguir.

a. Quantas poltronas foram representadas nesta sala

de cinema? 1. a. 320 poltronas

b. Em determinada sessao desta sala de cinema, em

que todos os ingressos das poltronas representadas

foram vendidos, houve uma promocao: cada ingres-
so comprado dava direito a dois baldes de pipoca.

Qual é o total de baldes de pipoca distribuidos aos

espectadores que compraram esses ingressos?

. 1. b. 640 baldgs de pipoca
2. Em um ginasio de esportes, os lugares destinados aos

espectadores sao separados em quatro setores, com a
mesma quantidade de cadeiras em cada um: azul, laranja,

amarelo e verde. Em cada setor, cada cadeira é identifi-
cada por uma das 26 letras do alfabeto, seguida de um

dos nimeros naturais de 1a 45. O bilhete de ingresso ao
ginasio apresenta uma sequéncia comumacor,umaletra

e um ndmero. Assim, por exemplo, a informacao azul,
G 38indica: setor azul, fila G, cadeira 38. Quantas cadeiras
sao destinadas aos espectadores se o total de cadeiras

é igual ao total de possibilidades de identificagao?
2. 4.680 cadeiras
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3.

4.

L4

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, determine:

a. quantos nameros naturais de quatro algarismos
podem ser representados; 3.a. 1.296

b. quantos nimeros naturais de quatro algarismos
distintos podem ser representados. 3. b. 360

Com o auxilio do esquema a seguir, responda:

| milhares | centenas | dezenas | unidades |

a. Quantos ndmeros naturais de quatro algarismos
podem ser representados com os algarismos O, 4,
5, 7e9?
(Sugestdo: Lembre-se de que, para o nimero ter
quatro algarismos, o algarismo dos milhares nao
pode ser zero.) 4.a. 500

b. Quantos nimeros naturais de quatro algarismos
distintos podem ser representados com os algaris-
mos 0, 4,5,7e9? 4.b.9

Com osalgarismos 1,3, 4,5,7e9:

a. quantos nimeros naturais pares de quatro algaris-
mos podem ser representados? 5.a.216

b. quantos nimeros naturais pares de quatro algaris-
mos distintos podem ser representados? 5. b. 60

Quando oito pessoas entraram em um 6nibus, havia
quatro bancos desocupados, cada qual com dois lu-
gares. Como duas dessas pessoas eram idosas, elas
escolheram primeiro um banco para se sentarem jun-
tas. Depois, as demais pessoas se sentariam também,
aleatoriamente. De quantas maneiras diferentes essas
oito pessoas podem se distribuir pelos lugares vagos,
considerando que, em cada banco, o lugarjunto ajanela
é diferente do lugar junto ao corredor?

6. 5.760 maneiras diferentes
(Enem) Uma empresa construira sua pagina na inter-
net e espera atrair um publico de aproximadamente
um milhao de clientes. Para acessar essa pagina, sera
necessaria uma senha com formato a ser definido
pela empresa. Existem cinco opcoes de formato ofe-
recidas pelo programador, descritas no quadro, em
que “L" e "D" representam, respectivamente, letra
maidscula e digito.

Opcao Formato
| LDDDDD
Il DDDDDD
1] LLDDDD
v DDDDD
\% LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como
os digitos, entre os 10 possiveis, podem se repetir em
qualquer das opgoes.

10.

11.

A empresa quer escolher uma opcao de formato cujo
nimero de senhas distintas possiveis seja superior
ao nimero esperado de clientes, mas que esse ni-
mero Nao seja superior ao dobro do nimero esperado
de clientes.

A opcao que mais se adequa as condicoes da empresa é:
a. | b. Il c i d. IV e. V

7. alternativa e
Qualquer simbolo utilizado na escrita de uma lingua-
gem é chamado de caractere; por exemplo: letras,
algarismos, sinais de pontuacao, sinais de acentuacao,
sinais especiais etc. Em computacao, cada caractere é
representado por uma sequéncia de 8 bits, e cada bit
pode assumir dois estados, representados por O ou
1; por exemplo, a sequéncia 01000111 representa a
letra G. Assim, 0 nUmero maximo de caracteres que podem
ser representados por todas as sequéncias de 8 bits é:
a. 16 b. 32 c. 64 d. 128 e. 256

8. alternativa e
Em um estudo clinico, um novo medicamento deve pas-
sar por trés testes diferentes para ser comercializado.
O primeiro teste avalia o medicamento enquadrando-o
em trés classificacdes: alto risco para o paciente, mé-
dio risco para o paciente e baixo risco para o paciente.
0 segundo teste também abrange trés classificagdes:
medicamento de referéncia, medicamento genérico,
medicamento similar. Por fim, o Gltimo teste enquadra
o medicamento em duas classificagoes: acao profilatica
e acao curativa. Em quantas maneiras diferentes uma

amostra do medicamento pode ser classificada?
9. 18 maneiras diferentes

Um hacker sabe que a senha de acesso a um arquivo
secreto & um ndmero natural de cinco algarismos
distintos e nao nulos. Com o objetivo de acessar esse
arquivo, o hacker programou o computador para tes-
tar, como senha, todos os nimeros naturais nessas
condicoes. O computador vai testar esses nimeros
um a um, demorando 0,5 segundo em cada tentativa.
0 tempo maximo para que o arquivo seja aberto sera:

a. 1h30min d. 2h 26 min
b. 1Th30min12s e. 3h12min
c. 2h6min 10. alternativa ¢

A placa Mercosul foi adotada em todo o territério bra-

sileiro em 2020, em substituicao ao modelo de placas

anterior. As placas brasileiras devem ser formadas por
4 letras e 3 algarismos, obedecendo a seguinte norma:
da esquerda para a direita, os trés primeiros e o quinto
caracteres devem ser letras do alfabeto portugués, e
os demais caracteres devemn ser algarismos. Podem
ser usadas quaisquer letras, dentre as 26 possiveis, e
quaisquer algarismos, dentre os 10 possiveis, sendo
permitidaarepeticao de letraou algarismo. Por exemplo:

JUNIOR ROZZ0/
ROZZO IMAGENS
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12. Resposta pessoal. O diagrama de arvore € uma ferramenta visual Util no estudo do principio fundamental da contagem, pois ajuda a
organizar e visualizar todas as possiveis combinagdes de eventos ou escolhas, facilitando a contagem de resultados possiveis.

De acordo com essas informacoes, responda as ques- | 12.Estudamos o principio fundamental da contagem a

toes a seguir: 83partir da matriz das possibilidades; porém, ha outras

a. Quantas placas diferentes podem ser confeccio- manellra5|.nt.eressantesde est.uda—lo.Umal‘deIas utiliza

nadas? 11. a. 456.976.000 placas um dlspo§|t|vo chamadp de~d|agrama de arvore. Pes-

) 11. b. 258.336.000 placas quise na internet a aplicagcao do diagrama de arvore

b. Quantas placas., qlferentes podem ser confeccmna— no estudo do principio fundamental da contagem e

das, sem repeticao de letra nem de algarismo? escreva um breve texto sobre o que vocé encontrar,

Quantas placas diferentes podem ser confecciona- acompanhado de exemplos. Compartilhe o texto ela-
das, com pelo menos um caractere (letra ou alga- borado com os colegas.

rismo) repetido? 11. c. 198.640.000 placas

n

13.Pesquise situagdes que possam ser associadas ao
82 principio multiplicativo da contagem. Converse com
_ 1. d. 329.022.720 placas il um colega acerca delas. Dgp0|sLeIaborem um prqble—
e. Quantas placas diferentes podem ser confecciona- — ma envolvendo uma das situagdes. Por fim, analisem

das, sem a repeticao de letra? e discutam as resolucbes.  13. Resposta pessoal.
11. e. 358.800.000 placas

d. Quantas placas diferentes podem ser confecciona-
das, com os algarismos diferentes entre si?

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 1 a 8.

O contexto da secdo Matematica sem fronteiras favorece um trabalho interdisciplinar com a area de Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias abordando o TCT Educacéao alimentar e nutricional. Pode-se desenvolver em conjunto com professores dessa area uma
pesquisa acerca de alimentos tipicos da regido a fim de listar seus principais nutrientes e beneficios para a saude. Os estudantes podem

MATEMATI CA SEM FRO NTEI RAS cultivados no municipio, fazer pesquisa de prego\

preco de produtos ultraprocessados.
Com base nos dados, podem conversar sobre as dificuldades de manter uma alimentacdo saudavel e os beneficios de consumir produtos
H 3 2 in natura ou pouco processados. Dessa maneira, eles também desenvolvem aspectos da
Allmentagao saudavel competéncia geral 8. Se possivel, sugira aos estudantes organizarem os dados em planilhas
eletronicas para facilitar a andlise por meio dos recursos desse software.

O padrdao alimentar que aumenta o risco de
Doencas Cronicas nao Transmissiveis (DCNT) é ca-
racterizado pelo consumo elevado de alimentos ul-
traprocessados, como refrigerantes e salgadinhos, e
pela ingestao insuficiente de alimentos in natura ou
minimamente processados, como frutas, verduras e
feijdo. Os alimentos ultraprocessados impactam ne-
gativamente a salde ndo apenas por seu perfil nu-
tricional desfavoravel (alto teor de sédio, aclcar
livre e gorduras totais; baixo teor de fibras, vitami-
nas e minerais), mas também por mecanismos que
incentivam o consumo excessivo. As evidéncias
mostram que esses alimentos estdo se tornando
cada vez mais predominantes no sistema alimentar
global, tendéncia que também tem sido observada
no Brasil nas dltimas décadas.

A segunda edicao do Guia alimentar para a po-
pulacéo brasileira, publicada em 2014, aponta di-
versas barreiras para a adocao de uma alimentacado
saudavel, destacando especialmente o custo dos
alimentos. Diferentemente do que ocorre em paises
de alta renda, no Brasil, uma dieta composta por
alimentos in natura ou minimamente processados,
como arroz e feijdo, ainda é mais econdmica do
que uma baseada em alimentos ultraprocessados.

No entanto, devido as variagdes nos precos dos
diferentes grupos de alimentos ao longo do tempo,
ndo é certo que essa situacdo se mantenha no lon-
go prazo. As evidéncias indicam que, em paises de
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pesquisar frutas, legumes e outros produtos

de produtos ndo processados e comparar com o

renda média e baixa, alimentos e bebidas ndo sau-
daveis estdo se tornando financeiramente mais
acessiveis do que as opcdes saudaveis.

As DCNTs (doengas crénicas ndo transmissiveis) sGo
um dos maiores problemas de satide ptiblica no plane-
ta. Essa gama de enfermidades, caracterizada por néo
apresentarem um agente infeccioso como causador,
inclui hipertenséo (presséo alta), diabetes, doencas
cardiovasculares (doengas do coragéo), cdncer, dentre
outras doencgas. Estimativas da OMS (Organizagdo
Mundial da Satide) indicam que as DCNTs foram res-
ponsaveis por 41 milhGes de mortes no mundo em
2016, o que representa 71% das mortes no periodo.

No Brasil, essas doencas representam a maior causa
de mortes. Em 2016, representaram 74% do total,
com destaque para doencas cardiovasculares (28%),
os diversos tipos de cancer (18%), as doencas respira-
térias (6%) e o diabetes (5%).

[.]

As DCNTs sdo caracterizadas por terem desenvolvimento
de longo prazo e por terem mdiltiplas causas. Entre os
fatores de risco para seu aparecimento estdo tabagismo,
sedentarismo, alimentagdo ndo sauddvel e excesso de peso.

INSTITUTO DE DEFESA DO CONSUMIDOR. Doencas
crénicas nao transmissiveis. Alimentacdao em pauta,
Séo Paulo, [20217]. Disponivel em: https://idec.org.br/
alimentacaoempauta/doencas-cronicas-nao-transmissiveis.
Acesso em: 28 mar. 2024.

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Alimentos in natura

Alimentos saudaveis,
ideais para consumir
diariamente.
Exemplos: frutas,
verduras, legumes,
0VOs, carne e peixes.

Alimentos
minimamente
processados

Alimentos
submetidos a algum
processo, como
limpeza, moagem e
pasteurizagéo.
Exemplos: arroz,
feijao, lentilha, grao-
-de-bico, farinhas de
mandioca, de milho,
de tapioca ou de
trigo etc. O arroz e
o feijao sdo a base
da alimentagao de

milhdes de brasileiros.

Alimentos
processados

Alimentos fabricados
pela industria com a
adicao de sal, agucar
ou outro produto que
0S conserve por mais
tempo.
Exemplos: picles,
palmito em conserva,
compotas de frutas,
carnes salgadas e
defumadas, comida
em lata (sardinha,
atum, milho, ervilha,
entre outras), queijos,
paes etc.

Alimentos
ultraprocessados

Formulagbes
industriais, em
geral, com pouco ou
nenhum
alimento inteiro e
também com adigcéo
de muitos aditivos
quimicos para
aumentar o sabor e a
medida do tempo de
conservacao. Esses
alimentos tém baixo
valor nutritivo.
Exemplos: salsichas,
biscoitos, sorvetes,
chocolates,
molhos, barras
energéticas, produtos
instantaneos
(sopas, macarrao
e temperos),
salgadinhos de
pacote, refrigerantes,
produtos congelados
e prontos para
aquecimento.

Fonte: BRASIL. Ministério da Salide. Guia alimentar para a populacao brasileira. Brasilia: MS, 2014.
Disponivel em: https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/saude-brasil/publicacoes-para-promocao-a-
saude/guia_alimentar_populacao_brasileira_2ed.pdf/view. Acesso em: 10 out. 2024.

0Ds 3

Atividades JNO»

1. Como é possivel relacionar a alimentacao nao saudavel e a incidéncia de doencas

cronicas nao transmissiveis? 1. A alimentacéo ndo saudavel esta entre os fatores de risco
i ) para o aparecimento de doengas crénicas néo transmissiveis.
2. Pesquisem na internet e analisem exemplos de cardapios que possam ser asso-

ciados a uma refeicao saudavel. 2. Resposta pessoal.

’ Faca as atividades no caderno. l

e

3. Com base nos exemplos pesquisados, elaborem um cardapio para café da manha,
um para almoco e outro para jantar considerando as recomendacoes para uma
alimentacao saudavel. 3. Resposta pessoal.

4, Pesquisem outras receitas de alimentacao saudavel e compartilhem com os colegas
da turma. 4. Resposta pessoal.

- J
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Inicie o assunto com uma situagéo pratica, por exemplo: Em uma sala de aula, o professor de Literatura pediu que levantasse a mao
quem ja havia lido algum livro de Machado de Assis; 15 estudantes levantaram a mao. Em seguida, o professor pediu que levantasse
a mao quem ja havia lido algum livro de Mario de Andrade; 17 estudantes levantaram a méo.

a) Se cada estudante da
sala levantou a mao pelo
menos uma vez, pode-se
concluir que havia

(15 + 17) estudantes na
sala? Por qué?

(Nao, porque pelo menos
um deles pode ter lido
Machado de Assis e
Mario de Andrade.)

b) Se cada estudante
da sala levantou a méo
pelo menos uma vez,
sendo que 4 estudantes
levantaram a méao

duas vezes, quantos
estudantes ha na sala?
(15+17-4=28)

A notacdo n(A) re-
presenta o nimero
de elementos do
conjunto indicado
entre parénteses, no

caso, do conjunto A.
- J
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3. O principio aditivo da contagem

Alguns resultados da teoria dos conjuntos tém importantes aplicacdes na Andlise
combinatéria. Um deles é o calculo do nimero de elementos da unido de dois conjuntos
finitos. Acompanhe.

O diagrama a seguir representa dois conjuntos, A e B, cujos elementos sao pontos de
um plano.

Mesmo sem contar os pontos, podemos afirmar que o nimero de elementos da
unido de A e B nao é a soma do nimero de elementos de Acom o nimero de elementos
de B, ou seja, n(A U B) # n(A) + n(B), pois na soma n(A) + n(B) os elementos de An B sao
contados duas vezes: uma vez ao contar os elementos de A, e outra vez ao contar os
elementos de B. Assim, se subtrairmos dessa soma o nimero n(A n B), que foi adicionado
duas vezes, teremos a relacao verdadeira:

n(Au B) =n(A) + n(B) — n(An B)

Essa conclusdo pode ser generalizada pelo seguinte teorema:

Sendo A e B conjuntos finitos quaisquer, o nimero de elementos da unido de A
e B é dado por:

n(AuU B) = n(A) + n(B) — n(An B)

Observamos que se dois conjuntos C e D forem disjuntos, isto €, se Cn D = @&, teremos:
n(Cu D) = n(C) + n(D), pois n(Cn D) = 0.

Observe:

n(Cu D) =n(C) + n(D) — n(Cn D) = n(Cu D) =n(C) + n(D)
0

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

4. Mensalmente, uma instituicao de ensino oferece
aos estudantes duas palestras para orientacao
profissional. No més passado, a primeira foi sobre
Bioinformatica, e a segunda, sobre Epidemiologia.
Todos os estudantes de uma turma assistiram
a pelo menos uma das palestras e, entre eles,
18 assistiram a primeira, 23 assistiram a segunda e
8 assistiram as duas palestras. Quantos estudan-
tes ha nessa turma?

Resolucao

Sendo:

» A o conjunto dos estudantes que assistiram a
primeira palestra, entdo n(4) = 18;

» B oconjunto dos estudantes que assistiram a se-
gunda palestra, entao n(B) = 23;

= AN Bo conjunto dos estudantes que assistiram
as duas palestras, entao n(An B) = 8.

0 conjunto AU Bé definido por:
AuB={xlx€ Aou xe B}

Assim, Au Bé o conjunto dos estudantes que assis-
tiram a primeira ou a segunda palestra, isto &, todos
os estudantes da turma.

N\

Pelo teorema anterior, esse total € dado por:
n(Au B)=n(A)+n(B)—n(An B)
~n(AuB)=18+23-8=33

Logo, nessa turma ha 33 estudantes.

5. Quantos ndmeros naturais de trés ou quatro al-
garismos distintos podem ser formados com os
algarismos 4,5, 6,7,8e 97
Resolucao
Sendo A o conjunto dos nimeros naturais de trés
algarismos distintos formados pelos algarismos 4,
5,6, 7,8¢e9, calculamos n(A):

n(A)=6-5-4=120
Sendo Bo conjunto dos nimeros naturais de quatro
algarismos distintos formados pelos algarismos 4,
5,6,7,8¢e9, calculamos n(B):
nB)=6-5-4-3=360
Para concluir, devemos calcular o nimero de ele-

mentos que pertencem a Aou a B, ou seja, n(AuU B).
Como Ae Bsao disjuntos, isto é, An B= @&, temos:

n(Au B) =n(A) + n(B) = 120 + 360 = 480

Logo, podem ser formados 480 nimeros nas condi-

cOes enunciadas.
_J

EXERCICIOS PROPOSTOS

Faca os exercicios no caderno.

14.Faca o que se pede.

a. Dois conjuntos, A e B, sao tais que n(4) = 18,
n(B) = 15 e n(A n B) = 6. Determine o nimero de
elementosde Au B. 14.a.27

b. Dois conjuntos, Ce D, sdo tais que n(Cu D) = 28,
n(C) = 17 e n(D) = 20. Determine o nimero de ele-
mentosde CN D. 14.b.9

15.Uma empresa fabricante de aparelhos respiratorios
identifica cada um de seus aparelhos de determina-
do lote com uma sequéncia de letras e algarismos
escolhidos entre 1, 2, 3, 4, 5, 6, A, B, Ce D. Cada
sequéncia foi constituida por 4 algarismos distin-
tos seguidos de duas letras distintas, por exemplo,
1462AB; ou 5 algarismos distintos seguidos de
duas letras distintas, por exemplo 42613BC. Qual
€ o nimero maximo de aparelhos que pode ter
esse lote? 15.12.960 aparelhos

16.Um instituto de medicina do sono realizou um estu-
do com uma amostra de 80 moradores de grandes
centros urbanos. A pesquisa revelou que 56 deles
dormiam menos de quatro horas por noite e 28 dor-
miam mais de duas horas por noite. Quantas pessoas
daamostra dormiam mais de duas e menos de quatro
horas por noite? 16. 4 pessoas

Pessoa submetendo-se a exame de polissonografia, que
pode revelar disfungées como apneia do sono, ronco,
insonia, hipersonia etc.

17. Calcule a quantidade de nimeros naturais compreen-
didos entre 300 e 3.000 que podemos representar
utilizando somente os algarismos 1, 2, 3,5, 7 e 8, de
modo que nao figurem algarismos repetidos em um
mesmo ndmero. 17.200

(Sugestdo: Separe a resolugao em dois casos.)
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18.Quantos nimeros naturais maiores que 4.500 e de
quatro algarismos distintos podemos representar com
os algarismos 2, 3, 4,5,6e 7?7 18.216

19.Quantos nimeros naturais pares, de quatro algarismos
distintos, podem ser formados com os algarismos
0,1,2, 4,5 7e9? 19.320

20.Na sala do grémio estudantil de uma escola de Ensino
Médio, reuniram-se 4 garotas e 3 garotos do 12 ano,
2 garotas e 4 garotos do 2¢ano, e 3 garotas e 4 garo-
tos do 32ano, eleitos para representar os interesses
dos estudantes. Dentre esses eleitos sera escolhida
a diretoria do grémio, composta de trés estudantes,
um de cada ano. De quantas maneiras diferentes a

escolha pode ser feita, de modo que a diretoria seja
formada por:

a. 1 garoto e 2 garotas? 20.a.98
b. pelo menos 1 garoto? 20. b. 270
€. N0 Maximo 2 garotos? 20. c. 246

21.Elabore um problema cuja resolucado envolva o principio
aditivo da contagem em um contexto que envolva a
escolhade 5 elementos ordenados, de um conjunto de
20 elementos, mas cujo primeiro e (ltimo elementos
escolhidos tenham alguma restricao. Em seguida,
troque o problema elaborado com um colega para que
um resolva o problema elaborado pelo outro. Por fim,

analisem e discutam as resolucdes.
21. Resposta pessoal.

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 9 a 11.

TRABALHO E JUVENTUDES

Aproveite o contexto
e, ao conversar
sobre as pessoas
epidemiologistas,
incentive os estudantes
a comentarem a
importancia da
vacinagdo como uma
politica de saude
publica e de outras
acdes pessoais em
prol do coletivo. A
vacinagdo em massa

contribuiu para a erradicagéo de
diversas doencas, como a variola e a
poliomielite.
No entanto, a baixa na adeséo a
vacinagao pode fazer com que
doencas erradicadas voltem a
aparecer. Esse tema pode ser
desenvolvido em conjunto com
a area de Ciéncias Humanas e
Sociais Aplicadas ou de Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias
abordando os TCTs Satde e Vida
familiar e social e a competéncia
geral 7.
Profissionais da
saude utilizando
microscopio
6ptico na andlise
de agentes
infecciosos.

Epidemiologista

A anélise combinatéria é uma ferramenta matematica poderosa utilizada em diversas
profissdes e areas do conhecimento. Uma dessas areas é a de epidemiologia.

A epidemiologia é uma area importante da satde puiblica que estuda a distribuicdo
e os determinantes das doencas em populagées humanas.

O epidemiologista busca entender como as doencas se espalham, identificar fatores
de risco e desenvolver estratégias para prevenir e controlar surtos. Ele utiliza métodos
estatisticos e cientificos para analisar dados de salde, investigar surtos e avaliar a eficacia
de intervencdes de salde publica.

Esse profissional é crucial para o controle de doencas infecciosas, como a covid-19,

PEOPLEVIDEOS/ISTOCK/GETTY IMAGES
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e para doencas crénicas, como diabetes e cancer. Além disso, o epidemiologista é o
responsavel por fornecer informagdes essenciais para a formulacdo de politicas de
salde publica e para a implementacdo de programas de prevencao e tratamento. O
epidemiologista desempenha importante papel na protecdo da satde das populacdes
e na melhoria da qualidade de vida.

Vocé esta pensando em seguir carreira nessa area? Quer saber mais sobre essa pro-
fissdo? Faca uma pesquisa na internet e compartilhe com os colegas um resumo das
informacdes que vocé obter. Trabalho e juventudes: Pesquisa pessoal.
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ILUSTRAGOES: ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL/ARQUIVO DA EDITORA

Analise da resolucao: Em um numero natural de cinco algarismos, aquele que ocupa a ordem das dezenas de milhar deve ser diferente
de zero. Assim, o estudante errou ao considerar, por exemplo, que 02.489 representa um numero natural de cinco algarismos.
Resolugao correta:

ANALISE DA RESOLUCAO

83 Relina-se com um colega. Apontem o erro cometido na resolucdo a seguir e, depois,
refacam a resolucdo no caderno, corrigindo-a.

Exercicio

Considere a sequéncia crescente cujos termos sdo todos os nimeros naturais de
cinco algarismos distintos formados por: 0, 2, 4, 8 e 9. Qual é a ordem (posicdo) do
ndmero 42.098 nessa sequéncia?

Resolucao

Deontie o4 nikimetiod qune podem s fotvmades, sas memetes gue 42..098 :

o todes o4 nibmeAed g comecam po O ; Dentre os nu,meros que podem ser formados, sdo menores que 42.098:
| | | | | | e todos 0s nimeros que comegam por 2

2
Total de Y ¥V VY OV VvV o
possibilidades —» 1 -4 -3 -2 .1 =24

hiimete dy ooy oy ey
pessbilidadesy — | - 4 2

o todot of nimetted que Comecam st 2
e todos 0s numeros
gue comegam por 40 | 4 | 0 | | | |

Total de Y Y VvV OV Vv 2
possibilidades —» 1 -1 -3 -2 - 1 =

possbilidadesy —> | 4 - 3 2 - =24
o todes o4 nilmettes gine Comesam ot 40
e todos 0s numeros
que comegam por 41 | 4 | 1 | | | |
Total de v Y OV oV v 4 0
possibilidades —» 1 - 1 - 3/- 2 -1=6
Himens de Y v y Y Y
! !: : | . / . 3 . 2 . / = 6

¢ todes o4 nivmetes que Comecam pot 4|

e 0 nUmero 42.089

Assim, deduzimos que

37 numeros (24 +6 + 6 + 1) + /

s@o menores que 42.098. .

Concluimos, ento, que o Hvmesrs de ¢ ¢ ¢ i

numero 42.098 ocupa a oils . . . _
38? posicdo na sequéncia. W"&M / ! 3 2 ! =6

* & nibmefte 42.089
s, dednzimes g 6| nimetss (24 + 24 + 6 + 6 +1) sds meneies que 42.098.
Conclnimes, entdes, 4ue o nivmetts 42..098 scnpa ar 622 pesicie na sqmencia.

ILUSTRAGOES: ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL/ARQUIVO DA EDITORA

Comente que a multiplicagdo de nimeros naturais consecutivos é muito

H frequente na Andlise combinatéria, e algumas dessas multiplicacdes
4 ° Fato rla I envolvem muitos fatores.

Como estudamos nos exercicios anteriores, a multiplicacdo de nimeros naturais conse-
cutivos é frequente na Analise combinatéria, e algumas dessas multiplicacées envolvem
muitos fatores. Por exemplo, a quantidade de nimeros naturais de sete algarismos distin-
tos que podem ser formados com os sete algarismos 1, 3, 4, 5, 6, 8 e 9 é dada por:

7:6:5-4-3-2+1
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Observacao

O simbolo n! é lido
como “n fatorial”
ou “fatorial de n”.

160

Para simplificar as operacdes com expressdes desse tipo, adotaremos o simbolo nl,
que indica o produto dos nimeros naturais consecutivos n, n — 1, n — 2, ..., 1, com
n > 2. No nosso exemplo, temos:

/'=7-6-5-4-3-2-1

Essa notacdo ajuda em problemas que envolvem célculos trabalhosos, porque per-
mite simplificar expressdes e apresentar resolu¢des extensas de maneira abreviada.
Definimos:

Seja n um namero natural, com n > 2. Define-se o fatorial de n, representado por
n!, como o produto dos nimeros naturais consecutivos n, n — 1, n — 2, ..., 1. Isto é:

nl=n-(n-1)-(n=-2)-...-1

Exemplos
a. 2!1=2-1=2
b.31=3-2-1=6
c. 41=4-3-2-1=24
d 5/=5-4-3-2-1=120

Propriedade fundamental dos fatoriais

Na igualdade 6! =6-5-4-3-2-1, observamos que o produto 5+4-3-2-1 pode
ser substituido por 5! e, portanto:

6!=6+5-4-3:-2-1T=>6/=6-5!
| —
5!

Podemos generalizar esse resultado para qualquer nimero natural n, com n > 3, da
seguinte maneira:

nl=n-(n-1)

Essa propriedade é conhecida como propriedade fundamental dos fatoriais.

Exemplos
a. 9/1=9-8! c. 101=10-9-8!
b. 1001 =10-9! d. 10/1=10-9-8-7!
Extensao da definicdo de fatorial

E necessario definir fatorial de zero (0!) e fatorial de um (1!), pois zero e um também
fazem parte dos processos de contagem e registros dos resultados obtidos. Para garantir a
coeréncia entre as definicGes desses “novos” fatoriais e a definicao de fatorial de um ndme-
ro natural maior que 1, vamos admitir que possa ser ampliada a validade da propriedade
fundamental dos fatoriais, que, por enquanto, foi restrita para n natural, com n > 3:

nt=n-(n-"1)

e Para definir 1! de modo que essa propriedade continue valida, devemos admitir,
para n = 2:

20=2-2-NDI=>21=2-1!
Como 2! =2 -1, concluimos que:
2:1=2-11=>1=1!

Reproducéo proibida. Art. 184 do Coédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Assim, a propriedade fundamental dos fatoriais podera ser aplicada para n = 2
se definirmos:

M=1

¢ Analogamente, para definir 0! de modo que a propriedade fundamental continue
valida, devemos admitir, para n = 1:

MN=1-0-N=>1=1-0!
Como ja definimos 1! = 1, temos que a igualdade anterior é equivalente a:
1=1-0!

com o que concluimos que 1 = 0!
Assim, a propriedade fundamental dos fatoriais pode ser aplicada para n = 1,
se definirmos:

0'=1

Com essas duas “novas” definicdes, 1! =1 e 0! = 1, admitimos que a propriedade

fundamental dos fatoriais pode ser aplicada para qualquer nimero natural ndo nulo n.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

6. Simplifique as fracoes a seguir.

10! 10! - 4! (n—3)!
T TRy =1
8! n!
b. 10! d. (n—=2)
Resolucao
10! _10-87_
a. or =" ot =10
b8 -8 __ 1 __1
"10' " 10-9-8" 10:9 90
c10!-4! 10-9-8!- 41 _ 90 —3
"8l 8l:6-5- 41

d. Vamos decompor em fatores decrescentes o maior
entre os fatoriais apresentados na fracao. Como
n > (n — 2)!, para qualquer ndmero natural n,
com n > 2, decompomos n':

n__n-(n="1-(n=2"_
(n—2)! (n—=2)1

e. Vamos decompor em fatores decrescentes o maior
entre os fatoriais (n— 1)l e (n— 3)L.

Observando que (n— 1)! > (n— 3)!, para qualquer
ndmero natural n, com n > 3, decompomos

(n—1)
(n=3)! _ M 1
(n=1" (nh=1)( M n?—3n+2

(n+1)!
(n—=1)

7. Resolva a equacao = 20.
Resolucao

Para simplificar a fracao, vamos decompor em fato-
res decrescentes o maior entre os fatoriais:

nglg: 20:(n+1w 20
. n*+n-20=0

Resolvendo essa equagao, obtemos n= 4 ou
n=-5.

Verificacao

Lembramos que sé se define fatorial para nimero

natural. Assim, devemos verificar se, para esses

valores de n, existem os fatoriais apresentados

na equagao.

Para n= 4, temos:
(& +1)!
(4 =)

Como ambos os fatoriais existem (5! e 3!), conclui-

mos que 4 é raiz da equagao.

5!
=20=>§=20

Para n= -5, temos:

(=515 (=u

(—5-) e = 20 (absurdo!)

Como nao existem os fatoriais (—4)! e (—6)!, conclui-
mos que —5 nao é raiz da equacgao.

Logo: S={4}
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22.a.71=7-6-5-4-3-2-1="5.040 22.¢c.4-21=4-3-2-1-2-1=22
22.b.3!-2!=83-2:-1-2-1=12 20 4. O _ 1 1
7 3T 3-2-1) 6
EXERCIC'OS PRO POSTOS Faca os exercicios no caderno.
22.Calcule: 27.Cada um dos 30 passageiros
a. 7! b. 312! AR Y d. % gde um voo despachou uma

23.(lassifique em verdadeira ou falsa cada uma das afir-
macoes a segulir.

a. 3!+ 2! =5!23. a. Falsa, pois: 3! + 2! =8 e 8 £ 5!
b. 31-21 = 6|23 b. Falsa, pois: 3!-21 =12¢e 12 # 6!

23. c. Verdadeira, pois: 4! + 4/ =48 e 48 =2 - 4!
c. 4! + 4! =2 - 4! 23. d. Verdadeira, pois é a propriedade

fundamental dos fatoriais.
d. n'=n(n-1)(n-2)!, paratodoneNen> 2
e. n'=n(n—1)(n-2)!, paratodo n €N’
23. e. Falsa, pois: paran = 1, ndo existe (n — 2)!
24.Simplifique as fracoes.

6! n!
. L—— 24.d.
a 31 24.a. 120 d ) n
5!-8! n! 1
b. o1 24.b.40 e. (n+2)!24 e Ao
5!+ 7! 43
C. 6 _5l 24. c. 5
25.Resolva as equagoes.
|
(n+'2)._12 25.a.S = {2}
n!
(n—=2)! 1
= 25.b.S=1{6
b= ©
(n+1)!+n! 1
ME TR 25.¢.8={27
(n+2) 28 2>*57€0

26.n =10
28.3%.5%.7.

26.Determine o nimero n tal que n! =

Unicamalano embarque. Entre
esses passageiros viajavam
dois amigos: Joao e Pedro.
No desembarque, todos fo-
ram retirar suas malas em
uma esteira rolante destinada
unicamente aquele voo. Ao
descarregar as malas sobre a
esteira rolante, um funcionario da
empresa aérea colocou uma mala
atras da outra. Todas as malas foram retiradas pelos
respectivos donos na primeira volta da esteira.

Relna-se com um colega e, considerando a ordem de
colocagao das malas sobre a esteira, respondam aos
itens a seguir, usando a notacao de “fatorial de um na-
mero natural”.

PRASIT RODPHAN/ALAMY/FOTOARENA

Malas
despachadas.

a. Em quantas sequéncias diferentes as malas pode-
riam ser dispostas sobre a esteira? 27. a. 30!

b. Em quantas sequéncias diferentes as malas pode-
riam ser dispostas na esteira de modo que a dltima
mala fosse a de Joao? 27. b. 29!

c. Em quantas sequéncias diferentes as malas pode-
riam ser dispostas na esteira de modo que a mala

de Pedro fosse a primeira e a de Joao, a segunda?

A . 27. c. 28!
d. Em quantas sequéncias diferentes as malas pode-

riam ser dispostas na esteira de modo que as dos
dois amigos citados fossem as primeiras? 27.d. 2 - 28!

Para retomar os conteiidos estudados, resolva os exercicios complementares 12 a 14.
Mentes brilhantes: O conhecimento do processo de desenvolvimento da teoria matematica para o

= avanco da tecnologia ligada as centrais telefénicas é uma boa oportunidade de trabalho integrado
Mentes brilhantes com Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, uma vez que propicia a reflexdo sobre as demandas da
sociedade e 0s avangos necessarios para supri-las.
O problema basico da telefonia

Nos primeiros anos do século XX, quando trabalhava na central telefonica de Copenhague, o matemético
dinamarqués Agner Krarup Erlang (1878-1929) resolveu um importante problema relacionado ao desempenho
de centrais telefonicas. Ele estimou o provéavel percentual de ligacoes que ndo se completariam em fungao do
congestionamento da central. A conclusédo de Erlang foi a de que esse percentual era dado, aproximadamente, por:

Essa reflexao permite aos estudantes

L - , . .
se posicionarem criticamente e analisar a_ E possivel, ainda, ampliar o estudo em
as estratégias de solugdo propostas, _ L! parceria com o p_rofessor de Geografia,
considerando a tecnologia disponivel e os d d> . d° da* propondo~pesqwsa e~debate acerca
instrumentos que possam servir de base 1+= 1 ar or ar 37 AP 000 AP I da evolugao de solucdes tecnoldgicas
para a elaboracdo de estratégias. : posteriores ao evento citado e os

em que: impactos causados por elas.

L era o numero de canais disponibilizados pela central aos usuarios;

o d era a demanda da central, expressa em horas de ligacoes solicitadas a cada hora. Por exemplo, se a central
tivesse 50 canais e cada canal recebesse, em média, 4 ligacdes por hora, e cada ligacao demorasse, em média,
3 minutos, em cada hora seriam demandados 50 - 4 -+ 3 minutos de ligacdes, ou seja, 600 minutos ou, ainda,
10 horas; assim, a demanda d seria 10 horas de ligacoes a cada hora;

e c erao provavel percentual de chamadas que ndo seriam completadas por causa do congestionamento da central.
Os resultados dos estudos de Erlang ainda hoje sao utilizados em projetos de centrais telefonicas.

Elaborado com base em: SILVEIRA, . F. P. A matematica da telefonia. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, 2001. Disponivel em: http://www.mat.ufrgs.br/~portosil/erlang.html. Acesso em: 3 set. 2024.
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Matematica sem fronteiras: Nessa secéo, exploramos textos sobre aplicagdes praticas do assunto desenvolvido no capitulo. O contetido
apresentado tem dois objetivos: contextualizar a teoria matematica por meio de situacdes reais e despertar a curiosidade dos estudantes
para aplicagoes mais elaboradas. Nesse caso, exploramos o texto “O acido desoxirribonucleico (DNA)”.

MATEMATICA SEM FRONTEIRAS h

O acido desoxirribonucleico (DNA)

No século XIX, o cientista suico Johann Friedrich Miescher
isolou de um nucleo celular uma substéncia que denominou
acido nucleico. Mais tarde, no século XX, os cientistas Oswald
Theodore Avery, Colin M. MacLeod e Maclyn MacCarty desco-
briram que um dos acidos nucleicos, o DNA (acido desoxirri-
bonucleico), é o responsavel pela transmissdgo da heranca
biolégica entre os seres vivos, a excecdo de muitos virus, em
que esse papel é desempenhado por outro acido.

FAUSTINO/ARQUIVO DA EDITORA

O DNA é uma molécula em forma de dupla-hélice que lem-
bra uma escada torcida. Os “degraus” ligam bases nitrogenadas
representadas por A (adenina), T (timina), C (citosina) e G (gua-
nina). Esses “degraus”, chamados de pontes de hidrogénio, li-
gam as bases apenas do seguinte modo: A-T, T-A, C-G e G-C,
como no fragmento de DNA representado no esquema.

Essas ligacdes formam sequéncias de pares ordenados de
bases, sem limite tedrico de extensdo. Cada uma dessas se-
quéncias determina a individualidade e as diferencas entre os
seres vivos. A sequéncia do DNA é uma heranca genética, ou
seja, é transmitida de um organismo para seus descendentes.

Testes de paternidade, por exemplo, podem ser realizados
por meio do DNA. Processos quimicos permitem comparara  C
sequéncia do DNA de um suposto pai com a de um suposto
filho. Como metade do DNA de uma pessoa é herdada do pai
e a outra metade é herdada da mae, se a sequéncia do suposto
filho tem metade de seu DNA igual a do suposto pai, esta pro-
vada a paternidade.

(Modelo
T  didatico sem
escala e com

cores fantasia.)
Elaborado com base em: ARIAS, G. Em 1953 foi descoberta a estrutura do DNA:

Etapas de um grande avanco cientifico. In: EMPRESA BRASILEIRA DE PESQUISA
AGROPECUARIA. Documentos online. Embrapa, dez. 2004.

Atividades ’ Faca as atividades no caderno. l

83 Relna-se com um colega para resolverem as atividades a seguir.

1. O fragmento de DNA representado no esquema anterior pode ser descrito pela
sequéncia de pares ordenados A-T, C-G, T-A, G-C, A-T, C-G, T-A, G-C. Sabendo
que dois fragmentos de DNA sao iguais se, e somente se, as sequéncias que o
d > . e e . N d f t Esta pode ser uma
escrevem sao iguais, determinem uma sequéncia que descreva um fragmento o+ nigade de

de DNA diferente do representado. 1. Resposta pessoal. avaliar aplicagées
do conhecimento
2. Um cientista deseja sintetizar um fragmento de DNA com 8 pares ordenados de  cientifico e
bases, de modo que dois pares consecutivos nao sejam iguais, como o fragmento itr‘ftce';‘;fgégoé:r?a
do esquema anterior. Quantos fragmentos diferentes podem ser obtidos? 4rea de Ciéncias
. - _ . 2. 8.748 fragmentos da Natureza e suas
3. Vocés conhecem o teste genético de ancestralidade? Sabiam que esse teste con-  Tecnologias. Se
siste em uma analise do DNA, com a finalidade de revelar as origens geograficas pOSSr't\{ell, prqmgva
At o nq and 5 : a participagao do
e, por consequéncia, as~caracter|st|cas genéticas de uma pessoay Pesqu!sem N2 ofessor de Biologia
internet mais informac6es sobre esse assunto e compartilhem a pesquisa com  para desenvolver

os demais colegas. 3. Respostas e pesquisa pessoal. 0 assunto com os
estudantes.

- J
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Utilize os Exercicios complementares no decorrer do trabalho com os contetudos deste capitulo ou como uma lista de atividades final.
Os estudantes podem trabalhar em grupos a fim de resolver os exercicios e, depois, comparar as respostas e as estratégias de resolugédo
utilizadas pelos colegas.

EXERCiClOS COMPLEM ENTARES Faca os exercicios no caderno.

1. Para selecionar um candidato a uma vaga de empre- | 4. (Enem)Um procedimento padrao paraaumentara capa-
g0 em uma empresa, 0 analista do departamento de cidade do nimero de senhas de banco é acrescentar mais
Recursos Humanos, responsavel pelas entrevistas, caracteres a essa senha. Essa pratica, aléem de aumentar
deve preencher o quadro a seguir assinalando com as possibilidades de senha, gera um aumento na segu-
um S (para “sim”) ou N (para “nao”) para cada um dos ranca. Deseja-se colocar dois novos caracteres nasenha
atributos de cada um dos trés candidatos a vaga. de um banco, um noinicio e outro no final. Decidiu-se que

esses novos caracteres devem ser vogais, e 0 sistema
Atributos do candidato conseguira diferenciar maidsculas de mindsculas.

Com essa pratica, o nimero de senhas possiveis ficara

Tem mais | Tem Ensino | Ja trabalhou L
multiplicado por:

Candidato | de 16 Médio com registro
anos? completo? | em cart